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ÁÄËÉ ÝÅËÀÃÉÓ ÍÀÔÖÒÀËÖÒÌÀÜÅÄÍÄÁËÉÀÍÉ ÓÉÓÔÄÌÀ ÃÀ ÃÀÌÏÖÊÉÃÄ-
ÁÄËÉ ÝÅËÀÃÉÓ ãÄÒÀÃÀÒÂÖÌÄÍÔÉÀÍÉ ÔÒÉÂÏÍÏÌÄÔÒÉÖË ×ÖÍØÝÉÀÈÀ
ÓÉÓÔÄÌÀ.

ßÀÒÌÏÓÀÃÂÄÍÉ ×ÖÍØÝÉÉÓ ÌÉÌÀÒÈ ßÀÚÄÍÄÁÖËÉ ÌÏÈáÏÅÍÀ-ÐÉÒÏÁÀ
ÃÀÌÏÊÉÃÄÁÖËÉÀ ÉÌÀÆÄ, ÈÖ ÒÏÌÄËÉ ÓÉÓÔÄÌÉÓ ÌÉÌÀÒÈ ÂÀÍÉáÉËÄÁÀ
ÌÉÓÉ ßÀÒÌÏÃÂÄÍÀ.

áÀÒÉÓáÏÅÀÍÉ ÌßÊÒÉÅÉÈ f ×ÖÍØÝÉÉÓ ßÀÒÌÏÃÂÄÍÉÓ ÓÀÊÉÈáÉ ÒÀ-
ÉÌÄ x0 ßÄÒÔÉËÉÓ ÌÉÃÀÌÏÛÉ ÉßÚÄÁÀ ×ÖÍØÝÉÉÓÈÅÉÓ ÔÄÉËÏÒÉÓ ÌßÊ-
ÒÉÅÉÓ ÊÏÄ×ÉÝÉÄÍÔÄÁÉÓ ÐÏÅÍÉÈ, ÒÉÓÈÅÉÓÀÝ ÓÀàÉÒÏÀ ÅÉÝÏÃÄÈ f
×ÖÍØÝÉÉÓ ÚÅÄËÀ ÒÉÂÉÓ f (n)(x0) ßÀÒÌÏÄÁÖËÉÓ ÌÍÉÛÅÍÄËÏÁÀ x0
ßÄÒÔÉËÆÄ.

ÌÀÂÒÀÌ, ÒÉÝáÅÉÈÉ f (n)(x0) ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÉÓ ÅÄÒÀÅÉÈÀÒÉ ÊÀÒÂÉ ÈÅÉ-
ÓÄÁÄÁÉ ÅÄÒ ÖÆÒÖÍÅÄËÚÏ×Ó f ×ÖÍØÝÉÉÓ ßÀÒÌÏÃÂÄÍÀÓ ÔÏËÏÁÉÈ

f(x) =
∞∑
n=0

f (n)(x0)

n!
(x− x0)

n. (∗)

ÌÀÒÈËÀÝ, ÍÀÌÃÅÉË ÒÉÝáÅÈÀ ÚÏÅÄËÉ an ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÉÓÀÈÅÉÓ ÀÒÓÄ-
ÁÏÁÓ ×ÖÍØÝÉÀÈÀ ÀÒÀÈÅËÀÃÉ ÓÉÌÒÀÅËÄ, ÒÏÌÄËÈÀÂÀÍ ÈÉÈÏÄÖËÉÓ
ÌÀÊËÏÒÄÍÉÓ ÌßÊÒÉÅÉÓ ÊÏÄ×ÉÝÉÄÍÔÄÁÉÀ an ÒÉÝáÅÄÁÉ ([40]). ÄÓ ×À-
ØÔÉ ßÀÒÌÏÀÃÂÄÍÓ Ä. ÁÏÒÄËÉÓ ÛÄÌÃÄÂÉ ÈÄÏÒÄÌÉÓ ([13], ÂÅ. 60-64)
ÓÒÖËÚÏ×ÀÓ: ÍÀÌÃÅÉË ÒÉÝáÅÈÀ ÚÏÅÄËÉ an ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÉÓÀÈÅÉÓ ÀÒ-

ÓÄÁÏÁÓ ÉÓÄÈÉ µ ×ÖÍØÝÉÀ, ÒÏÌËÉÓ ÌÀÊËÏÒÄÍÉÓ ÌßÊÒÉÅÉÀ
∞∑
n=0

anx
n

ÀÍÖ, ÒÀÝ ÉÂÉÅÄÀ, µ(n)(0) = an.
ÀÌ ÈÄÏÒÄÌÉÓ ÀÒÀÁÏÒÄËÉÓÌÉÄÒ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀÛÉ ([40]) ÂÀÌÏÚÄÍÄ-

ÁÖËÉÀ an = n! ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÉÓ ÛÄÓÀÁÀÌÉÓÉ ν ×ÖÍØÝÉÉÓ ÊÏÍÓÔÒÖ-

ix
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ÉÒÄÁÉÓ ÌÄÈÏÃÉ, ÒÏÌËÉÓ ÌÀÊËÏÒÄÍÉÓ ÌßÊÒÉÅÉ
∞∑
n=0

n!xn ÊÒÄÁÀÃÉÀ

ÌáÏËÏÃ x = 0 ßÄÒÔÉËÆÄ ([10], ÂÅ. 90-93). ÀÌÀÓÈÀÍ ÃÀÊÀÅÛÉÒÄ-

ÁÉÈ ÓÀÉÍÔÄÒÄÓÏÀ λ(x) = e−1/x2

, ÒÏÝÀ x ̸= 0 ÃÀ λ(0) = 0 ×ÖÍØÝÉÉÓ
ÛÄÌÈáÅÄÅÀ, ÒÏÌËÉÓ ÌÀÊËÏÒÄÍÉÓ ÌßÊÒÉÅÉÓ ÚÏÅÄËÉ ÛÄÓÀÊÒÄÁÉ ÍÖ-
ËÉÀ λ(0)(0) = 0 ÔÏËÏÁÉÓ ÂÀÌÏ ÃÀ ÀÌÉÔÏÌ ÄÓ ÌßÊÒÉÅÉ ÊÒÄÁÀÃÉÀ
ÍÖËÉÓÊÄÍ ÚÅÄËÀ x ∈ (−∞,+∞) ßÄÒÔÉËÆÄ ÌÉÖáÄÃÀÅÀÃ ÉÌÉÓÀ, ÒÏÌ
λ ×ÖÍØÝÉÀ ÍÖËÉÀ ÌáÏËÏÃ x = 0 ßÄÒÔÉËÆÄ ([3], ÂÅ. 102-103).

ÀØÄÃÀÍ ÀÛÊÀÒÀÀ, ÒÏÌ ßÀÒÌÏÓÀÃÂÄÍÉ ×ÖÍØÝÉÉÓ ßÀÒÌÏÄÁÖËÄÁÉ
ÂÀÒÊÅÄÖË ÐÉÒÏÁÀÓ ÖÍÃÀ ÀÊÌÀÚÏ×ÉËÄÁÃÄÓ ÀÒÀ ÌáÏËÏÃ x0 ßÄÒ-
ÔÉËÆÄ, ÀÒÀÌÄÃ x0 ßÄÒÔÉËÉÓ ÌÉÃÀÌÏÛÉÝ!

ÀÓÄÈÉÀ À. ÐÒÉÍÓäÄÉÌÉÓ ÀÖÝÉËÄÁÄËÉ ÃÀ ÓÀÊÌÀÒÉÓÉ ÐÉÒÏÁÀ ([13],

ÂÅ. 50)1: ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÉÓ
δn

n!
sup

x∈(a,b)

|f (n)(x)| (n = 0, 1, . . . ) ÛÄÌÏÓÀÆÙÅ-

ÒÖËÏÁÀ ÀÒÉÓ ÀÖÝÉËÄÁÄËÉ ÃÀ ÓÀÊÌÀÒÉÓÉ ÉÌÉÓÈÅÉÓ, ÒÏÌ (∗) ÔÏ-
ËÏÁÀ ÛÄÓÒÖËÃÄÓ ÚÅÄËÀ ÉÌ x ∈ (a, b) ßÄÒÔÉËÆÄ, ÒÏÌÄËÉÝ ÀÊÌÀ-
ÚÏ×ÉËÄÁÓ |x− x0| < δ ÐÉÒÏÁÀÓ.

ÌßÉÒÉ ÃÉ×ÄÒÄÍÝÉÀËÖÒÉ ÈÅÉÓÄÁÄÁÉÓ ÌØÏÍÄ ãÀÌÄÁÀÃÉ ×ÖÍØÝÉÉÓ
ßÀÒÌÏÓÀÃÂÄÍÀÃ ÂÀÌÏÉÚÄÍÄÁÀ ×ÖÒÉÄÓ ÔÒÉÂÏÍÏÌÄÔÒÉÖËÉ ÌßÊÒÉÅÉ.
ÀÓÄÈÉ ÌßÊÒÉÅÉÓ ÊÏÄ×ÉÝÉÄÍÔÄÁÉ ÚÏÅÄËÉ ãÀÌÄÁÀÃÉ ×ÖÍØÝÉÉÓÈÅÉÓ
ÊÒÄÁÀÃÉÀ ÍÖËÉÓÊÄÍ, áÀÒÉÓáÏÅÀÍÉ ÌßÊÒÉÅÉÓ ÊÏÄ×ÉÝÉÄÍÔÄÁÉÓÂÀÍ
ÂÀÍÓáÅÀÅÄÁÉÈ!

×ÖÒÉÄÓ ÔÒÉÂÏÍÏÌÄÔÒÉÖËÉ ÌßÊÒÉÅÉÓ ÊÒÄÁÀÃÏÁÉÓ ÃÀÓÀÃÂÄÍÀÃ
ÛÄÓÀÁÀÌÉÓÉ ×ÖÍØÝÉÉÓÊÄÍ ÝÍÏÁÉËÉÀ Ö. ÃÉÍÉÓ, Ê. ÑÏÒÃÀÍÉÓ, ÅÀËÄ
ÐÖÓÄÍÉÓ, À. ËÄÁÄÂÉÓ ÃÀ ÓáÅÀ ÍÉÛÍÄÁÉ.

×ÖÒÉÄÓ ÔÒÉÂÏÍÏÌÄÔÒÉÖËÉ ÌßÊÒÉÅÉÓ ÊÒÄÁÀÃÏÁÉÓ ÓÀÊÉÈáÛÉ
ÐÒÉÍÝÉÐÖËÉ ÌÍÉÛÅÍÄËÏÁÉÓ ÈÄÏÒÄÌÀ ÄÊÖÈÅÍÉÓ À. ÊÏËÌÏÂÏÒÏÅÓ,
ÒÏÌÄËÌÀÝ 1926 ßÄËÓ ÃÀÀÃÂÉÍÀ ÉÓÄÈÉ ãÀÌÄÁÀÃÉ ×ÖÍØÝÉÉÓ ÀÒ-
ÓÄÁÏÁÀ, ÒÏÌËÉÓ ×ÖÒÉÄÓ ÌßÊÒÉÅÉ ÂÀÍÛËÀÃÉÀ ÚÏÅÄË ßÄÒÔÉËÆÄ
x ∈ (−∞,+∞).

Ö×ÒÏ ÀÃÒÄ ÊÉ, 1911 ßÄËÓ Ë. ×ÄÉÄÒÌÀ ÃÀÀÃÂÉÍÀ ÖßÚÅÄÔÉ ÉÓÄÈÉ
×ÖÍØÝÉÉÓ ÀÒÓÄÁÏÁÀ, ÒÏÌËÉÓ ×ÖÒÉÄÓ ÌßÊÒÉÅÉ ÂÀÍÛËÀÃÉÀ ÒÏÌÄ-
ËÉÙÀÝ ßÄÒÔÉËÆÄ.

ÀÌÀÓÈÀÍ ÄÒÈÀÃ, ×ÖÒÉÄÓ ÌßÊÒÉÅÄÁÉÓ ßÄÒÔÉËÏÅÀÍÉ ÊÒÄÁÀÃÏ-
ÁÉÓ ÓÀÊÉÈáÛÉ ÊÀÒÂÀÃ ÌÖÛÀÏÁÓ ÃÉÍÉÓ, ÑÏÒÃÀÍÉÓ, ÅÀËÄ ÐÖÓÄÍÉÓ
ÃÀ ËÄÁÄÂÉÓ ÍÉÛÍÄÁÉ. ÀØÅÄ ÖÍÃÀ ÀÙÉÍÉÛÍÏÓ ËÄÁÄÂÉÓ ÌÍÉÛÅÍÄËÏ-
ÅÀÍÉ ÈÄÏÒÄÌÀ ÉÌÉÓ ÛÄÓÀáÄÁ, ÒÏÌ ÚÏÅÄËÉ ãÀÌÄÁÀÃÉ f ×ÖÍØÝÉÉÓ
×ÖÒÉÄÓ S[f ] ÌßÊÒÉÅÉÓ ßÄÅÒÏÁÒÉÅÉ ÉÍÔÄÂÒÄÁÉÈ [0, 2π]-ÆÄ ÌÉÉÙÄÁÀ

1ÓÀÊÌÀÒÉÓÏÁÀ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉÀ [33]-ÛÉ, ÂÅ. 287.



×ÖÒÉÄÓ ÌßÊÒÉÅÄÁÉ xi

∫ 2π

0
f(x)dx ÉÍÔÄÂÒÀËÉÓÊÄÍ ÊÒÄÁÀÃÉ ÌßÊÒÉÅÉ, ÈÖÍÃÀÝ S[f ] ÂÀÍÛ-

ËÀÃÉ ÉÚÏÓ ÚÅÄËÂÀÍ, ÒÀÓÀÝ ÀÃÂÉËÉ ÀØÅÓ ÊÏËÌÏÂÏÒÏÅÉÓ ÌßÊÒÉ-
ÅÉÓÈÅÉÓ. ÀÌ ÓÀÊÉÈáÄÁÆÄ ÓÀÖÁÀÒÉÀ ßÉÂÍÉÓ ÌÄ-4 ÈÀÅÛÉ.

ÚÏÅÄËÉÅÄ ÆÄÌÏÈØÌÖËÉÃÀÍ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄÏÁÓ ÐÒÏÁËÄÌÀ: ÛÄÓÀÞ-
ËÄÁÄËÉÀ ÈÖ ÀÒÀ ãÀÌÄÁÀÃÉ f ×ÖÍØÝÉÉÓ ×ÖÒÉÄÓ ÔÒÉÂÏÍÏÌÄÔÒÉ-
ÖËÉ ÌßÊÒÉÅÉ ÂÀÌÏÚÄÍÄÁÖË ÉØÍÀÓ f(x) ÌÍÉÛÅÍÄËÏÁÄÁÉÓ ÌÉÓÀÙÄÁÀÃ?

ÀÌ ÐÒÏÁËÄÌÉÓ ÂÀÃÀßÚÅÄÔÀÓ ÄÌÓÀáÖÒÄÁÀ ×ÖÒÉÄÓ ÔÒÉÂÏÍÏÌÄ-
ÔÒÉÖËÉ ÌßÊÒÉÅÉÓ ßÄÅÒÄÁÉÓ ''ÛÄÛ×ÏÈÄÁÀ'' ÐÀÒÀÌÄÔÒÉÀÍÉ ÉÓÄÈÉ
ÌÀÌÒÀÅËÉÈ−ÌÀÛ×ÏÈÄÁÄËÉ ÌÀÌÒÀÅËÉÈ−ÒÏÌËÉÓ ÆÙÅÀÒÉÀ 1.

ÈÖ ÛÄÛ×ÏÈÄÁÉÈ ÌÉÙÄÁÖËÉ ÌßÊÒÉÅÉ ÊÒÄÁÀÃÉÀ ÃÀ ÌÉÓ ãÀÌÓ
ÊÉ ÂÀÀÜÍÉÀ ÆÙÅÀÒÉ ÐÀÒÀÌÄÔÒÉÓ ÌÉÌÀÒÈ, ÌÀÛÉÍ ÈÀÅÉÃÀÍ ÀÙÄÁÖË
ÌßÊÒÉÅÓ ÄßÏÃÄÁÀ ÛÄãÀÌÄÁÀÃÉ ÉÌ ÌÄÈÏÃÉÈ, ÒÏÌÄËÉÝ ÛÄÄÓÀÁÀÌÄÁÀ
ÐÀÒÀÌÄÔÒÉÀÍ ÌÀÌÒÀÅËÓ (Éá. ÈÀÅÉ V, §5).

ÀÌ ÌÉÌÀÒÈÖËÄÁÉÈ ÝÍÏÁÉËÉÀ Á. ÒÉÌÀÍÉÓ, Ä. ÜÄÆÀÒÏÓ, Í. ÀÁÄËÉ−
Ó. ÐÖÀÓÏÍÉÓ, À. ËÄÁÄÂÉÓ ÃÀ ÓáÅÀ ÌÄÈÏÃÄÁÉ, ÒÏÌÄËÍÉÝ ÈÉÈØÌÉÓ
ÚÅÄËÂÀÍ ÀãÀÌÄÁÄÍ ÚÅÄËÀ ãÀÌÄÁÀÃÉ f ×ÖÍØÝÉÉÓ ×ÖÒÉÄÓ S[f ] ÌßÊ-
ÒÉÅÓ f-ÉÓ ÌÍÉÛÅÍÄËÏÁÄÁÉÓÊÄÍ, ÌÀÈ ÛÏÒÉÓ ÊÏËÌÏÂÏÒÏÅÉÓ ÚÅÄË-
ÂÀÍ ÂÀÍÛËÀÃ ÌßÊÒÉÅÓÀÝ ÊÉ. ÄÓ ÌÄÈÏÃÄÁÉ, ÂÀÒÃÀ ËÄÁÄÂÉÓ ÌÄÈÏ-
ÃÉÓÀ, ÒÄÂÖËÀÒÖËÉÀ. ÄÓ ÍÉÛÍÀÅÓ, ÒÏÌ ÚÏÅÄË ÊÒÄÁÀÃ ÌßÊÒÉÅÓ ÉÓ
ÀãÀÌÄÁÓ ÈÀÅÉÓÉÅÄ ÁÖÍÄÁÒÉÅÉ ãÀÌÉÓÊÄÍ.∑∞

k=0 ak ÌßÊÒÉÅÉÓ ÛÄÛ×ÏÈÄÁÀÓ ÌÉÓÉ ak ßÄÅÒÉÓ ÂÀÌÒÀÅËÄÁÉÈ
ÌÀÛ×ÏÈÄÁÄË ωk(·) ×ÖÍØÝÉÀÆÄ, ÛÄÉÞËÄÁÀ ÄßÏÃÏÓ ÀÌ ÌßÊÒÉÅÉÓÈÅÉÓ:

1) (C, 1) ÌÄÈÏÃÉÓ ÌÀÌÒÀÅËÉ, ÈÖ

ωk(n) =

{
1− k

n+1 , ÒÏÝÀ 0 ≤ k ≤ n,

0, ÒÏÝÀ k > n;

2) (A) ÌÄÈÏÃÉÓ ÌÀÌÒÀÅËÉ, ÈÖ ωk(r) = rk, ÒÏÝÀ 0 < r < 1;

3) (R2) ÌÄÈÏÃÉÓ ÌÀÌÒÀÅËÉ, ÈÖ ωk(h) =
(
sin kh
kh

)2

, ÓÀÃÀÝ ÌÉÙÄ-

ÁÖËÉÀ ÛÄÈÀÍáÌÄÁÀ ω0(h) = 1.
ÝÀËÊÄ ÖÍÃÀ ÀÙÉÍÉÛÍÏÓ ÔÒÉÂÏÍÏÌÄÔÒÉÖË ÌßÊÒÉÅÈÀ ÒÉÌÀÍÉÓ

ÈÄÏÒÉÀ (1854 ß.). ÒÉÌÀÍÉ ÉÚÏ ÐÉÒÅÄËÉ, ÅÉÍÝ ÃÀÓÅÀ ÃÀ ÂÀÃÀßÚÅÉÔÀ
ÔÒÉÂÏÍÏÌÄÔÒÉÖËÉ ÌßÊÒÉÅÉÈ ×ÖÍØÝÉÉÓ ßÀÒÌÏÃÂÄÍÉÓ ÐÒÏÁËÄÌÀ.
ÀÌ ÐÒÏÁËÄÌÉÓ ÂÀÃÀßÚÅÄÔÉÓ ÌÉÆÍÉÈ ÌÀÍ ÌÏÀáÃÉÍÀ ÔÒÉÂÏÍÏÌÄÔÒÉ-
ÖËÉ T (x) ÌßÊÒÉÅÉÓ, ÒÏÌËÉÓ ÊÏÄ×ÉÝÉÄÍÔÄÁÉ ÊÒÄÁÀÃÉÀ ÍÖËÉÓÊÄÍ,
ÏÒãÄÒ ×ÏÒÌÀËÖÒÉ ÉÍÔÄÂÒÄÁÀ ÃÀ ÀÌ ÂÆÉÈ ÌÉÉÙÏ ÖßÚÅÄÔÉ ×ÖÍØ-
ÝÉÀ, Ä.ß. ÒÉÌÀÍÉÓ ÀÓÏÝÉÒÄÁÖËÉ F ×ÖÍØÝÉÀ. ÛÄÌÏÉÙÏ ÒÀ ×ÖÍØÝÉÉÓ
ÂËÖÅÏÁÉÓ ÞÀËÆÄÃ ÌÍÉÛÅÍÄËÏÅÀÍÉ ÝÍÄÁÀ, ÒÀÝ ßÀÒÌÏÄÁÀÃÏÁÀÆÄ
ÓÖÓÔÉÀ, ÃÀÀÌÔÊÉÝÀ F ×ÖÍØÝÉÉÓ ÚÅÄËÂÀÍ ÂËÖÅÏÁÀ (ÂËÖÅÏÁÉÓ



xii ÏÌÀÒ ÞÀÂÍÉÞÄ

ßÄÒÔÉËÆÄ ×ÖÒÉÄÓ ÌßÊÒÉÅÉ ÊÒÄÁÀÃÉÀ−Éá. ÈÀÅÉ 4, §10). ÒÉÌÀÍ-
ÌÀ ÀÂÒÄÈÅÄ ÛÄÌÏÉÙÏ ÌÄÏÒÄ ÓÉÌÄÔÒÉÖËÉ ßÀÒÌÏÄÁÖËÉ (ÒÏÌÄË-
ÓÀÝ ÛÄÌÃÂÏÌÛÉ ÄßÏÃÀ ÛÅÀÒÝÉÓ ÌÄÏÒÄ ßÀÒÌÏÄÁÖËÉ), ÓÉÌÁÏËÖÒÀÃ
F (′′) ÃÀ T ÌßÊÒÉÅÓ ÖßÏÃÀ R2-ÛÄãÀÌÄÁÀÃÉ x ßÄÒÔÉËÆÄ S(x)-ÓÊÄÍ,
ÈÖ ÀÒÓÄÁÏÁÓ F (′′)(x) ÃÀ ÉÂÉ ÔÏËÉÀ S(x)-ÉÓ. ÒÉÌÀÍÉÓ ÀÌ ÈÄ-
ÏÒÉÀÌ ÀÒÓÄÁÉÈÉ ÒÏËÉ ÛÄÀÓÒÖËÀ ÔÒÉÂÏÍÏÌÄÔÒÉÖËÉ ÌßÊÒÉÅÉÈ
×ÖÍØÝÉÉÓ ßÀÒÌÏÃÂÄÍÉÓ ÄÒÈÀÃÄÒÈÏÁÉÓ ÓÀÊÉÈáÛÉ, ÒÏÌËÉÓ ÈÄ-
ÏÒÉÀ ÄÊÖÈÅÍÉÓ Â. ÊÀÍÔÏÒÓ (1872 ß.). ÀÌ ÓÀÊÉÈÄÁÆÄ ÓÀÖÁÀÒÉÀ ÌÄ-5
ÈÀÅÛÉ.

ÚÏÅÄËÉÅÄ ÆÄÌÏÈØÌÖËÉÓ ÛÄÓÀáÄÁ ÃÀ ÌÀÈÈÀÍ ÃÀÊÀÅÛÉÒÄÁÖË
ÓÀÊÉÈáÄÁÆÄÀ ÓÀÖÁÀÒÉ ßÉÍÀÌÃÄÁÀÒÄ ÓÀáÄËÌÞÙÅÀÍÄËÏÛÉ.



ÈÀÅÉ 1

ÞÉÒÉÈÀÃÉ ÝÍÄÁÀÍÉ

1 ×ÖÍØÝÉÉÓ ËÖßÏÁÀ ÃÀ ÊÄÍÔÏÁÀ

ÍÀÌÃÅÉË ÒÉÝáÅÈÀ R ÓÉÌÒÀÅËÄÆÄ ÀÍÖ, ÒÀÝ ÉÂÉÅÄÀ, ÒÉÝáÅÉÈ
(−∞,+∞) ÙÄÒÞÆÄ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖË ÍÀÌÃÅÉËÉ ÌÍÉÛÅÍÄËÏÁÄÁÉÓ ÌØÏÍÄ
y = f(x) ×ÖÍØÝÉÀÓ ÄßÏÃÄÁÀ ËÖßÉ, ÈÖ ÚÏÅÄËÉ x-ÉÓÈÅÉÓ R-ÃÀÍ
ÓÒÖËÃÄÁÀ ÔÏËÏÁÀ f(−x) = f(x). ÀÌÒÉÂÀÃ, f ×ÖÍØÝÉÉÓ ËÖßÏÁÉÓ
ÂÀÓÀÒÊÅÄÅÀÃ ÓÀàÉÒÏÀ ÛÄÅÀÃÂÉÍÏÈ ÓáÅÀÏÁÀ f(−x) − f(x) ÃÀ ÈÖ
ÄÓ ÓáÅÀÏÁÀ ÀÙÌÏÜÍÃÄÁÀ ÍÖËÉÓ ÔÏËÉ ÚÏÅÄËÉ x-ÉÓÈÅÉÓ R-ÃÀÍ,
ÌÀÛÉÍ ÀÒÉÓ f ×ÖÍØÝÉÀ ËÖßÉ.

ÒÀÃÂÀÍÀÝ (x, f(x)) ÃÀ (−x, f(x)) ßÄÒÔÉËÄÁÉ ÖÒÈÉÄÒÈÓÉÌÄÔÒÉ-
ÖËÄÁÉÀ ÏÒÃÉÍÀÔÈÀ Oy ÙÄÒÞÉÓ ÌÉÌÀÒÈ, ÀÌÉÔÏÌ ËÖßÉ ×ÖÍØÝÉÉÓ
ÂÒÀ×ÉÊÉ ÓÉÌÄÔÒÉÖËÉÀ ÏÒÃÉÍÀÔÈÀ ÙÄÒÞÉÓ ÌÉÌÀÒÈ. ÌÀÂÀËÉÈÀÃ,
y = |x| ÃÀ y = x2 ËÖßÉ ×ÖÍØÝÉÄÁÉÀ.

y = f(x) ×ÖÍØÝÉÀÓ ÄßÏÃÄÁÀ ÊÄÍÔÉ, ÈÖ ÚÏÅÄË x ∈ R ßÄÒÔÉËÆÄ
ÓÒÖËÃÄÁÀ ÔÏËÏÁÀ f(−x) = −f(x). ÌÀÛÀÓÀÃÀÌÄ, f ×ÖÍØÝÉÉÓ ÊÄÍ-
ÔÏÁÉÓ ÃÀÓÀÃÂÄÍÀÃ ÓÀàÉÒÏÀ ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ ãÀÌÉ f(−x)+f(x) ÃÀ ÈÖ
ÄÓ ãÀÌÉ ÉØÍÄÁÀ ÍÖËÉÓ ÔÏËÉ ÚÅÄËÀ x ßÄÒÔÉËÆÄ R-ÃÀÍ, ÌÀÛÉÍÀÀ
f ×ÖÍØÝÉÀ ÊÄÍÔÉ.

ÅÉÍÀÉÃÀÍ (x, f(x)) ÃÀ (−x,−f(x)) ßÀÒÌÏÀÃÂÄÍÄÍ ÊÏÏÒÃÉÍÀÔÈÀ
ÓÀÈÀÅÉÓ ÌÉÌÀÒÈ ÓÉÌÄÔÒÉÖË ßÄÒÔÉËÄÁÓ, ÀÌÉÔÏÌ ÊÄÍÔÉ ×ÖÍØÝÉÉÓ
ÂÒÀ×ÉÊÉ ÓÉÌÄÔÒÉÖËÉÀ (0, 0) ßÄÒÔÉËÉÓ ÌÉÌÀÒÈ. ÌÀÂÀËÉÈÀÃ, y = x,
y = −x, y = sinx, y = x3 ÊÄÍÔÉ ×ÖÍØÝÉÄÁÉÀ.

ÛÄÅÍÉÛÍÏÈ, ÒÏÌ ÊÄÍÔÉ φ ×ÖÍØÝÉÉÓÈÅÉÓ ÀÃÂÉËÉ ÀØÅÓ ÔÏËÏÁÀÓ
φ(0) = 0. ÌÀÒÈËÀÝ, φ(0) = φ(−0) = −φ(0) ÃÀ ÀØÄÃÀÍ 2φ(0) = 0 ÀÍÖ
φ(0) = 0.

ÈÖ y = f(x) ×ÖÍØÝÉÀ ÊÄÍÔÉÀ, ÌÀÛÉÍ ×ÖÍØÝÉÀ ψ(x) = |f(x)|

1
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ËÖßÉÀ. ÌÀÒÈËÀÝ, ψ(−x) = |f(−x)| = | − f(x)| = |f(x)| = ψ(x).
ÌÀÂÀËÉÈÀÃ, ÊÄÍÔÉ y = sinx ×ÖÍØÝÉÉÓ ÀÁÓÏËÉÔÖÒÉ ÌÍÉÛÅÍÄËÏÁÀ
y = | sinx| ËÖßÉ ×ÖÍØÝÉÀÀ: | sin(−x)| = | − sinx| = | sinx|.

ÀÒÓÄÁÏÁÄÍ ×ÖÍØÝÉÄÁÉ, ÒÏÌÄËÍÉÝ ÀÒÝ ËÖßÉÀ ÃÀ ÀÒÝ ÊÄÍÔÉ.
ÀÓÄÈÄÁÉÀ, ÌÀÂÀËÉÈÀÃ ×ÖÍØÝÉÄÁÉ y = 2x, y = lnx, y = x2 + x.

ÌÔÊÉÝÄÁÀ 1.1. ÚÏÅÄËÉ f ×ÖÍØÝÉÀ, ÒÏÌÄËÉÝ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖËÉÀ R-
ÆÄ, ßÀÒÌÏÃÂÄÍÀÃÉÀ ËÖßÉ ÃÀ ÊÄÍÔÉ ×ÖÍØÝÉÄÁÉÓ ãÀÌÀÃ. ÌÀÒÈËÀÝ,
f1(x) = 1

2 [f(x) + f(−x)] ÃÀ f2(x) = 1
2 [f(x) − f(−x)] ßÀÒÌÏÀÃÂÄÍÄÍ

ËÖß ÃÀ ÊÄÍÔ ×ÖÍØÝÉÄÁÓ ÛÄÓÀÁÀÌÉÓÀÃ. ÀÌÀÓÈÀÍ, f1(x) + f2(x) =
f(x). ÌÀÂÀËÉÈÀÃ, φ(x) = 2x ×ÖÍØÝÉÉÓÈÅÉÓ φ1(x) = 1

2 [2
x + 2−x],

φ2(x) =
1
2 [2

x − 2−x] ÃÀ 2x = φ1(x) + φ2(x).

ÌÀÂÀËÉÈÉ 1.2. ÈÖ f ×ÖÍØÝÉÀ ËÖßÉÀ ÃÀ ÃÀÃÄÁÉÈÉ, ÌÀÛÉÍ F (x) =
ln f(x) ×ÖÍØÝÉÀ ËÖßÉÀ, ÒÀÃÂÀÍ F (−x) = ln f(−x) = ln f(x) = F (x).

ÌÀÂÀËÉÈÉ 1.3. ÒÀ ÐÉÒÏÁÀÓ ÖÍÃÀ ÀÊÌÀÚÏ×ÉËÄÁÃÄÓ ÃÀÃÄÁÉÈÉ φ(x)
×ÖÍØÝÉÀ, ÒÏÌ ×ÖÍØÝÉÀ ϕ(x) = lnφ(x) ÉÚÏÓ ÊÄÍÔÉ? ÀÌÉÓ ÂÀÓÀÒÊÅÄ-
ÅÀÃ, ÒÏÂÏÒÝ ÖÊÅÄ ÅÈØÅÉÈ, ÀÖÝÉËÄÁÄËÉ ÃÀ ÓÀÊÌÀÒÉÓÉÀ ϕ(x) +
ϕ(−x) = 0 ÔÏËÏÁÉÓ ÛÄÓÒÖËÄÁÀ ÀÍÖ ÃÀÌÏÊÉÃÄÁÖËÄÁÀÍÉ 0 =
lnφ(x)+ lnφ(−x) = ln[φ(x) ·φ(−x)], ÓÀÉÃÀÍÀÝ ÅÙÄÁÖËÏÁÈ ÀÖÝÉËÄ-
ÁÄË ÃÀ ÓÀÊÌÀÒÉÓ ÐÉÒÏÁÀÓ

φ(x) · φ(−x) = 1, −∞ < x < +∞. (1)

ÐÉÒÏÁÀ (1)-Ó ÀÊÌÀÚÏ×ÉËÄÁÓ, ÌÀÂÀËÉÈÀÃ, ×ÖÍØÝÉÀ φ(x) = x +√
1 + x2, ÒÏÌÄËÉÝ ÃÀÃÄÁÉÈÉÀ R-ÆÄ, ÅÉÍÀÉÃÀÍ φ(x) > x +

√
x2 =

x + |x| ≥ 0 ÃÀ φ(x) · φ(−x) = (
√
1 + x2 + x) × (

√
1 + (−x)2 − x) =

(
√
1 + x2 + x)(

√
1 + x2 − x) = (

√
1 + x2)2 − x2 = 1 + x2 − x2 = 1.

ÌÔÊÉÝÄÁÀ 1.4. ÏÒÉ ×ÖÍØÝÉÉÓ ÍÀÌÒÀÅËÉ ËÖßÉÀ, ÈÖ ÏÒÉÅÄ ×ÖÍØÝÉÀ
ËÖßÉÀ ÀÍ ÏÒÉÅÄ ÊÄÍÔÉÀ. ÌÀÒÈËÀÝ, f(x) = φ(x) ·ψ(x) ÍÀÌÒÀÅËÉÓÈ-
ÅÉÓ ÂÅÀØÅÓ f(−x) = φ(−x)ψ(−x) = φ(x)ψ(x) = f(x), ÒÏÝÀ φ ÃÀ ψ
ËÖßÉÀ ÃÀ f(−x) = φ(−x)ψ(−x) = [−φ(x)] · [−ψ(x)] = φ(x) · ψ(x) =
f(x), ÒÏÝÀ φ ÃÀ ψ ÊÄÍÔÉÀ.

ÌÔÊÉÝÄÁÀ 1.5. ËÖßÉ ÃÀ ÊÄÍÔÉ ×ÖÍØÝÉÄÁÉÓ ÍÀÌÒÀÅËÉ ÊÄÍÔÉÀ. ÌÀÒÈ-
ËÀÝ, ËÖßÉ φ-ÉÓÈÅÉÓ ÃÀ ÊÄÍÔÉ ψ-ÉÓÈÅÉÓ ÂÅÀØÅÓ:

f(−x) = φ(−x)ψ(−x) = φ(x)[−ψ(x)] = −φ(x)ψ(x) = −f(x).
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ÌÔÊÉÝÄÁÀ 1.6. [−l, l] ÓÄÂÌÄÍÔÆÄ ãÀÌÄÁÀÃÉ ÃÀ ËÖßÉ φ ×ÖÍØÝÉÉÓÈÅÉÓ
ÀÃÂÉËÉ ÀØÅÓ ÔÏËÏÁÀÓ

l∫
−l

φ(x)dx = 2

l∫
0

φ(x)dx. (2)

ÌÀÒÈËÀÝ,

l∫
−l

φ(x)dx =

0∫
−l

φ(x)dx+

l∫
0

φ(x)dx.

x ÝÅËÀÃÉÓ (−t) ÝÅËÀÃÉÈ ÛÄÝÅËÉÈ ÂÅÄØÍÄÁÀ

0∫
−l

φ(x)dx =

0∫
l

φ(−t)(−dt) = −
0∫
l

φ(−t)dt = −
0∫
l

φ(t)dt =

l∫
0

φ(t)dt.

ÀÌÉÔÏÌ

l∫
−l

φ(x)dx =

l∫
0

φ(x)dx+

l∫
0

φ(x)dx = 2

l∫
0

φ(x)dx.

ÌÔÊÉÝÄÁÀ 1.7. [−l, l] ÓÄÂÌÄÍÔÆÄ ãÀÌÄÁÀÃÉ ÃÀ ÊÄÍÔÉ ψ ×ÖÍØÝÉÉÓÈÅÉÓ
ÌÀÒÈÄÁÖËÉÀ ÔÏËÏÁÀ

l∫
−l

ψ(x)dx = 0. (3)

ÌÀÒÈËÀÝ, x ÝÅËÀÃÉÓ ÉÌÀÅÄ ÂÀÒÃÀØÌÍÉÈ

0∫
−l

ψ(x)dx =

0∫
l

ψ(−t)(−dt) = −
0∫
l

[−ψ(t)]dt =
0∫
l

ψ(t)dt = −
l∫

0

ψ(t)dt.

ÀÌÉÔÏÌ
l∫

−l

ψ(x)dx = −
l∫

0

ψ(x)dx+

l∫
0

ψ(x)dx = 0.
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ÌÔÊÉÝÄÁÀ 1.8. ÈÖ [−l, l] ÓÄÂÌÄÍÔÆÄ ÊÅÀÃÒÀÔÉÈ ãÀÌÄÁÀÃÉ φ ÃÀ ψ

×ÖÍØÝÉÄÁÉ ÏÒÉÅÄ ËÖßÉÀ ÀÍ ÏÒÉÅÄ ÊÄÍÔÉÀ, ÌÀÛÉÍ
∫ l
−l φ(x)ψ(x)dx

ÓÀÓÒÖËÉÀ ÃÀ 1.4 ÃÀ 1.6 ÌÔÊÉÝÄÁÄÁÉÃÀÍ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄÏÁÓ ÔÏËÏÁÀ1:

l∫
−l

φ(x)ψ(x)dx = 2

l∫
0

φ(x)ψ(x)dx. (4)

ÌÔÊÉÝÄÁÀ 1.9. ÈÖ [−l, l] ÓÄÂÌÄÍÔÆÄ ÊÅÀÃÒÀÔÉÈ ãÀÌÄÁÀÃÉ φ ÃÀ ψ
×ÖÍØÝÉÄÁÉÃÀÍ ÄÒÈ-ÄÒÈÉ ËÖßÉÀ, áÏËÏ ÃÀÒÜÄÍÉËÉ ÊÉ ÊÄÍÔÉ, ÌÀÛÉÍ
1.5 ÃÀ 1.7 ÌÔÊÉÝÄÁÄÁÉÃÀÍ ÌÉÉÙÄÁÀ ÔÏËÏÁÀ

l∫
−l

φ(x)ψ(x)dx = 0. (5)

2 ×ÖÍØÝÉÓ ÐÄÒÉÏÃÖËÏÁÀ

ÒÉÝáÅÉÈ (−∞,+∞) ÙÄÒÞÆÄ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖË ÍÀÌÃÅÉË y = f(x)
×ÖÍØÝÉÀÓ ÄßÏÃÄÁÀ ÐÄÒÉÏÃÖËÉ, ÈÖ ÀÒÓÄÁÏÁÓ ÍÖËÉÓÂÀÍ ÂÀÍÓá-
ÅÀÅÄÁÖËÉ ÉÓÄÈÉ T ÒÉÝáÅÉ, ÒÏÌ ÚÏÅÄËÉ x-ÉÓÈÅÉÓ ÓÒÖËÃÄÁÀ
ÔÏËÏÁÀ

f(x+ T ) = f(x), −∞ < x < +∞. (1)

ÀÓÄÈ ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉ, T ÒÉÝáÅÓ ÄßÏÃÄÁÀ f ×ÖÍØÝÉÉÓ ÐÄÒÉÏÃÉ.
ÛÄÅÍÉÛÍÏÈ, ÒÏÌ T ÒÉÝáÅÈÀÍ ÄÒÈÀÃ (−T ) ÒÉÝáÅÉÝ f ×ÖÍØÝÉÉÓ

ÐÄÒÉÏÃÉÀ ÀÍÖ f(x − T ) = f(x). ÌÀÒÈËÀÝ, f(x) = f(x − T + T ) =
f [(x − T ) + T ] = f(x − T ). ÀÌÉÔÏÌ T ÃÀ −T ÒÉÝáÅÄÁÈÀÍ ÄÒÈÀÃ
f ×ÖÍØÝÉÉÓ ÐÄÒÉÏÃÄÁÉÀ ÖÓÀÓÒÖËÏ ÓÉÌÒÀÅËÄ ÒÉÝáÅÄÁÉÓÀ ±nT ,
ÓÀÃÀÝ n = 1, 2, . . . ÀÌ ÒÉÝáÅÄÁÉÃÀÍ ÖÌÝÉÒÄÓ ÃÀÃÄÁÉÈÓ ÉÙÄÁÄÍ f
×ÖÍØÝÉÉÓ ÐÄÒÉÏÃÀÃ. Ö×ÒÏ ÆÖÓÔÀÃ, (1) ÔÏËÏÁÉÓ ÛÄÌÓÒÖËÄÁÄËÉ
ÚÅÄËÀ ÃÀÃÄÁÉÈÉ T ÒÉÝáÅÄÁÉÃÀÍ ÖÌÝÉÒÄÓÓ, ÈÖÊÉ ÀÓÄÈÉ ÀÒÓÄÁÏÁÓ,
ÄßÏÃÄÁÀ f ×ÖÍØÝÉÓ ÞÉÒÉÈÀÃÉ ÐÄÒÉÏÃÉ ÀÍÖ, ÌÏÊËÄÃ, ÐÄÒÉÏÃÉ.

ÌÀÛÀÓÀÃÀÌÄ, f ×ÖÍØÝÉÉÓ ÐÄÒÉÏÃÖËÏÁÉÓ ÂÀÓÀÒÊÅÄÅÀÃ ÓÀàÉÒÏÀ
ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ ÓáÅÀÏÁÀ f(x+T )−f(x) ÃÀ ÈÖ ÄÓ ÓáÅÀÏÁÀ ÀÙÌÏÜÍÃÄÁÀ

1φ ÃÀ ψ ×ÖÍØÝÉÄÁÉÓ ÊÅÀÃÒÀÔÉÈ ãÀÌÄÁÀÃÏÁÀ [−l, l] ÓÄÂÌÄÍÔÆÄ ÍÉÛÍÀÅÓ∫ l
−l |φ(x)|

2dx ÃÀ
∫ l
−l |ψ(x)|

2dx ÉÍÔÄÂÒÀËÄÁÉÓ ÓÀÓÒÖËÏÁÀÓ, ÓÀÉÃÀÍÀÝ |a||b| ≤
1
2
(|a|2 + |b|2) ÖÔÏËÏÁÉÓ ÂÀÌÏÚÄÍÄÁÉÈ ÌÉÉÙÄÁÀ

∫ l
−l |φ(x)| · |ψ(x)|dx ÉÍÔÄÂÒÀËÉÓ

ÃÀ, ÌÀÛÀÓÀÃÀÌÄ,
∫ l
−l φ(x)ψ(x)dx ÉÍÔÄÂÒÀËÉÓ ÓÀÓÒÖËÏÁÀ.
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ÍÖËÉÓ ÔÏËÉ ÚÅÄËÀ x-ÉÓÈÅÉÓ ÃÀ ÄÒÈÉ ÀÍ ÒÀÌÃÄÍÉÌÄ T ÒÉÝáÅÉ-
ÓÈÅÉÓ, ÌÀÛÉÍ ÀÓÄÈ T ÒÉÝáÅÈÀ ÛÏÒÉÓ ÃÀÃÄÁÉÈÉ ÖÌÝÉÒÄÓÉ ÀÉÙÄÁÀ
f ×ÖÍØÝÉÉÓ ÐÄÒÉÏÃÀÃ. ÀÌ ÈÅÀËÓÀÆÒÉÓÉÈ ×ÖÍØÝÉÀÓ f(x) = 3 ÀÒ
ÀØÅÓ ÐÄÒÉÏÃÉ, ÈÖÌÝÀ (1) ÔÏËÏÁÀ ÌÉÓÈÅÉÓ ÛÄÓÒÖËÄÁÖËÉÀ ÚÅÄ-
ËÀ T ÒÉÝáÅÉÓÈÅÉÓ (−∞,+∞)-ÃÀÍ, ÒÏÌÄËÈÀ ÛÏÒÉÓ ÀÒ ÀÒÓÄÁÏÁÓ
ÖÌÝÉÒÄÓÉ ÃÀÃÄÁÉÈÉ.

ÈÖ ×ÖÍØÝÉÀ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖËÉ ÀÒ ÀÒÉÓ ÌÈÄËÓ (−∞,+∞)-ÆÄ,
ÌÀÛÉÍ ÀÓÄÈÉ ×ÖÍØÝÉÀ ÀÒ ÛÄÉÞËÄÁÀ ÉÚÏÓ ÐÄÒÉÏÃÖËÉ. ÌÀÂÀËÉÈÀÃ,
f(x) = sin

√
x ÀÒ ÀÒÉÓ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖËÉ x < 0 ÌÍÉÛÅÍÄËÏÁÄÁÉÓÈÅÉÓ.

×ÖÍØÝÉÀ f(x) = x2 ÊÉ ÀÒÉÓ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖËÉ ÌÈÄËÓ ÒÉÝáÅÉÈ
ÙÄÒÞÆÄ, ÌÀÂÒÀÌ ÀÒ ÀÒÉÓ ÐÄÒÉÏÃÖËÉ. ÌÀÒÈËÀÝ, ÈÖ ÒÀÉÌÄ T > 0
ÒÉÝáÅÉ ÉØÍÄÁÏÃÀ ÌÉÓÉ ÐÄÒÉÏÃÉ, ÌÀÛÉÍ ÚÅÄËÀ x-ÉÓÈÅÉÓ ÖÍÃÀ ÛÄ-
ÓÒÖËÄÁÖËÉÚÏ ÔÏËÏÁÀ x2 = (x + T )2 = x2 + 2xT + T 2, ÓÀÉÃÀÍÀÝ
ÅÙÄÁÖËÏÁÈ T 2 + 2xT = 0 ÀÍÖ T (T + 2x) = 0. ÀØÄÃÀÍ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀ-
ÒÄÏÁÓ, ÒÀÃÂÀÍ T ÀÒÀÀ ÍÖËÉÓ ÔÏËÉ, ÒÏÌ T = −2x. ÄÓ ÊÉ ÛÄ-
ÖÞËÄÁÄËÉÀ, ÅÉÍÀÉÃÀÍ ÐÄÒÉÏÃÉ ÀÒ ÛÄÉÞËÄÁÀ ÃÀÌÏÊÉÃÄÁÖËÉ ÉÚÏÓ
x-ÆÄ!

ÛÄÍÉÛÅÍÀ 2.1. (−∞,+∞)-ÆÄ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖË f(x) = x2 ×ÖÍØÝÉÀÓÈÀÍ
ÃÀÊÀÅÛÉÒÄÁÉÈ ÖÍÃÀ ÉÈØÅÀÓ ÛÄÌÃÄÂÉ, ÒÀÝ ÌÒÀÅÀËÉ ×ÖÍØÝÉÉÓ ÌÉ-
ÌÀÒÈ ÂÀÌÏÂÅÀÃÂÄÁÀ ÌÏÌÀÅÀËÛÉ. ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ f(x) = x2 ×ÖÍØÝÉÉÓ
ÛÄÆÙÖÃÅÀ [−π, π] ÓÄÂÌÄÍÔÆÄ ÀÍÖ ×ÖÍØÝÉÀ f(x) = x2 ÌÏÝÄÌÖËÀÃ
ÌÉÅÉÙÏÈ ÌáÏËÏÃ [−π, π]-ÆÄ ÃÀ (−∞,+∞)-ÆÄ ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ ÀáÀ-
ËÉ f∗ ×ÖÍØÝÉÀ, ÒÏÌÄËÉÝ x ∈ [−π, π] ßÄÒÔÉËÄÁÆÄ ÔÏËÉÀ x2-ÉÓ,
áÏËÏ ÀÌ ÓÄÂÌÄÍÔÉÓ ÂÀÒÄÈ ÌÃÄÁÀÒÄ x+2πk (k = ±1,±2, . . . ) ßÄÒ-
ÔÉËÄÁÆÄÝ ÉÚÏÓ x2. ÀÓÄ ÌÉÙÄÁÖË f∗ ×ÖÍØÝÉÀÓ ÄßÏÃÄÁÀ f ×ÖÍØ-
ÝÉÉÓ 2π ÐÄÒÉÏÃÖËÉ ÂÀÂÒÞÄËÄÁÀ [−π, π]-ÃÀÍ ÒÉÝáÅÉÈ (−∞,+∞)
ÙÄÒÞÆÄ ÃÀ f∗ ÀÊÌÀÚÏ×ÉËÄÁÓ ÐÉÒÏÁÀÓ

f∗(x+ 2π) = f∗(x), −∞ < x < +∞. (2)

f∗ ×ÖÍØÝÉÉÓ ÂÒÀ×ÉÊÉÀ ÍÀá. 1.

ÌÀÂÀËÉÈÉ 2.2. f(x) = sinx ×ÖÍØÝÉÉÓ ÖÌÝÉÒÄÓÉ ÃÀÃÄÁÉÈÉ ÐÄÒÉÏÃÉ
ÀÍÖ, ÒÀÝ ÉÂÉÅÄÀ, ÐÄÒÉÏÃÉ ÀÒÉÓ 2π. ÌÀÒÈËÀÝ, f(x + T ) − f(x) =
sin(x+ T )− sinx = 2 cos(x+ 1

2T ) sin
1
2T . ÀÌÉÔÏÌ ÔÏËÏÁÀ f(x+ T )−

f(x) = 0 ÚÅÄËÀ x-ÉÓÈÅÉÓ ÛÄÓÒÖËÃÄÁÀ ÌáÏËÏÃ ÌÀÛÉÍ, ÒÏÝÀ
sin 1

2T = 0 ÀÍÖ, ÒÏÝÀ 1
2T = kπ. ÀØÄÃÀÍ T = 2kπ, ÓÀÃÀÝ k =

0,±1,±2, . . . 2πk ÒÉÝáÅÄÁÓ ÛÏÒÉÓ ÖÌÝÉÒÄÓÉ ÃÀÃÄÁÉÈÉ ÒÉÝáÅÉÀ
2π, Ä.É. y = sinx ×ÖÍØÝÉÉÓ ÐÄÒÉÏÃÉÀ 2π.

ÀÓÄÅÄ ÌÔÊÉÝÃÄÁÀ y = cosx ×ÖÍØÝÉÉÓ 2π ÐÄÒÉÏÃÖËÏÁÀ.
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ÍÀá. 1

ÀØÄÃÀÍ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄ, y = sin kx ÃÀ y = cos kx ×ÖÍØÝÉÄÁÉÓ ÐÄ-
ÒÉÏÃÉÀ 2π

|k| , ÓÀÃÀÝ k = ±1,±2, . . . .

ÌÀÂÀËÉÈÉ 2.3. cos2 x = 1
2 (1 + cos 2x) ×ÖÍØÝÉÉÓ ÐÄÒÉÏÃÉÀ 2π

2 = π,

ÒÀÝ | sinx| =
√

1−cos 2x
2 ×ÖÍØÝÉÉÓ ÐÄÒÉÏÃÉÝÀÀ.

ÝáÀÃÉÀ, ÈÖ f1(x) ÃÀ f2(x) ×ÖÍØÝÉÄÁÓ ÀØÅÈ ÄÒÈÉÃÀÉÂÉÅÄ T
ÐÄÒÉÏÃÉ, ÌÀÛÉÍ ÉÂÉÅÄ T ÐÄÒÉÏÃÉ ÀØÅÈ ÀÌ ×ÖÍØÝÉÄÁÉÓ ãÀÌÓ, ÓáÅÀ-
ÏÁÀÓ ÃÀ ÍÀÌÒÀÅËÓ. ÊÄÒÞÏÃ, ÈÖ f ×ÖÍØÝÉÀ 2π ÐÄÒÉÏÃÖËÉÀ, ÌÀÛÉÍ
2π ÐÄÒÉÏÃÖËÉÀ fn ×ÖÍØÝÉÀÝ, n = 2, 3, . . . .

ÈÖ ÐÄÒÉÏÃÖË φ1 ÃÀ φ2 ×ÖÍØÝÉÄÁÓ ÀØÅÈ ÂÀÍÓáÅÀÅÄÁÖËÉ T1
ÃÀ T2 ÐÄÒÉÏÃÄÁÉ ÃÀ ÈÖ ÄÓ ÐÄÒÉÏÃÄÁÉ ÀÊÌÀÚÏ×ÉËÄÁÄÍ ÔÏËÏÁÀÓ
mT1 = nT2 ÒÏÌÄËÉÌÄ ÍÀÔÖÒÀËÖÒÉ m ÃÀ n ÒÉÝáÅÄÁÉÓÈÅÉÓ, ÌÀÛÉÍ
φ1 ÃÀ φ2 ×ÖÍØÝÉÄÁÉÓ ÓÀÄÒÈÏ ÐÄÒÉÏÃÉÀ ÒÉÝáÅÉ T = mT1 = nT2.
ÌÀÒÈËÀÝ, φ1(x+ T ) = φ1(x+mT1) = φ1(x) ÃÀ φ2(x+ T ) = φ2(x+
nT2) = φ2(x).

ÌÔÊÉÝÄÁÀ 2.4. ÚÅÄËÂÀÍ ßÀÒÌÏÄÁÀÃÉ ÃÀ T ÐÄÒÉÏÃÖËÉ f ×ÖÍØÝÉ-
ÉÓ f ′ ßÀÒÌÏÄÁÖËÉ T ÐÄÒÉÏÃÖËÉÀ. ÌÀÒÈËÀÝ, ÔÏËÏÁÉÃÀÍ f ′(x) =
lim
h→0

1
h [f(x+h)−f(x)] ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄÏÁÓ ÔÏËÏÁÀ f

′(x+T )= lim
h→0

1
h [f(x+

T + h)− f(x+ T )]= lim
h→0

1
h [f(x+ h)− f(x)]=f ′(x).

ÌÔÊÉÝÄÁÀ 2.5. ÚÅÄËÂÀÍ ßÀÒÌÏÄÁÀÃÉ ËÖßÉ ×ÖÍØÝÉÉÓ ßÀÒÌÏÄÁÖËÉ
ÊÄÍÔÉ ×ÖÍØÝÉÀÀ ÃÀ ÚÅÄËÂÀÍ ßÀÒÌÏÄÁÀÃÉ ÊÄÍÔÉ ×ÖÍØÝÉÉÓ ßÀÒÌÏ-
ÄÁÖËÉ ÊÉ ËÖßÉ.

ÌÀÒÈËÀÝ, ËÖßÉ φ ×ÖÍØÝÉÉÓÈÅÉÓ φ′(x) = lim
h→0

1
h [φ(x + h) −

φ(x)] = lim
h→0

1
h [φ(−x − h) − φ(−x)] = − lim

h→0

1
−h [φ(−x − h) − φ(−x)] =

−φ′(−x). ÀÌÒÉÂÀÃ, φ′(x) + φ′(−x) = 0, ÒÀÝ ÍÉÛÍÀÅÓ φ′ ×ÖÍØÝÉÉÓ
ÊÄÍÔÏÁÀÓ.
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ÀÓÄÅÄ ÃÀÌÔÊÉÝÃÄÁÀ ÌÄÏÒÄ ×ÀØÔÉÝ.

ÌÔÊÉÝÄÁÀ 2.6. 2π ÐÄÒÉÏÃÖËÉ ÃÀ [0, 2π] ÓÄÂÌÄÍÔÆÄ ãÀÌÄÁÀÃÉ f
×ÖÍØÝÉÉÓ ÛÄÓÀÁÀÌÉÓÉ ÀÁÓÏËÖÔÖÒÀÃ ÖßÚÅÄÔÉ

F (x) =

x∫
0

f(t)dt (3)

×ÖÍØÝÉÉÓ 2π ÐÄÒÉÏÃÖËÏÁÉÓÈÅÉÓ ÀÖÝÉËÄÁÄËÉ ÃÀ ÓÀÊÌÀÒÉÓÉÀ
ÔÏËÏÁÀ

F (2π) = 0 ÀÍÖ

2π∫
0

f(x)dx = 0. (4)

ÀÖÝÉËÄÁËÏÁÀ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄÏÁÓ ÉØÉÃÀÍ, ÒÏÌ F ×ÖÍØÝÉÉÓ 2π
ÐÄÒÉÏÃÖËÏÁÉÓ ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉ ÖÍÃÀ ÛÄÓÒÖËÃÄÓ ÔÏËÏÁÀ F (2π) =
F (0). ÌÀÂÒÀÌ ÔÏËÏÁÀ (3)-ÃÀÍ ÀÛÊÀÒÀÀ, ÒÏÌ F (0) = 0. ÀÌÉÔÏÌ ÖÍÃÀ
ÛÄÓÒÖËÃÄÓ F (2π) = 0 ÔÏËÏÁÀ, ÒÀÝ ÄÊÅÉÅÀËÄÍÔÖÒÉÀ ÔÏËÏÁÉÓ∫ 2π

0
f(x)dx = 0.
ÓÀÊÌÀÒÉÓÏÁÉÓ ÃÀÓÀÃÂÄÍÀÃ ÅÉÓÀÒÂÄÁËÏÈ ÃÀÌÏÊÉÃÄÁÖËÄÁÄÁÉÈ

F (x + 2π) − F (x) =
∫ x+2π

0
f(t)dt −

∫ x
0
f(t)dt =

∫ x+2π

x
f(t)dt. ÌÀÂÒÀÌ

f ×ÖÍØÝÉÉÓ 2π ÐÄÒÉÏÃÖËÏÁÉÓ ÂÀÌÏ
∫ x+2π

x
f(t)dt =

∫ 2π

0
f(t)dt =

F (2π). ÌÉÅÉÙÄÈ F (x + 2π) − F (x) = F (2π). ÈÖÊÉ ÀÃÂÉËÉ ÄØÍÄÁÀ
ÔÏËÏÁÀÓ F (2π) = 0, ÌÀÛÉÍ ÛÄÓÒÖËÃÄÁÀ ÔÏËÏÁÀ F (x + 2π) −
F (x) = 0, ÒÀÝ ÍÉÛÍÀÅÓ F ×ÖÍØÝÉÉÓ ÀÍÖ

∫ x
0
f(t)dt ÉÍÔÄÂÒÀËÉÓ 2π

ÐÄÒÉÏÃÖËÏÁÀÓ.

3 ÔÒÉÂÏÍÏÌÄÔÒÉÖËÉ ÓÉÓÔÄÌÉÓ ÏÒÈÏÂÏÍÖËÏÁÀ

×ÖÍØÝÉÀÈÀ ÓÉÓÔÄÌÀÓ

1, cosx, sinx, cos 2x, sin 2x, . . . (1)

ÄßÏÃÄÁÀ ÍÀÌÃÅÉËÉ ×ÏÒÌÉÓ ÔÒÉÂÏÍÏÌÄÔÒÉÖËÉ ÓÉÓÔÄÌÀ, áÏËÏ
×ÖÍØÝÉÀÈÀ ÏÒÌáÒÉÅ ÖÓÀÓÒÖËÏ ÓÉÓÔÄÌÀÓ

. . . , e−inx, e−i(n−1)x, . . . , e−ix, 1, eix, . . . , ei(n−1)x, einx, . . . (2)

ÊÉ ÄßÏÃÄÁÀ ÊÏÌÐËÄØÓÖÒÉ ×ÏÒÌÉÓ ÔÒÉÂÏÍÏÌÄÔÒÉÖËÉ ÓÉÓÔÄÌÀ.2

2ÆÏÂãÄÒ (2) ÓÉÓÔÄÌÀÓ ÄßÏÃÄÁÀ ÄØÓÐÏÍÄÍÔÖÒÉ ×ÏÒÌÉÓ ÔÒÉÂÏÍÏÌÄÔÒÉÖËÉ ÓÉ-
ÓÔÄÌÀ.
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(1) ÃÀ (2) ÓÉÓÔÄÌÄÁÉÓ ÚÏÅÄËÉ ßÄÅÒÉ-×ÖÍØÝÉÀ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖËÉÀ
ÍÀÌÃÅÉË (−∞,+∞) ÙÄÒÞÆÄ ÃÀ ÌÀÈÉ ÓÀÄÒÈÏ ÐÄÒÉÏÃÉÀ 2π (ÈÖÌÝÀ
cosnx, sinnx ÃÀ einx ×ÖÍØÝÉÄÁÉÓ ÐÄÒÉÏÃÉ 2π

n < 2π, ÒÏÝÀ n > 1)
ÀÍÖ, ÒÀÝ ÉÂÉÅÄÀ, ÀÌ ÓÉÓÔÄÌÄÁÉÓ ÚÏÅÄËÉ ×ÖÍØÝÉÀ x + 2πk (k =
±1,±2, . . . ) ßÄÒÔÉËÄÁÛÉ ÙÄÁÖËÏÁÓ ÉÌÀÅÄ ÌÍÉÛÅÍÄËÏÁÀÓ, ÒÀÓÀÝ x
ßÄÒÔÉËÛÉ.

1. ÀáËÀ ÃÀÅÀÃÂÉÍÏÈ ÓÀÌÏÌÀÅËÏÃ ÓÀàÉÒÏ ÆÏÂÉÄÒÈÉ ÔÏËÏÁÀ.
ÚÏÅÄËÉ ÌÈÄËÉ n ̸= 0 ÒÉÝáÅÉÓÈÅÉÓ ÂÅÀØÅÓ ÔÏËÏÁÄÁÉ:

π∫
−π

cosnxdx =
sinnx

n
|π−π = 0,

π∫
−π

sinnxdx =
cosnx

n
|π−π = 0; (3)

π∫
−π

cos2 nxdx =

π∫
−π

1 + cos 2nx

2
dx =

1

2

π∫
−π

dx =

=
1

2
x|π−π =

1

2
[π − (−π)] = π, (4)

π∫
−π

sin2 nxdx =

π∫
−π

1− cos 2nx
2

dx = π. (5)

ÀáËÀ ÊÉ ÂÀÌÏÅÉÚÄÍÏÈ ×ÏÒÌÖËÄÁÉ:

cosα cosβ =
1

2
[cos(α+ β) + cos(α− β)],

sinα sinβ =
1

2
[cos(α− β)− cos(α− β)]

ÃÀ ÅÉÓÀÒÂÄÁËÏÈ (3) ÔÏËÏÁÄÁÉÃÀÍ ÐÉÒÅÄËÉÈ. ÌÀÛÉÍ ÚÏÅÄËÉ ÌÈÄ-
ËÉ m ÃÀ n ÒÉÝáÅÄÁÉÓÈÅÉÓ, ÒÏÝÀ m ̸= n ÌÉÅÉÙÄÁÈ ÔÏËÏÁÄÁÓ:∫ π
−π cosnx cosmxdx=

1
2

∫ π
−π[cos(n+m)x+ cos(n−m)x]dx=0,∫ π

−π sinnx sinmxdx=
1
2

∫ π
−π[cos(n−m)x− cos(n+m)x]dx=0.

 (6)

ÃÀ ÁÏËÏÓ, ÈÖ ÅÉÓÀÒÂÄÁËÄÁÈ (3) ÔÏËÏÁÄÁÉÃÀÍ ÌÄÏÒÄÈÉ ÃÀ ×Ï-
ÒÌÖËÉÈ

sinα cosβ =
1

2
[sin(α+ β) + sin(α− β)],

ÌÀÛÉÍ ÚÏÅÄËÉ ÌÈÄËÉ n ÃÀ m ÒÉÝáÅÄÁÉÓÈÅÉÓ ÌÉÅÉÙÄÁÈ

π∫
−π

sinnx cosmxdx =
1

2

π∫
−π

[sin(n+m)x+ sin(n−m)x]dx = 0. (7)
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(3), (6) ÃÀ (7) ÔÏËÏÁÄÁÉÃÀÍ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄÏÁÓ, ÒÏÌ (1) ÓÉÓÔÄ-
ÌÉÓ ÏÒÉ ÖÒÈÉÄÒÈÂÀÍÓáÅÀÅÄÁÖËÉ ×ÖÍØÝÉÉÓ ÍÀÌÒÀÅËÉÃÀÍ ÉÍÔÄÂ-
ÒÀËÉ [−π, π] ÓÄÂÌÄÍÔÆÄ ÍÖËÉÓ ÔÏËÉÀ. ÀÌ ÈÅÉÓÄÁÀÓ ÂÀÌÏÈØÅÀÌÄÍ
ÀÓÄ:

ÌÔÊÉÝÄÁÀ 3.1. ×ÖÍØÝÉÀÈÀ (1) ÓÉÓÔÄÌÀ ÏÒÈÏÂÏÍÖËÉÀ [−π, π] ÓÄÂ-
ÌÄÍÔÆÄ3.

2. ÛÄÌÃÂÏÌÛÉ áÛÉÒÀÃ ÅÉÓÀÒÂÄÁËÄÁÈ ÛÄÌÃÄÂÉ ×ÀØÔÉÈ.

ÌÔÊÉÝÄÁÀ 3.2. ÈÖ 2π ÐÄÒÉÏÃÖËÉ φ ×ÖÍØÝÉÀ ãÀÌÄÁÀÃÉÀ 2π ÓÉÂÒÞÉÓ
ÒÀÉÌÄ ÓÄÂÌÄÍÔÆÄ, ÀÓÄÈ ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉ ÀÌÁÏÁÄÍ, ÒÏÌ φ ×ÖÍØÝÉÀ ãÀ-
ÌÄÁÀÃÉÀ ÐÄÒÉÏÃÆÄ, ÌÀÛÉÍ ÚÏÅÄËÉ ÍÀÌÃÅÉËÉ a ÒÉÝáÅÉÓÈÅÉÓ ÂÅÀØÅÓ

2π∫
0

φ(x)dx =

2π+a∫
a

φ(x)dx (8)

ÀÍÖ ϕ(a) =
∫ 2π+a

a
φ(x)dx ×ÖÍØÝÉÀÓ ÚÏÅÄË a ∈ (−∞,+∞) ßÄÒÔÉË-

ÆÄ ÀØÅÓ ÄÒÈÉÃÀÉÂÉÅÄ ÌÍÉÛÅÍÄËÏÁÀ ϕ(0) =
∫ 2π

0
φ(x)dx.

ÌÀÒÈËÀÝ, ÂÅÀØÅÓ ÔÏËÏÁÀ
∫ 2π+a

a
φ(x)dx =

∫ 2π

a
φ(x)dx +∫ 2π+a

2π
φ(x)dx. ÌÀÂÒÀÌ, φ ×ÖÍØÝÉÓ 2π ÐÄÒÉÏÃÖËÏÁÉÓ ÂÀÌÏ ÂÅÀ-

ØÅÓ
∫ 2π+a

2π
φ(x)dx =

∫ a
0
φ(x)dx. ÀÌÉÔÏÌ

∫ 2π

a
φ(x)dx+

∫ 2π+a

2π
φ(x)dx =∫ 2π

a
φ(x)dx+

∫ a
0
φ(x)dx =

∫ 2π

a
φ(x)dx. ÌÉÅÉÙÄÈ (8) ÔÏËÏÁÀ.

3. ÌÔÊÉÝÄÁÀ 3.1-ÉÈ ÂÀÌÏÈØÌÖËÉÀ ÍÀÌÃÅÉËÉ ×ÏÒÌÉÓ ÔÒÉÂÏÍÏ-
ÌÄÔÒÉÖËÉ (1) ÓÉÓÔÄÌÉÓ ÏÒÈÏÂÏÍÖËÏÁÉÓ ÈÅÉÓÄÁÀ [−π, π] ÌÏÍÀÊ-
ÅÄÈÆÄ.

ÀáËÀ ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ ÀÍÀËÏÂÉÖÒÉ ÈÅÉÓÄÁÀ ÊÏÌÐËÄØÓÖÒÉ ×ÏÒÌÉÓ
ÔÒÉÂÏÍÏÌÄÔÒÉÖËÉ (2) ÓÉÓÔÄÌÉÓÈÅÉÓ. ÀÌ ÌÉÆÍÉÈ, ÀÅÉÙÏÈ ÍÄÁÉÓ-
ÌÉÄÒÉ ÏÒÉ eimx ÃÀ einx ×ÖÍØÝÉÀ (2) ÓÉÓÔÄÌÉÃÀÍ, ÓÀÃÀÝ m ÃÀ n
ÖÒÈÉÄÒÈÂÀÍÓáÅÀÅÄÁÖËÉ ÏÒÉ ÌÈÄËÉ ÒÉÝáÅÉÀ. ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ ÉÍÔÄ-
ÂÒÀËÉ [−π, π] ÓÄÂÌÄÍÔÆÄ ÀÌ ×ÖÍØÝÉÄÁÉÓ ÍÀÌÒÀÅËÉÃÀÍ

π∫
−π

eimxeinxdx =

π∫
−π

ei(m+n)xdx. (9)

ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ ÏÒÉ ÛÄÌÈáÅÄÅÀ.

3ÌÀÂÒÀÌ ÏÒÈÏÂÏÍÖËÉ ÀÒ ÀÒÉÓ [0, π]-ÆÄ:
∫ π
0 sinx cos 2xdx = − 2

3
̸= 0.
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1) ÈÖ m + n = 0 ÀÍÖ, ÈÖ n = −m, ÌÀÛÉÍ (9)-ÉÓ ÌÀÒãÅÄÍÀ
ÌáÀÒÄ ÌÉÉÙÄÁÓ ÓÀáÄÓ

∫ π
−π dx = 2π. ÀÌÂÅÀÒÀÃ, ÚÏÅÄËÉ ÌÈÄËÉ m

ÒÉÝáÅÉÓÈÅÉÓ ÂÅÀØÅÓ ÔÏËÏÁÀ

π∫
−π

eimxe−mxdx = 2π. (10)

2) ÈÖ m + n ̸= 0 ÀÍÖ, ÈÖ m ̸= −n, ÌÀÛÉÍ (9)-ÉÓ ÌÀÒãÅÄÍÀ
ÉÍÔÄÂÒÀËÉÓÈÅÉÓ ÂÅÀØÅÓ

π∫
−π

ei(m+n)xdx=
1

i(m+ n)
ei(m+n)x|π−π=

−i
m+ n

[ei(m+n)π − e−i(m+n)π]=

=
i

m+ n
[e−i(m+n)π − ei(m+n)π].

ÌÀÂÒÀÌ i
2 (e

−iφ − eiφ) = sinφ. ÀÌÒÉÂÀÃ,

π∫
−π

eimxe−i(−n)xdx = 0, ÒÏÝÀ m ̸= −n

ÀÍÖ
π∫

−π

eimxe−ipxdx = 0, ÒÏÝÀ m ̸= p. (11)

ÀáËÀ (10) ÃÀ (11) ÔÏËÏÁÄÁÉ ÛÄÉÞËÄÁÀ ÀÓÄ ÂÀÅÀÄÒÈÉÀÍÏÈ

π∫
−π

eimxe−inxdx =

{
2π, ÒÏÝÀ n = m

0, ÒÏÝÀ n ̸= m.
(12)

(12) ÃÀÌÏÊÉÃÄÁÖËÄÁÀ ÛÄÉÞËÄÁÀ ÀÓÄ ÂÀÌÏÉÈØÅÀÓ: (2) ÓÉÓÔÄÌÉÓ
ÒÀÉÌÄ ×ÖÍØÝÉÀÓ ÈÖ ÂÀÅÀÌÒÀÅËÄÁÈ ÀÌÀÅÄ ÓÉÓÔÄÌÀÛÉ ÓÉÌÄÔÒÉÖË
ÀÃÂÉËÆÄ ÂÀÍÈÀÅÓÄÁÖË ×ÖÍØÝÉÀÆÄ ÃÀ ÌÏÅÀáÃÄÍÈ ÀÌ ÍÀÌÒÀÅËÉÓ
ÉÍÔÄÂÒÄÁÀÓ [−π, π] ÓÄÂÌÄÍÔÆÄ, ÌÀÛÉÍ ÌÉÅÉÙÄÁÈ 2π-Ó. ÓáÅÀ ÛÄÌÈá-
ÅÄÅÀÛÉ ÉÍÔÄÂÒÀËÉ ÍÖËÉÓ ÔÏËÉÀ. ÀÌÂÅÀÒÀÃ, ÂÅÀØÅÓ

ÌÔÊÉÝÄÁÀ 3.3. ×ÖÍØÝÉÀÈÀ (2) ÓÉÓÔÄÌÀ ÏÒÈÏÂÏÍÖËÉÀ [−π, π] ÓÄÂ-
ÌÄÍÔÆÄ.
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ÀáËÀ (8) ÔÏËÏÁÉÓ ÂÀÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÉÈ, 3.1 ÃÀ 3.3 ÌÔÊÉÝÄÁÄÁÉ-
ÃÀÍ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄÏÁÓ

ÌÔÊÉÝÄÁÀ 3.4. ×ÖÍØÝÉÀÈÀ (1) ÓÉÓÔÄÌÀ ÃÀ ÓÉÓÔÄÌÀ (2) ÏÒÈÏÂÏÍÖ-
ËÉÀ 2π ÓÉÂÒÞÉÓ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒ ÓÄÂÌÄÍÔÆÄ, ÊÄÒÞÏÃ [0, 2π]-ÆÄ.

4 ÔÒÉÂÏÍÏÌÄÔÒÉÖËÉ ÌßÊÒÉÅÉÓ ×ÏÒÌÄÁÉ

ßÉÍÀ ÐÀÒÀÂÒÀ×ÛÉ ÂÀÍáÉËÖË (1) ÃÀ (2) ÔÒÉÂÏÍÏÌÄÔÒÉÖË ÓÉ-
ÓÔÄÌÄÁÓ ÛÄÄÓÀÁÀÌÄÁÀÈ ÍÀÌÃÅÉËÉ ×ÏÒÌÉÓ ÔÒÉÂÏÍÏÌÄÔÒÉÖËÉ ÌßÊ-
ÒÉÅÉ4

a0
2

+
∞∑
k=1

(ak cos kx+ bk sin kx) (1)

ÃÀ ÊÏÌÐËÄØÓÖÒÉ ×ÏÒÌÉÓ ÔÒÉÂÏÍÏÌÄÔÒÉÖËÉ ÌßÊÒÉÅÉ

+∞∑
k=−∞

cke
ikx (2)

ÒÏÌÄËÓÀÝ ÆÏÂãÄÒ ÄßÏÃÄÁÀ ÄØÓÐÏÍÄÍÔÖÒÉ ×ÏÒÌÉÓ ÔÒÉÂÏÍÏÌÄÔ-
ÒÉÖËÉ ÌßÊÒÉÅÉ.

ÅÉÍÀÉÃÀÍ (1) ÃÀ (2) ÌßÊÒÉÅÄÁÉÓ ÈÉÈÏÄÖËÉ ÛÄÓÀÊÒÄÁÉ 2π ÐÄÒÉ-
ÏÃÖËÉ ×ÖÍØÝÉÀÀ, ÀÌÉÔÏÌ ÀÌ ÌßÊÒÉÅÄÁÈÀÍ ÊÀÅÛÉÒÛÉ ÂÀÍáÉËÖËÉ
ÚÏÅÄËÉ f ×ÖÍØÝÉÀ ÉÂÖËÉÓáÌÄÁÀ (−∞,∞)-ÆÄ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖËÀÃ ÃÀ
2π ÐÄÒÉÏÃÖËÀÃ ÀÍÖ ÚÏÅÄË x ∈ (−∞,∞) ßÄÒÔÉËÆÄ ÛÄÓÒÖËÄÁÖ-
ËÉÀ f(x+ 2π) = f(x) ÔÏËÏÁÀ.

ÈÖÊÉ 2π ÓÉÂÒÞÉÓ ÒÀÉÌÄ ÌÏÍÀÊÅÄÈÆÄ f ×ÖÍØÝÉÉÓ ÂÀÍÓÀÆÙÅ-
ÒÉÓ ßÄÓÉ ÉÓÄÈÉÀ, ÒÏÌ ÀÌ ÌÏÍÀÊÅÄÈÉÓ ÁÏËÏÄÁÆÄ f ÙÄÁÖËÏÁÓ
ÖÒÈÉÄÒÈÂÀÍÓáÅÀÅÄÁÖË ÌÍÉÛÅÍÄËÏÁÄÁÓ, ÌÀÛÉÍ f-ÉÓ ÌÍÉÛÅÍÄËÏÁÀ
ÄÒÈ-ÄÒÈ ÁÏËÏÆÄ ÖÍÃÀ ÛÄÉÝÅÀËÏÓ f-ÉÓ ÌÍÉÛÅÍÄËÏÁÉÈ ÌÄÏÒÄ
ÁÏËÏÆÄ ÃÀ ÀÌÉÓ ÛÄÌÃÄÂ ÌÏáÃÄÓ ÀÓÄ ÛÄÓßÏÒÄÁÖËÉ ×ÖÍØÝÉÉÓ 2π
ÐÄÒÉÏÃÉÈ ÂÀÂÒÞÄËÄÁÀ (−∞,+∞)-ÆÄ.

1. ÍÀÌÃÅÉËÉ ×ÏÒÌÉÓ ÔÒÉÂÏÍÏÌÄÔÒÉÖËÉ (1) ÌßÊÒÉÅÉÓ ÊÒÄÁÀ-
ÃÏÁÀ ÒÀÉÌÄ x0 ßÄÒÔÉËÆÄ s(x0) ãÀÌÉÓÊÄÍ ÍÉÛÍÀÅÓ ÔÏËÏÁÀÓ

lim
n→∞

sn(x0) = s(x0), (3)

4ak ÃÀ bk ÊÏÄ×ÉÝÉÄÍÔÄÁÉ ÀÒ ÀÒÉÓ ÃÀÌÏÊÉÃÄÁÖËÉ x ÝÅËÀÃÆÄ ÃÀ ÀÒÝ ÓáÅÀ
ÝÅËÀÃÆÄ ÀÍ ÐÀÒÀÌÄÔÒÆÄ, ÈÖÌÝÀ ÌÀÈÄÌÀÔÉÊÀÛÉ ÂÅáÅÃÄÁÀ ÀÓÄÈÉÝ (ÏÓÔÒÏÂÒÀÃÓ-
ÊÉÓÈÀÍ ÃÀ ÐÖÀÍÊÀÒÄÓÈÀÍ).
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ÓÀÃÀÝ

sn(x0) =
a0
2

+
n∑
k=1

(ak cos kx0 + bk sin kx0) (4)

ßÀÒÌÏÀÃÂÄÍÓ (1) ÌßÊÒÉÅÉÓ n-ÒÉ ÊÄÒÞÏ ãÀÌÉÓ

sn(x) =
a0
2

+

n∑
k=1

(ak cos kx+ bk sin kx) (5)

ÌÍÉÛÅÍÄËÏÁÀÓ x0 ßÄÒÔÉËÆÄ.
ÁÖÍÄÁÒÉÅÉÀ ÂÀÅÀÒÊÅÉÏÈ ÈÖ ÒÀ ÓÀáÄÓ ÌÉÉÙÄÁÓ (3) ÔÏËÏÁÀ, ÈÖ

ÌÀÓ ÜÀÅßÄÒÈ ÊÏÌÐËÄØÓÖÒÉ ×ÏÒÌÉÈ ÀÍÖ, ÒÀÝ ÉÂÉÅÄÀ, ÌÀÓ ÂÀÃÀÅßÄ-
ÒÈ ÏÒÌáÒÉÅÉ (2) ÌßÊÒÉÅÉÓ ßÄÅÒÄÁÉÓ ÓÀÛÖÀËÄÁÉÈ. ÀÌ ÌÉÆÍÉÈ, (5)
ÔÏËÏÁÀÛÉ cos kx ÃÀ sin kx ×ÖÍØÝÉÄÁÉ ÂÀÌÏÅÓÀáÏÈ ÊÏÌÐËÄØÓÖÒÉ
ÀÍÖ ÄØÓÐÏÍÄÍÔÖÒÉ ×ÏÒÌÉÈ ÄÉËÄÒÉÓ

cos t =
1

2
(e−it + eit), sin t =

i

2
(e−it − eit) (6)

×ÏÒÌÖËÄÁÉÓ ÂÀÌÏÚÄÍÄÁÉÈ. ÄÓ ÃÀÅÉßÚÏÈ Ak(x) = ak cos kx+bk sin kx
ÛÄÓÀÊÒÄÁÉÓ ÂÀÌÏÓÀáÅÉÈ, ÒÏÝÀ k ≥ 1. ÂÅÀØÅÓ

Ak(x) =
ak
2
(e−ikx + eikx) + i

bk
2
(e−ikx − eikx),

ÓÀÉÃÀÍÀÝ ßÄÅÒÈÀ ÃÀãÂÖ×ÄÁÉÈ ÌÉÅÉÙÄÁÈ

Ak(x) =
1

2
(ak − ibk)e

ikx +
1

2
(ak + ibk)e

−ikx. (7)

ÀÙÍÉÛÅÍÄÁÉÓ

c0 =
1

2
a0, ck =

1

2
(ak − ibk), c−k =

1

2
(ak + ibk), k ≥ 1 (8)

ÛÄÌÏÙÄÁÉÈ, ÔÏËÏÁÀ (7) ÌÉÉÙÄÁÓ ÓÀáÄÓ

ak cos kx+ bk sin kx = cke
ikx + c−ke

−ikx, k ≥ 1. (9)

ÀÌÉÔÏÌ (5) ÔÏËÏÁÀ ÌÉÉÙÄÁÓ ÓÀáÄÓ

sn(x) = c0 +
n∑
k=1

cke
ikx +

n∑
k=1

c−ke
−ikx.
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ÌÀÂÒÀÌ

n∑
k=1

c−ke
−ikx =

−n∑
k=−1

cke
ikx ÃÀ cke

ikx|k=0 = c0.

ÀÌÉÔÏÌ

sn(x) =
+n∑

k=−n

cke
ikx, s0(x) = c0, n ≥ 1. (10)

ÀÌÒÉÂÀÃ, (1) ÌßÊÒÉÅÉÓ n-ÖÒÉ ÊÄÒÞÏ ãÀÌÉ ÔÏËÉÀ ÏÒÌáÒÉÅÉ
(2) ÌßÊÒÉÅÉÓ n-ÒÉ ÓÉÌÄÔÒÉÖËÉ ÊÄÒÞÏ ãÀÌÉÓ. ÄÓ ÍÉÛÍÀÅÓ, ÒÏÌ
(1) ÌßÊÒÉÅÉÓ ÊÒÄÁÀÃÏÁÀ ÄÊÅÉÅÀËÄÍÔÖÒÉÀ ÏÒÌáÒÉÅÉ (2) ÌßÊÒÉÅÉÓ
ÓÉÌÄÔÒÉÖËÉ ÊÒÄÁÀÃÏÁÉÓ ÃÀ ÌÀÈÉ ãÀÌÄÁÉ ÔÏËÉÀ ÀÍÖ ÔÏËÏÁÀ

s(x0) = lim
n→∞

[1
2
a0 +

n∑
k=1

(ak cos kx0 + bk sin kx0)
]

(11)

ÄÊÅÉÅÀËÄÍÔÖÒÉÀ ÔÏËÏÁÉÓ

s(x0) = lim
n→∞

+n∑
k=−n

cke
ikx0 . (12)

(12) ÔÏËÏÁÉÓ ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉ ÀÌÁÏÁÄÍ, ÒÏÌ ÏÒÌáÒÉÅÉ (2) ÌßÊÒÉÅÉ
ÊÒÄÁÀÃÉÀ ÌÈÀÅÀÒÉ ÌÍÉÛÅÍÄËÏÁÉÈ s(x0) ÒÉÝáÅÉÓÊÄÍ ÃÀ ÀÌ ×ÀØÔÓ
ÆÏÂãÄÒ ßÄÒÄÍ ÀÓÄ

s(x0) = (PV )
+∞∑

k=−∞

cke
ikx0 . (13)

ÀÌÒÉÂÀÃ, (1) ÌßÊÒÉÅÉÓ ÊÒÄÁÀÃÏÁÀ s(x)-ÓÊÄÍ ÉßÅÄÅÓ (2) ÌßÊÒÉÅÉÓ
ÌÈÀÅÀÒÉ ÌÍÉÛÅÍÄËÏÁÉÈ ÊÒÄÁÀÃÏÁÀÓ ÉÌÀÅÄ s(x)-ÓÊÄÍ ÃÀ ÐÉÒÉØÉÈ.

ÂÀÒÃÀ ÀÌÉÓÀ, (8) ÔÏËÏÁÄÁÉÃÀÍ ÅÙÄÁÖËÏÁÈ (1) ÌßÊÒÉÅÉÓ ak
ÃÀ bk ÊÏÄ×ÉÝÉÄÍÔÄÁÉÓ ÛÄÌÃÄÂ ÂÀÌÏÓÀáÅÀÓ (2) ÌßÊÒÉÅÉÓ ck ÃÀ c−k
ÊÏÄ×ÉÝÉÄÍÔÄÁÉÈ

a0 = 2c0, b0 = 0, ak = ck + c−k, bk = i(ck − c−k), k ≥ 1. (14)

ÀØÅÄ ÛÄÅÍÉÛÍÏÈ, ÒÏÌ ÈÖ (1) ÌßÊÒÉÅÉÓ ak ÃÀ bk ÊÏÄ×ÉÝÉÄÍÔÄÁÉ
ÍÀÌÃÅÉËÉ ÒÉÝáÅÄÁÉÀ, ÌÀÛÉÍ (2) ÌßÊÒÉÅÉÓ ck ÃÀ c−k ÊÏÄ×ÉÝÉÄÍÔÄÁÉ
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ÖÒÈÉÄÒÈÛÄÖÙËÄÁÖËÉ ÊÏÌÐËÄØÓÖÒÉ ÒÉÝáÅÄÁÉÀ ÀÍÖ c−k = ck (ÓÉ-
ÌÁÏËÏ z ÀÙÍÉÛÍÀÅÓ ÊÏÌÐËÄØÓÖÒÉ z ÒÉÝáÅÉÓÀÃÌÉ ÛÄÖÙËÄÁÖËÓ:
ÈÖ z = a+ ib, ÌÀÛÉÍ z = a− ib).

2. ÈÖ ÏÒÌáÒÉÅ (2) ÌßÊÒÉÅÛÉ ÚÅÄËÀ c−k = 0, ÒÏÝÀ k ≥ 1, ÌÀÛÉÍ
ÉÂÉ ÌÉÉÙÄÁÓ ÓÀáÄÓ

+∞∑
k=0

cke
ikx (15)

ÃÀ (15)-Ó ÄßÏÃÄÁÀ áÀÒÉÓáÏÅÀÍÉ ÔÉÐÉÓ ÔÒÉÂÏÍÏÌÄÔÒÉÖËÉ ÌßÊÒÉÅÉ,
ÒÀÃÂÀÍÀÝ ÉÂÉ ÀÒÉÓ áÀÒÉÓáÏÅÀÍÉ c0 + c1z + c2z

2 + · · · ÌßÊÒÉÅÉÓ
×ÏÒÌÀËÖÒÉ ÜÀßÄÒÀ ÄÒÈÄÖËÏÅÀÍ ßÒÄßÉÒÆÄ |z| = 1, ÒÏÌÄËÆÄÝ ÄÓ
ÖÊÀÍÀÓÊÍÄËÉ ÂÀÍÛËÀÃÉÀ ÓÀÆÏÂÀÃÏÃ.

ÛÄÅÍÉÛÍÏÈ, ÒÏÌ (15) ÌßÊÒÉÅÉ ÛÄÉÞËÄÁÀ ÜÀÉßÄÒÏÓ ÍÀÌÃÅÉËÉ
ÊÏÄ×ÉÝÉÄÍÔÄÁÉÈÀÝ. ÀÌÉÓÈÅÉÓ ÅÉÓÀÒÂÄÁËÏÈ (8)-ÉÓ ÁÏËÏ ÔÏËÏ-
ÁÉÈ, ÒÏÌÄËÛÉÝ ÖÍÃÀ ÀÅÉÙÏÈ c−k = 0, k ≥ 1. ÀÌÉÔÏÌ ÂÅÀØÅÓ
ak + ibk = 0, ÓÀÉÃÀÍÀÝ ÅÙÄÁÖËÏÁÈ bk = iak, k = 1, 2, . . . ÀÌÉÓ
ÂÀÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÉÈ (15) ÌÉÉÙÄÁÓ ÓÀáÄÓ

c0 +
+∞∑
k=1

cke
ikx =

1

2
a0 +

∞∑
k=1

1

2
(ak − ibk)e

ikx =

=
1

2
a0 +

∞∑
k=1

1

2
[ak − i(iak)]e

ikx =
1

2
a0 +

∞∑
k=1

1

2
(ak + ak)e

ikx =

=
1

2
a0 +

∞∑
k=1

ake
ikx.

ÀÌÒÉÂÀÃ, áÀÒÉÓáÏÅÀÍÉ ÔÉÐÉÓ ÔÒÉÂÏÍÏÌÄÔÒÉÖË (15) ÌßÊÒÉÅÓ
ÍÀÌÃÅÉËÉ ÊÏÄ×ÉÝÉÄÍÔÄÁÉÈ ÀØÅÓ ÓÀáÄ

1

2
a0 +

∞∑
k=1

ake
ikx. (16)

áÀÒÉÓáÏÅÀÍÉ ÔÉÐÉÓ ÔÒÉÂÏÍÏÌÄÔÒÉÖË ÌßÊÒÉÅÓ ÓÀÆÏÂÀÃÏÃ ÖÊÄ-
ÈÄÓÉ ÈÅÉÓÄÁÀ ÂÀÀÜÍÉÀ, ÅÉÃÒÄ ÀÒÀáÀÒÉÓáÏÅÀÍ ÔÒÉÂÏÍÏÌÄÔÒÉÖË
ÌßÊÒÉÅÓ. ÀÒÉÓ ÛÄÌÈáÅÄÅÀ, ÒÏÝÀ ÃÂÉÍÃÄÁÀ ÒÀÙÀÝ ÖÀÒÚÏ×ÉÈÉ ÈÅÉ-
ÓÄÁÉÓ ÌØÏÍÄ ÔÒÉÂÏÍÏÌÄÔÒÉÖËÉ ÌßÊÒÉÅÉÓ ÀÒÓÄÁÏÁÀ. ÀÌÉÔÏÌ ÓÀ-
ÓÖÒÅÄËÉÀ ÂÀÉÒÊÅÄÓ, ÀÒÓÄÁÏÁÓ ÈÖ ÀÒÀ ÀÌ ÖÀÒÚÏ×ÉÈÉ ÈÅÉÓÄÁÉÓ
ÌØÏÍÄ áÀÒÉÓáÏÅÀÍÉ ÔÉÐÉÓ ÔÒÉÂÏÍÏÌÄÔÒÉÖËÉ ÌßÊÒÉÅÉ?

3. ÜÅÄÍ ÆÄÌÏÈ ÓÀÖÁÀÒÉ ÂÅØÏÍÃÀ ÏÒÌáÒÉÅÉ (2) ÌßÊÒÉÅÉÓ ÓÉ-
ÌÄÔÒÉÖË ÊÒÄÁÀÃÏÁÀÆÄ, ÒÀÝ ÍÉÛÍÀÅÓ ÌÉÓÉ ÓÉÌÄÔÒÉÖËÉ ÊÄÒÞÏ
ãÀÌÄÁÉÓÈÅÉÓ ÆÙÅÒÉÓ ÀÒÓÄÁÏÁÀÓ.
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ÂÀÒÃÀ ÓÉÌÄÔÒÉÖËÉ ÊÒÄÁÀÃÏÁÉÓÀ, ÏÒÌáÒÉÅÉ ÌßÊÒÉÅÉÓÈÅÉÓ ÛÄ-
ÉÞËÄÁÀ ÂÀÍáÉËÖË ÉØÍÀÓ ÌÉÓÉ ÊÒÄÁÀÃÏÁÉÓ ÓÀÊÉÈáÉÝ. ÀÌÀÓÈÀÍ,
ÌÉÆÀÍÛÄßÏÍÉËÉÀ ÄÓ ÓÀÊÉÈáÉ ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ ÆÏÂÀÃÉ ÓÀáÉÓ ÏÒÌáÒÉ-
ÅÉ ÌßÊÒÉÅÉÓÈÅÉÓ ÃÀ ÀÒÀ ÌÀÒÔÏ ÏÒÌáÒÉÅÉ ÔÒÉÂÏÍÏÌÄÔÒÉÖËÉ (2)
ÌßÊÒÉÅÉÓÈÅÉÓ.

ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ ÒÉÝáÅÉÈÉ ÀÍ ×ÖÍØÝÉÖÒÉ ÏÒÌáÒÉÅÉ ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÀ

. . . , a−n, a−n+1, . . . , a−1, a0, a1, . . . , an−1, an, . . . , (17)

ÒÏÌËÉÓÂÀÍÀÝ ×ÏÒÌÀËÖÒÀÃ ÛÄÅÀÃÂÉÍÏÈ ''ÏÒÌáÒÉÅÉ ÌßÊÒÉÅÉ''

+∞∑
k=−∞

ak. (18)

ÛÄÌÏÅÉÙÏÈ s00 = a0 ÀÙÍÉÛÅÍÀ ÃÀ ÚÏÅÄËÉ m > 0 ÃÀ n > 0
ÍÀÔÖÒÀËÖÒÉ ÒÉÝáÅÄÁÉÓÈÅÉÓ ÛÄÅÀÃÂÉÍÏÈ ãÀÌÉ

smn =

n∑
k=−m

ak. (19)

ÌÉÅÉÙÄÈ ÏÒÌÀÂÉ (smn) ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÀ, ÒÏÌËÉÓ ÂÀÛËÉËÉ ÓÀáÄÀ

s11 s12 s13 s14 . . .
s21 s22 s23 s24 . . .
s31 s32 s33 s34 . . .
. . . . . . . . . . . . . . .

(20)

ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÀ 4.1 (ÊÏÛÉ). ÏÒÌÀÂ (smn) ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÀÓ ÄßÏÃÄÁÀ ÊÒÄÁÀÃÉ
ÓÀÓÒÖËÉ s ÒÉÝáÅÉÓÊÄÍ, ÈÖ ÚÏÅÄËÉ ε > 0 ÒÉÝáÅÉÓÈÅÉÓ ÀÒÓÄÁÏÁÓ
ÍÀÔÖÒÀËÖÒÉ ÉÓÄÈÉ N ÒÉÝáÅÉ, ÒÏÌ ÚÏÅÄËÉ m > N ÃÀ n > N
ÒÉÝáÅÄÁÉÓÈÅÉÓ ÓÒÖËÃÄÁÀ ÖÔÏËÏÁÀ

|smn − s| < ε (21)

ÃÀ ÀÌ ×ÀØÔÓ ÀÓÄ ßÄÒÄÍ

lim
m→∞
n→∞

smn = s. (22)

ÔÏËÏÁÀ (19)-ÉÓ ÈÀÍÀáÌÀÃ, ÖÔÏËÏÁÀ (21) ÃÀ ÔÏËÏÁÀ (22)



16 ÈÀÅÉ 1. ÞÉÒÉÈÀÃÉ ÝÍÄÁÀÍÉ

ÛÄÓÀÁÀÌÉÓÀÃ ÌÉÉÙÄÁÄÍ ÓÀáÄÓ∣∣∣∣s− n∑
k=−m

ak

∣∣∣∣ < ε, ÒÏÝÀ m > N, n > N, (23)

lim
m→∞
n→∞

n∑
k=−m

ak = s. (24)

ÏÒÌáÒÉÅÉ ÌßÊÒÉÅÉÓ ÊÒÄÁÀÃÏÁÀ ÃÀÊÀÅÛÉÒÄÁÖËÉÀ ÂÀÒÊÅÄÖËÉ
ÓÀáÉÓ ÏÒÉ ''ÝÀËÌáÒÉÅÉ'' ÌßÊÒÉÅÉÓ ÊÒÄÁÀÃÏÁÀÓÈÀÍ ÛÄÌÃÄÂÍÀÉÒÀÃ:

ÈÄÏÒÄÌÀ 4.2. ÏÒÌáÒÉÅÉ (18) ÌßÊÒÉÅÉÓ ÊÒÄÁÀÃÏÁÉÓÈÅÉÓ ÀÖÝÉËÄ-
ÁÄËÉ ÃÀ ÓÀÊÌÀÒÉÓÉÀ, ÊÒÄÁÀÃÉ ÉÚÏÓ ÛÄÌÃÄÂÉ ÏÒÉ ''ÝÀËÌáÒÉÅÉ
ÌßÊÒÉÅÉ''

+∞∑
k=0

ak,

+∞∑
k=1

a−k. (25)

áÏËÏ, ÈÖÊÉ ÄÓ ÌßÊÒÉÅÄÁÉ ÊÒÄÁÀÃÉÀ ÃÀ ÈÖ

+∞∑
k=0

ak = s1,

+∞∑
k=1

a−k = s2, (26)

ÌÀÛÉÍ (18) ÌßÊÒÉÅÉÓ s ãÀÌÉÓÈÅÉÓ ÌÀÒÈÄÁÖËÉÀ ÔÏËÏÁÀ s = s1+s2
ÀÍÖ ÀÃÂÉËÉ ÀØÅÓ (24) ÔÏËÏÁÀÓ.

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÅÈØÅÀÈ, ÀÃÂÉËÉ ÀØÅÓ (26) ÔÏËÏÁÄÁÓ. ÌÀÛÉÍ ÚÏÅÄËÉ
ε > 0 ÒÉÝáÅÉÓÈÅÉÓ ÀÒÓÄÁÏÁÓ ÉÓÄÈÉ ÍÀÔÖÒÀËÖÒÉ M ÒÉÝáÅÉ, ÒÏÌ
ÖÔÏËÏÁÀÍÉ ∣∣∣∣s1 − n∑

k=0

ak

∣∣∣∣ < ε

2
,

∣∣∣∣s2 − m∑
k=1

a−k

∣∣∣∣ < ε

2

ÛÄÓÒÖËÄÁÖËÉÀ ÚÏÅÄËÉ m > M ÃÀ n > M ÒÉÝáÅÄÁÉÓÈÅÉÓ. ÀØÄÃÀÍ
ÂÅÀØÅÓ∣∣∣∣(s1 + s2)−

n∑
k=−m

ak

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣(s1 − n∑
k=0

ak

)
+

(
s2 −

m∑
k=0

a−k

)∣∣∣∣ < ε,

ÒÀÝ ÍÉÛÍÀÅÓ (18) ÌßÊÒÉÅÉÓ ÊÒÄÁÀÃÏÁÀÓ ÒÉÝáÅÉÓÊÄÍ s1 + s2.
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ÛÄÁÒÖÍÄÁÉÈ, ÅÈØÅÀÈ (18) ÌßÊÒÉÅÉ ÊÒÄÁÀÃÉÀ s ÒÉÝáÅÉÓÊÄÍ ÀÍÖ
ÛÄÓÒÖËÄÁÖËÉÀ (23) ÖÔÏËÏÁÀ ÃÀ ÅÀÜÅÄÍÏÈ (25) ÌßÊÒÉÅÄÁÉÓ ÊÒÄ-
ÁÀÃÏÁÀ. ÀÌ ÌÉÆÍÉÈ ÅÀÜÅÄÍÏÈ ÊÏÛÉÓ ÝÍÏÁÉËÉ ÊÒÉÔÄÒÉÖÌÉÓ ÛÄ-
ÓÒÖËÄÁÀ ÀÌ ÌßÊÒÉÅÄÁÉÓÈÅÉÓ, ÌÀÂÀËÉÈÀÃ

∑+∞
k=0 ak ÌßÊÒÉÅÉÓÈÅÉÓ.

ÀÅÉÙÏÈ p > N + 1 ÃÀ q ≥ 1 ÒÉÝáÅÄÁÉ. ÌÀÛÉÍ (23) ÖÔÏËÏÁÉÃÀÍ
ÅÙÄÁÖËÏÁÈ∣∣∣∣ p+q∑

k=p

ak

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣(s− p−1∑
k=−m

ak

)
−
(
s−

p+q∑
k=−m

ak

)∣∣∣∣ < 2ε,

ÒÀÝ ÍÉÛÍÀÅÓ
∑+∞
k=0 ak ÌßÊÒÉÅÉÓ ÊÒÄÁÀÃÏÁÀÓ. ÀÓÄÅÄ ÃÀÌÔÊÉÝÃÄÁÀ∑+∞

k=1 a−k ÌßÊÒÉÅÉÓ ÊÒÄÁÀÃÏÁÀ. ÈÄÏÒÄÌÀ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉÀ.

ÛÄÃÄÂÉ 4.3. ÏÒÌáÒÉÅÉ (18) ÌßÊÒÉÅÉÓ ÊÒÄÁÀÃÏÁÉÓÈÅÉÓ ÀÖÝÉËÄÁÄ-
ËÉÀ ÛÄÓÒÖËÃÄÓ ÏÒÉ ÐÉÒÏÁÀ: an → 0 ÃÀ a−n → 0, ÒÏÝÀ n→ +∞.

ÛÄÍÉÛÅÍÀ 4.4. ÏÒÌáÒÉÅÉ (18) ÌßÊÒÉÅÉÓ ÊÒÄÁÀÃÏÁÉÃÀÍ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀ-
ÒÄÏÁÓ ÀÌÀÅÄ ÌßÊÒÉÅÉÓ ÓÉÌÄÔÒÉÖËÉ ÊÒÄÁÀÃÏÁÀ ÃÀ ÌÉÓÉ ÓÉÌÄÔ-
ÒÉÖËÉ ãÀÌÉ (PV )

∑+∞
k=−∞ ak ÔÏËÉÀ ÌÉÓÉÅÄ ÜÅÄÖËÄÁÒÉÅÉ ãÀÌÉÓ∑+∞

k=−∞ ak, ÒÀÝ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄÏÁÓ (23) ÖÔÏËÏÁÉÃÀÍ, ÈÖ ÉØ ÂÀÍÅÉ-
áÉËÀÅÈ ÊÄÒÞÏ ÛÄÌÈáÅÄÅÀÓ m = n.

ÛÄÁÒÖÍÄÁÖËÉ ×ÀØÔÉ ÌÝÃÀÒÉÀ, ÓÀÆÏÂÀÃÏÃ. ÌÀÒÈËÀÝ,

ak =


1, ÒÏÝÀ k > 0

0, ÒÏÝÀ k = 0

−1, ÒÏÝÀ k < 0

ßÄÅÒÄÁÉÀÍÉ ÏÒÌáÒÉÅÉ ÌßÊÒÉÅÉÓÈÅÉÓ ÀÒ ÓÒÖËÃÄÁÀ ÊÒÄÁÀÃÏÁÉÓ
ÀÖÝÉËÄÁÄËÉ ÐÉÒÏÁÀ (Éá. ÛÄÃÄÂÉ 4.3), áÏËÏ ÌÉÓÉ ÓÉÌÄÔÒÉÖËÉ
ÊÄÒÞÏ ãÀÌÄÁÉ snn = 0 ÃÀ, ÌÀÛÀÓÀÃÀÌÄ, ÉÓ ÓÉÌÄÔÒÉÖËÀÃ ÊÒÄÁÀÃÉÀ
ÍÖËÉÓÊÄÍ.

4. ÏÒÌáÒÉÅÉ (18) ÌßÊÒÉÅÉÓ ÓÉÌÄÔÒÉÖËÉ ÊÒÄÁÀÃÏÁÀ ÄÊÅÉÅÀËÄ-
ÍÔÖÒÉÀ ÂÀÒÊÅÄÖËÉ ÓÀáÉÓ ÄÒÈÉ ÝÀËÌáÒÉÅÉ ÌßÊÒÉÅÉÓ ÊÒÄÁÀÃÏÁÉÓ,
ÓÀáÄËÃÏÁÒ, ÌÀÒÈÄÁÖËÉÀ.

ÈÄÏÒÄÌÀ 4.5. ÏÒÌáÒÉÅÉ (18) ÌßÊÒÉÅÉÓ ÓÉÌÄÔÒÉÖËÉ ÊÒÄÁÀÃÏÁÉÓÈ-
ÅÉÓ ÀÖÝÉËÄÁÄËÉ ÃÀ ÓÀÊÌÀÒÉÓÉÀ ÌßÊÒÉÅÉÓ

a0 +
+∞∑
k=1

(ak + a−k) (27)
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ÊÒÄÁÀÃÏÁÀ. ÀÌÀÓÈÀÍ, (27) ÌßÊÒÉÅÉÓ ÊÒÄÁÀÃÏÁÉÓ ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉ ÌÉÓÉ
ãÀÌÉ ÔÏËÉÀ ÏÒÌáÒÉÅÉ (18) ÌßÊÒÉÅÉÓ ÓÉÌÄÔÒÉÖËÉ ãÀÌÉÓ.

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÄÓ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄÏÁÓ ÉØÉÃÀÍ, ÒÏÌ (27) ÌßÊÒÉÅÉÓ n-ÒÉ
ÊÄÒÞÏ ãÀÌÉ

a0 + (a1 + a−1) + (a2 + a−2) + · · ·+ (an−1 + a−(n−1)) + (an + a−n)

ÔÏËÉÀ (18) ÌßÊÒÉÅÉÓ ÓÉÌÄÔÒÉÖËÉ n-ÒÉ ÊÄÒÞÏ

snn = a−n + a−n+1 + · · ·+ a−1 + a0 + a1 + a2 + · · ·+ an

ãÀÌÉÓ. ÈÄÏÒÄÌÀ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉÀ.

ÛÄÍÉÛÅÍÀ 4.6. ÈÄÏÒÄÌÀ 4.5-ÉÓ ÊÄÒÞÏ ÛÄÌÈáÅÄÅÀÀ ÐÖÍØÔ 1-ÛÉ ÃÀÃ-
ÂÄÍÉËÉ ×ÀØÔÉ ÉÌÉÓ ÛÄÓÀáÄÁ, ÒÏÌ ÏÒÌáÒÉÅÉ

+∞∑
k=−∞

cke
ikx (28)

ÌßÊÒÉÅÉÓ ÓÉÌÄÔÒÉÖËÉ ÊÒÄÁÀÃÏÁÀ ÄÊÅÉÅÀËÄÍÔÖÒÉÀ ÌßÊÒÉÅÉÓ

a0
2

+

∞∑
k=1

(ak cos kx+ bk sin kx) (29)

ÊÒÄÁÀÃÏÁÉÓ, ÀÌÀÓÈÀÍ ÀÌ ÌßÊÒÉÅÄÁÓ ÀØÅÈ ÔÏËÉ ãÀÌÄÁÉ.

ÛÄÍÉÛÅÍÀ 4.7. ÊÏÌÐËÄØÓÖÒÉ ×ÏÒÌÉÓ ÔÒÉÂÏÍÏÌÄÔÒÉÖËÉ ÌßÊÒÉÅÉ

+∞∑
k=−∞

cke
ikx (30)

ÀÒÉÓ ÊÏÌÐËÄØÓÖÒÉ z = reix ÝÅËÀÃÉÓ ÌÉÌÀÒÈ 0 < r < 1 ÒÂÏË-
ÛÉ ÀÍÀËÉÆÖÒÉ f(z) ×ÖÍØÝÉÉÓ ËÏÒÀÍÉÓ ÌßÊÒÉÅÉÈ ßÀÒÌÏÃÂÄÍÉÓ
(1843 ß.)

f(z) =

+∞∑
k=−∞

ckz
k, 0 < |z| < 1, (31)

ÆÙÅÒÖËÉ, ÓÀÆÏÂÀÃÏÃ, ÀÒÀÌÀÒÈÄÁÖËÉ ÛÄÌÈáÅÄÅÀ, ÒÏÝÀ (31) ÔÏ-
ËÏÁÉÓ ÌÀÒãÅÄÍÀ ÌáÀÒÄÛÉ ×ÏÒÌÀËÖÒÀÃ ÜÀÉÓÌÄÁÀ r = 1 ÃÀ ÅÙÄ-
ÁÖËÏÁÈ (28) ÂÀÌÏÓÀáÖËÄÁÀÓ ÀÍÖ ÊÏÌÐËÄØÓÖÒÉ ×ÏÒÌÉÓ ÔÒÉÂÏ-
ÍÏÌÄÔÒÉÖË ÌßÊÒÉÅÓ, ÒÏÌËÉÓ ÊÒÄÁÀÃÏÁÀ ÊÀÅÛÉÒÛÉ ÀÒ ÀÒÉÓ (31)
ÔÏËÏÁÉÓ ÌÀÒÝáÄÍÀ f(eix) ÌáÀÒÄÓÈÀÍ, ÒÀÃÂÀÍ f(eix) ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖ-
ËÉ ÀÒ ÀÒÉÓ ßÒÄßÉÒÆÄ |z| = 1!
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ÒÏÂÏÒÝ ÅÍÀáÄÈ, (30)-ÉÓ ÓÉÌÄÔÒÉÖËÉ ÊÄÒÞÏ ãÀÌÄÁÉ ÄÌÈáÅÄÅÀ
(1) ÌßÊÒÉÅÉÓ ÊÄÒÞÏ ãÀÌÄÁÓ (Éá. (10) ÔÏËÏÁÀ) ÃÀ ÀÌÉÈ ÀÌÏÉßÖÒÄÁÀ
ÊÀÅÛÉÒÉ (1) ÃÀ (2) ×ÏÒÌÉÓ ÔÒÉÂÏÍÏÌÄÔÒÉÖË ÌßÊÒÉÅÄÁÓ ÛÏÒÉÓ.

ÌÄÏÒÄ ÌáÒÉÅ, ÀÍÀËÉÆÖÒ ×ÖÍØÝÉÀÈÀ ÈÄÏÒÉÀÛÉ ËÏÒÀÍÉÓ (31)
ÌßÊÒÉÅÉÓ ÊÒÄÁÀÃÏÁÀ f(z) ãÀÌÉÓÊÄÍ ÂÀÂÄÁÖËÉÀ ÒÏÂÏÒÝ

∑∞
k=0 ckz

k

ÃÀ
∑∞
k=1 c−kz

−k ÌßÊÒÉÅÄÁÉÓ ÊÒÄÁÀÃÏÁÀ! ÜÅÄÍ ÊÉ ÅÍÀáÄÈ (Éá. ÈÄ-
ÏÒÄÌÀ 4.2), ÒÏÌ (31) ÌßÊÒÉÅÉÓ f(z) ãÀÌÉÓ ÀÓÄ ÂÀÂÄÁÀ ÄÌÈáÅÄÅÀ
ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÀ 4.1-ÛÉ ÌÏÝÄÌÖË ÊÏÛÉÓ ÀÆÒÉÈ5 (31) ÌßÊÒÉÅÉÓ ÊÒÄÁÀ-
ÃÏÁÉÓ ÝÍÄÁÀÓ (Éá. ÔÏËÏÁÀ (24)):

f(z) = lim
m→∞
n→∞

n∑
k=−m

ckz
k. (32)

5 ÛÄÖÙËÄÁÖËÉ ÔÒÉÂÏÍÏÌÄÔÒÉÖËÉ ÌßÊÒÉÅÉ

ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ ÄÒÈÄÖËÏÅÀÍ ÙÉÀ ßÒÄÛÉ ÀÍÀËÉÆÖÒÉ ×ÖÍØÝÉÀ

f(z) =

∞∑
n=0

cnz
n, (1)

ÓÀÃÀÝ f(z) = u(z) + iv(z), z = reix = r(cosx + i sinx), 0 ≤ r < 1,
0 ≤ x ≤ 2π. ÔÏËÏÁÀ (1)-ÛÉ ÜÀÅßÄÒÏÈ c0 = 1

2a0 ÃÀ cn = an − ibn,
n = 1, 2, . . . . ÌÀÛÉÍ ÌÖÀÅÒÉÓ ×ÏÒÌÖËÉÓ

[r(cosx+ i sinx)]n = rn(cosnx+ i sinnx) (2)

ÂÀÌÏÚÄÍÄÁÉÈ, ÔÏËÏÁÀ (1) ÌÉÉÙÄÁÓ ÓÀáÄÓ

u(reix) + iv(reix) =
a0
2

+
∞∑
n=1

(an − ibn)r
n(cosnx+ i sinnx). (3)

ÌÀÂÒÀÌ

(an − ibn)r
n(cosnx+ i sinnx) =(an cosnx+ bn sinnx)r

n+

+i(an sinnx− bn cosnx)r
n.

5ÏÒÌÀÂÉ ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÉÓ ÊÏÛÉÓ ÀÆÒÉÈ ÊÒÄÁÀÃÏÁÉÓ ÉÓ ÝÍÄÁÀ, ÒÀÝ ÌÏÝÄÌÖËÉÀ 4.1
ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÉÈ, ÛÄÌÏÉÙÏ ÊÏÛÉÌ 1821 ßËÉÓ ÛÒÏÌÀÛÉ “Analyse algébrique”. ÛÔÏËÝÌÀ ÊÉ
ÜÀÌÏÀÚÀËÉÁÀ ÏÒÌÀÂÉ (smn) ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÉÓ ÊÏÛÉÓ ÀÆÒÉÈ ÊÒÄÁÀÃÏÁÉÓ ÀÖÝÉËÄÁÄËÉ
ÃÀ ÓÀÊÌÀÒÉÓÉ ÐÉÒÏÁÀ (1884 ß)

|sm+p,n+q − smn| < ε, ÒÏÝÀ m > N, n > N ÃÀ p, q = 0, 1, 2, . . . ,

ÒÏÌËÉÓ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ ÌÏÂÅÝÀ 1897 ßÄËÓ ÐÒÉÍÓäÄÉÌÌÀ ([29], ÂÅ. 42).



20 ÈÀÅÉ 1. ÞÉÒÉÈÀÃÉ ÝÍÄÁÀÍÉ

ÀÌÉÔÏÌ ÔÏËÏÁÀ (3) ÀÓÄ ÜÀÉßÄÒÄÁÀ

u(reix) + iv(reix) =
a0
2

+
∞∑
n=1

(an cosnx+ bn sinnx)r
n+

+

∞∑
n=1

(an sinnx− bn cosnx)r
n. (4)

ÏÒÉ ÊÏÌÐËÄØÓÖÒÉ ÓÉÃÉÃÉÓ ÔÏËÏÁÀ ÊÉ ÍÉÛÍÀÅÓ ÌÀÈÉ ÍÀÌÃ-
ÅÉËÉ ÍÀßÉËÄÁÉÓ ÖÒÈÉÄÒÈÔÏËÏÁÀÓ ÃÀ ÀÂÒÄÈÅÄ ßÀÒÌÏÓÀáÅÉÈÉ
ÍÀßÉËÄÁÉÓ ÔÏËÏÁÀÓ.

ÌÀÛÀÓÀÃÀÌÄ,

u(reix) =
a0
2

+
∞∑
n=1

(an cosnx+ bn sinnx)r
n (5)

ÃÀ

v(reix) =
∞∑
n=1

(an sinnx− bn cosnx)r
n (6)

ßÀÒÌÏÀÃÂÄÍÄÍ ÀÍÀËÉÆÖÒÉ f ×ÖÍØÝÉÉÓ ÍÀÌÃÅÉË ÃÀ ßÀÒÌÏÓÀáÅÉÈ
ÍÀßÉËÄÁÓ. ÊÏÌÐËÄØÓÖÒÉ ÀÍÀËÉÆÉÃÀÍ ÊÉ ÅÉÝÉÈ, ÄÒÈÄÖËÏÅÀÍ ÙÉÀ
ßÒÄÛÉ ÀÍÀËÉÆÖÒÉ f ×ÖÍØÝÉÉÓ ÍÀÌÃÅÉËÉ u(reix) ÍÀßÉËÉ ÃÀ ßÀÒ-
ÌÏÓÀáÅÉÈÉ v(reix) ÍÀßÉËÉ ßÀÒÌÏÀÃÂÄÍÄÍ ÉÌÀÅÄ ßÒÄÛÉ äÀÒÌÏÍÉÖË
×ÖÍØÝÉÄÁÓ ÀÍÖ u ÃÀ v ÀÊÌÀÚÏ×ÉËÄÁÄÍ ËÀÐËÀÓÉÓ ÂÀÍÔÏËÄÁÀÓ

∂2ψ

∂r2
+

1

r2
∂2ψ

∂x2
+

1

r

∂ψ

∂r
= 0. (7)

ÀÌÀÓÈÀÍ, v(reix) ×ÖÍØÝÉÀÓ ÄßÏÃÄÁÀ äÀÒÌÏÍÉÖËÀÃ ÛÄÖÙËÄÁÖËÉ
u(reix) ×ÖÍØÝÉÉÓÀÃÌÉ. ÓáÅÀÂÅÀÒÀÃ ÒÏÌ ÅÈØÅÀÈ, ÄÒÈÄÖËÏÅÀÍ ÙÉÀ
ßÒÄÛÉ äÀÒÌÏÍÉÖË ÍÀÌÃÅÉË u(reix) ×ÖÍØÝÉÀÓ ÌÏÄÞÄÁÍÄÁÀ ÉÌÀÅÄ
ßÒÄÛÉ äÀÒÌÏÍÉÖËÉ ÍÀÌÃÅÉËÉ ÉÓÄÈÉ v(reix) ×ÖÍØÝÉÀ, ÒÏÌ u(reix)+
iv(reix) ÉØÍÄÁÀ ÄÒÈÄÖËÏÅÀÍ ÙÉÀ ßÒÄÛÉ ÀÍÀËÉÆÖÒÉ ×ÖÍØÝÉÀ. ÀÓÄÈÉ
v ×ÖÍØÝÉÀ ÌÒÀÅÀËÉÀ ÃÀ ÉÓÉÍÉ ÄÒÈÉÌÄÏÒÉÓÂÀÍ ÂÀÍÓáÅÀÅÃÄÁÉÀÍ
ÌÖÃÌÉÅÉ ÛÄÓÀÊÒÄÁÉÈ. ÉÌ ÌÉÆÍÉÈ, ÒÏÌ ÚÏÅÄË u-Ó ÛÄÄÓÀÁÀÌÄÁÏÃÄÓ
ÀÌ ÈÅÉÓÄÁÉÓ ÄÒÈÀÃÄÒÈÉ v, ÌÉÙÄÁÖËÉÀ ÛÄÈÀÍáÌÄÁÀ v(0) = 0. ÀÌÉÓ
ÂÀÌÏÀ, ÒÏÌ (6) ÌßÊÒÉÅÉÓ ÈÀÅÉÓÖ×ÀËÉ ßÄÅÒÉ ÍÖËÉÓ ÔÏËÉÀ.

ÒÏÝÀ r = 1, ÌÀÛÉÍ (5) ÃÀ (6) ÔÏËÏÁÄÁÉÓ ÌÀÒÝáÄÍÀ ÌáÀÒÄÄÁÉ
ÓÀÆÏÂÀÃÏÃ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖËÉ ÀÒÀÀ, áÏËÏ ÌÀÈÉ ÌÀÒãÅÄÍÀ ÌáÀÒÄÄÁÉ-
ÃÀÍ ÌÉÉÙÄÁÀ ÔÒÉÂÏÍÏÌÄÔÒÉÖËÉ ÌßÊÒÉÅÄÁÉ, ×ÏÒÌÀËÖÒÀÃ,

a0
2

+
∞∑
n=1

(an cosnx+ bn sinnx) (8)
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ÃÀ
∞∑
n=1

(an sinnx− bn cosnx), (9)

ÒÏÌÄËÈÀÝ ÛÄÉÞËÄÁÀ äØÏÍÃÄÈ ÊÒÄÁÀÃÏÁÉÓ ßÄÒÔÉËÄÁÉ. 1
2a0-Ó

ÄßÏÃÄÁÀ (8) ÌßÊÒÉÅÉÓ ÈÀÅÉÓÖ×ÀËÉ ßÄÅÒÉ (constant term).
(1) ÔÏËÏÁÉÓ ÌÀÒãÅÄÍÀ ÌáÀÒÄ ÌÍÉÛÅÍÄËÏÁÉÓÀÈÅÉÓ r = 1 ÉÞËÄÅÀ

áÀÒÉÓáÏÅÀÍÉ ÔÉÐÉÓ ÔÒÉÂÏÍÏÌÄÔÒÉÖË ÌßÊÒÉÅÓ (Éá. (15) ÔÏËÏÁÀ
§4-ÃÀÍ)

∞∑
n=0

cne
inx, (10)

ÒÏÌÄËÓÀÝ ÛÄÉÞËÄÁÀ äØÏÍÃÄÓ ÊÒÄÁÀÃÏÁÉÓ ßÄÒÔÉËÄÁÉ, ÈÖÌÝÀ ÌÉÓ
ÌÀÒÝáÄÍÀ f(z) ÌáÀÒÄÓ ÛÄÉÞËÄÁÀ ÀÆÒÉ ÀÒ äØÏÍÃÄÓ r = 1 ÌÍÉÛÅ-
ÍÄËÏÁÉÓÈÅÉÓ. ÀØ ËÀÐÀÒÀÊÉÀ ÉÌÀÆÄ, ÒÏÌ (10), (8) ÃÀ (9) ÌßÊÒÉ-
ÅÄÁÉ ÛÄÉÞËÄÁÀ ÀÆÒÉÓ ÌÀÔÀÒÄÁÄËÍÉ ÉÚÅÍÄÍ, áÏËÏ ÌÀÈÉ ÌÀÒÝáÄÍÀ
ÌáÀÒÄÄÁÉ f(eix), u(eix) ÃÀ v(eix) ßÀÒÌÏÀÃÂÄÍÄÍ ÀÆÒÓ ÌÏÊËÄÁÖË
ÓÉÌÁÏËÏÄÁÓ.

ÀØ ÍÀÈØÅÀÌÈÀÍ ÃÀÊÀÅÛÉÒÄÁÉÈ ÖÍÃÀ ÀÙÉÍÉÛÍÏÓ ËÖÆÉÍÉÓ ÄÒÈ-
ÄÒÈÉ ÓÀÉÍÔÄÒÄÓÏ ÛÄÃÄÂÉ ([16], ÂÅ. 274 ÃÀ 455): ÀÒÓÄÁÏÁÓ ÄÒÈÄ-
ÖËÏÅÀÍ ÙÉÀ |z| < 1 ßÒÄÛÉ ÀÍÀËÉÆÖÒÉ ×ÖÍØÝÉÀ

∞∑
n=0

cnz
n, cn = an − ibn → 0,

ÉÓÄÈÉ, ÒÏÌ (10), (8) ÃÀ (9) ÌßÊÒÉÅÄÁÉ ÂÀÍÛËÀÃÉÀ ÚÏÅÄË ßÄÒÔÉ-
ËÆÄ x ∈ [0, 2π].

(9) ÌßÊÒÉÅÓ (ÍÖËÏÅÀÍÉ ÈÀÅÉÓÖ×ÀËÉ ßÄÅÒÉÈ) ÄßÏÃÄÁÀ (8) ÌßÊ-
ÒÉÅÉÓÀÃÌÉ ÛÄÖÙËÄÁÖËÉ ÔÒÉÂÏÍÏÌÄÔÒÉÖËÉ ÌßÊÒÉÅÉ. ÄÓ ÔÄÒÌÉÍÉ
ÌÏÌÃÉÍÀÒÄÏÁÓ ÉØÉÃÀÍ, ÒÏÌ v(reix) ÀÒÉÓ u(reix)-ÉÓÀÃÌÉ äÀÒÌÏÍÉ-
ÖËÀÃ ÛÄÖÙËÄÁÖËÉ ×ÖÍØÝÉÀ.

ÀÍÀËÉÆÖÒ ×ÖÍØÝÉÀÈÀ ÈÄÏÒÉÉÓ ÌÞËÀÅÒÉ ÀÐÀÒÀÔÉ ÓÀÛÖÀËÄ-
ÁÀÓ ÉÞËÄÅÀ ÂÀÌÏÅËÄÍÉË ÉØÍÀÓ ÌàÉÃÒÏ ÊÀÅÛÉÒÉ u(reix) ÃÀ v(reix)
×ÖÍØÝÉÄÁÓ ÛÏÒÉÓ ÄÒÈÄÖËÏÅÀÍ ÙÉÀ ßÒÄÛÉ. ÌÀÂÒÀÌ, ÀÛÊÀÒÀÃ ÂÀÌÏ-
áÀÔÖËÉ ÊÀÅÛÉÒÉ (8) ÃÀ (9) ÔÒÉÂÏÍÏÌÄÔÒÉÖË ÌßÊÒÉÅÄÁÓ ÛÏÒÉÓ
ÀÒ ÀÒÓÄÁÏÁÓ. ÀÌÉÔÏÌ ÞÀËÉÀÍ ÒÈÖËÉÀ ÌÀÈ ÛÏÒÉÓ ÉÌ ×ÀÒÖËÉ ÊÀ-
ÅÛÉÒÄÁÉÓ ÂÀÌÏÅËÄÍÀ, ÒÀÝ ÌÀÈ ÂÀÃÌÏÚÅÀ (5) ÃÀ (6) ÔÏËÏÁÄÁÉÃÀÍ.

ÓÀÊÌÀÏÃ ÅÒÝÄËÉ ÓÀÌÄÝÍÉÄÒÏ ÉÍ×ÏÒÌÀÝÉÀ ÀÒÓÄÁÏÁÓ ÛÄÖÙËÄ-
ÁÖËÉ ÔÒÉÂÏÍÏÌÄÔÒÉÖËÉ ÌßÊÒÉÅÄÁÉÓ ÛÄÓÀáÄÁ. ÀÌ ÂÀÌÏÊÅËÄÅÄÁÓ
áÛÉÒÉ ÃÀ ÌÒÀÅÀËÌáÒÉÅÉ ÂÀÌÏÚÄÍÄÁÀ ÀØÅÈ ÈÄÏÒÉÖËÉ ÌÀÈÄÌÀÔÉÊÉÓ
ÌÏÍÀÈÄÓÀÅÄ ÃÀÒÂÄÁÛÉÝ.
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ÁÖÍÄÁÒÉÅÉÀ, ÃÀÓÀáÄËÃÄÓ (3) ÔÏËÏÁÉÃÀÍ ÍÀÌÃÅÉËÉ äÀÒÌÏÍÉ-
ÖËÉ v(reix) ×ÖÍØÝÉÉÓÀÃÌÉ ÛÄÖÙËÄÁÖËÉ äÀÒÌÏÍÉÖËÉ ×ÖÍØÝÉÀÝ.
ÀÌ ÌÉÆÍÉÈ ÓÀÊÌÀÒÉÓÉÀ ÛÄÅÍÉÛÍÏÈ, ÒÏÌ u + iv ×ÖÍØÝÉÀÓÈÀÍ ÄÒ-
ÈÀÃ ÀÍÀËÉÆÖÒÉÀ ×ÖÍØÝÉÀÝ −i(u+ iv) = v − iu. ÀØÄÃÀÍ ÜÀÍÓ, ÒÏÌ
v(z) ×ÖÍØÝÉÉÓÀÃÌÉ äÀÒÌÏÍÉÖËÀÃ ÛÄÖÙËÄÁÖËÉÀ ×ÖÍØÝÉÀ [−u(z)].
ÀÌÀÓÈÀÍ ÖÍÃÀ ÂÅØÏÍÃÄÓ [−u(0)] = 0 ÀÍÖ u(0) = 0. ÄÓ ÍÉÛÍÀÅÓ, ÒÏÌ
(9) ÌßÊÒÉÅÉÓ ÛÄÖÙËÄÁÖËÉÀ −

∑∞
n=1(an cosnx+ bn sinnx) ÌßÊÒÉÅÉ.

ÌÀÛÀÓÀÃÀÌÄ, ÍÀÌÃÅÉËÉ ×ÏÒÌÉÓ ÒÀÉÌÄ ÔÒÉÂÏÍÏÌÄÔÒÉÖËÉ ÌßÊ-
ÒÉÅÉÓÀÃÌÉ ÛÄÖÙËÄÁÖËÉÓ ÛÄÖÙËÄÁÖËÉ ÀÒÉÓ (−) ÍÉÛÍÉÈ ÀÙÄÁÖ-
ËÉ ÓÀßÚÉÓÉ ÌßÊÒÉÅÉ ÈÀÅÉÓÖ×ÀËÉ ßÄÅÒÉÓ ÂÀÒÄÛÄ.

ÀØÅÄ ÀÙÅÍÉÛÍÏÈ, ÒÏÌ ÊÏÌÐËÄØÓÖÒÉ ×ÏÒÌÉÈ ÌÏÝÄÌÖËÉ ÔÒÉ-
ÂÏÍÏÌÄÔÒÉÖËÉ

+∞∑
k=−∞

cke
ikx (11)

ÌßÊÒÉÅÉÓÀÃÌÉ, ÓÀÃÀÝ c0-Ó ÄßÏÃÄÁÀ (11) ÌßÊÒÉÅÉÓ ÈÀÅÉÓÖ×ÀËÉ
ßÄÅÒÉ, ÛÄÖÙËÄÁÖËÉÀ ÉÓÄÅ ÊÏÌÐËÄØÓÖÒÉ ×ÏÒÌÉÓ ÔÒÉÂÏÍÏÌÄÔÒÉ-
ÖËÉ ÌßÊÒÉÅÉ

−i
+∞∑

k=−∞

(sign k)ckne
ikx, (12)

ÓÀÃÀÝ ÓÉÌÁÏËÏ sign ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖËÉÀ ÔÏËÏÁÉÈ

sign 0 = 0, sign k =
k

|k|
(k ̸= 0). (13)

(12) ÌßÊÒÉÅÉÓÀÃÌÉ ÛÄÖÙËÄÁÖËÉ ÌßÊÒÉÅÉÓ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÉÓ ÌÉÆ-
ÍÉÈ, (12) ÂÀÃÀÅßÄÒÏÈ ÀÓÄ

+∞∑
k=−∞

(−i sign k)ckeikx =
+∞∑

k=−∞

dke
ikx,

ÒÏÌËÉÓÀÃÌÉ ÛÄÖÙËÄÁÖËÉ ÔÒÉÂÏÍÏÌÄÔÒÉÖËÉ ÌßÊÒÉÅÉ ÉØÍÄÁÀ

−i
+∞∑

k=−∞

(sign k)dke
ikx = −i

∑
(sign k)(−i sign k)ckeikx.

ÄÓ ÊÉ ÀÒÉÓ ÌßÊÒÉÅÉ −
∑

|k|≥1 cke
ikx ÍÖËÏÅÀÍÉ ÈÀÅÉÓÖ×ÀËÉ ßÄÅÒÉÈ.

ÀÌÒÉÂÀÃ, (11) ÌßÊÒÉÅÉÓ ÏÒãÄÒ ÛÄÖÙËÄÁÀ ÉÞËÄÅÀ (−) ÍÉÛÍÉÈ
ÀÙÄÁÖË (11) ÌßÊÒÉÅÓ ÈÀÅÉÓÖ×ÀËÉ ßÄÅÒÉÓ ÂÀÒÄÛÄ.
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ÌÀÛÀÓÀÃÀÌÄ, ÍÀÌÃÅÉËÉ ÃÀ ÊÏÌÐËÄØÓÖÒÉ ×ÏÒÌÉÓ ÔÒÉÂÏÍÏÌÄ-
ÔÒÉÖËÉ ÌßÊÒÉÅÉÓ ÏÒãÄÒ ÛÄÖÙËÄÁÀ ÉÞËÄÅÀ ÈÀÅÉÃÀÍ ÀÙÄÁÖË
ÌßÊÒÉÅÓ (−) ÍÉÛÍÉÈ ÍÖËÏÅÀÍÉ ÈÀÅÉÓÖ×ÀËÉ ßÄÅÒÉÈ.

ÔÒÉÂÏÍÏÌÄÔÒÉÖË (8) ÌßÊÒÉÅÓÀ ÃÀ ÌÉÓÓÀÃÌÉ ÛÄÖÙËÄÁÖË (9)
ÌßÊÒÉÅÓ ÛÏÒÉÓ ÊÀÅÛÉÒÉ, ÌÀÈÉ ÊÒÄÁÀÃÏÁÉÓ ÈÅÀËÓÀÆÒÉÓÉÈ, ÌÏÝÄ-
ÌÖËÉÀ ÐËÄÓÍÄÒÉÓ ÛÄÌÃÄÂÉ ÌÍÉÛÅÍÄËÏÅÀÍÉ ÈÄÏÒÄÌÉÈ: ÈÖ ÔÒÉ-
ÂÏÍÏÌÄÔÒÉÖËÉ (8) ÌßÊÒÉÅÉ ÊÒÄÁÀÃÉÀ ÆÏÌÀÃ ÒÀÉÌÄ E ⊂ [0, 2π]
ÓÉÌÒÀÅËÄÆÄ, ÌÀÛÉÍ ÌÉÓ ÌÉÌÀÒÈ ÛÄÖÙËÄÁÖËÉ (9) ÌßÊÒÉÅÉ ÊÒÄÁÀ-
ÃÉÀ ÈÉÈØÌÉÓ ÚÅÄËÂÀÍ E-ÆÄ ([7], ÂÅ. 605; [26]).





ÈÀÅÉ 2

×ÖÒÉÄÓ ÌßÊÒÉÅÈÀ ÆÏÂÀÃÉ ÓÀÊÉÈáÄÁÉ

1 ×ÖÒÉÄÓ ×ÏÒÌÖËÄÁÉ

ÅÈØÅÀÈ, ÍÀÌÃÅÉËÉ ×ÏÒÌÉÓ ÔÒÉÂÏÍÏÌÄÔÒÉÖËÉ ÌßÊÒÉÅÉ

a0
2

+

∞∑
k=1

(ak cos kx+ bk sin kx) (1)

ÈÀÍÀÁÒÀÃ ÊÒÄÁÀÃÉÀ (−∞,+∞) ÙÄÒÞÆÄ, ÒÏÌËÉÓ ãÀÌÉ ÀÙÅÍÉÛÍÏÈ
f(x)-ÉÈ. ÀÌÉÔÏÌ f ×ÖÍØÝÉÀ ÖßÚÅÄÔÉÀ [−π, π]-ÆÄ, 2π ÐÄÒÉÏÃÖËÉÀ
ÃÀ

f(x) =
a0
2

+

∞∑
k=1

(ak cos kx+ bk sin kx), −∞ < x < +∞. (2)

ÒÀÃÂÀÍ (2) ÌßÊÒÉÅÉ ÈÀÍÀÁÒÀÃ ÊÒÄÁÀÃÉÀ [−π, π] ÓÄÂÌÄÍÔÆÄ, ÀÌÉ-
ÔÏÌ ÌÀÒÈËÆÏÌÉÄÒÉÀ ÌÉÓÉ ßÄÅÒÏÁÒÉÅÉ ÉÍÔÄÂÒÄÁÀ, ÒÀÝ ÔÏËÏÁÄ-
ÁÉÓ (Éá. (3) ÔÏËÏÁÀÍÉ ÈÀÅÉ 1-ÉÓ §3-ÃÀÍ)

π∫
−π

cos kxdx = 0 =

π∫
−π

sin kxdx, k = 1, 2, 3, . . . (3)

ÂÀÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÉÈ ÌÏÂÅÝÄÌÓ

π∫
−π

f(x)dx =
a0
2

π∫
−π

dx+ 0 =
a0
2

· 2π = πa0.

25
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ÀÌÒÉÂÀÃ,

a0 =
1

π

π∫
−π

f(x)dx. (4)

ÀáËÀ (2) ÌßÊÒÉÅÉÓ ÂÀÌÒÀÅËÄÁÉÈ cosnx ×ÖÍØÝÉÀÆÄ, ÓÀÃÀÝ
n ≥ 1 ÒÀÉÌÄ ×ÉØÓÉÒÄÁÖËÉ ÒÉÝáÅÉÀ, ÌÉÅÉÙÄÁÈ ÔÏËÏÁÀÓ

f(x) cosnx =
a0
2
cosnx+

∞∑
k=1

(ak cos kx cosnx+ bk sin kx cosnx). (5)

ÃÀÅÀÌÔÊÉÝÏÈ, ÒÏÌ (5) ÌßÊÒÉÅÉÝ ÈÀÍÀÁÒÀÃ ÊÒÄÁÀÃÉÀ [−π, π]-ÆÄ.
ÀÌ ÌÉÆÍÉÈ ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ (1) ÌßÊÒÉÅÉÓ m-ÒÉ ÊÄÒÞÏ ãÀÌÉ

sm(x) =
a0
2

+
m∑
k=1

(ak cos kx+ bk sin kx). (6)

f(x)-ÓÊÄÍ (2) ÌßÊÒÉÅÉÓ ÈÀÍÀÁÒÀÃ ÊÒÄÁÀÃÏÁÉÓ ÂÀÌÏ [−π, π] ÓÄÂ-
ÌÄÍÔÆÄ, ÚÏÅÄË ε > 0 ÒÉÝáÅÓ ÄÈÀÍÀÃÄÁÀ ÍÀÔÖÒÀËÖÒÉ ÉÓÄÈÉ N
ÒÉÝáÅÉ, ÒÏÌ ÚÏÅÄËÉ x-ÉÓÈÅÉÓ [−π, π]-ÃÀÍ ÓÒÖËÃÄÁÀ ÖÔÏËÏÁÀ

|f(x)− sm(x)| < ε, ÒÏÝÀ m ≥ N. (7)

ÝáÀÃÉÀ, ÒÏÌ ÍÀÌÒÀÅËÉ sm(x) cosnx ßÀÒÌÏÀÃÂÄÍÓ (5) ÌßÊÒÉÅÉÓ
m-ÖÒ ÊÄÒÞÏ ãÀÌÓ ÃÀ

|f(x) cosnx− sm(x) cosnx| = |f(x)− sm(x)|| cosnx| ≤ ε

ÚÅÄËÀ x-ÉÓÈÅÉÓ [−π, π]-ÃÀÍ ÃÀ ÚÏÅÄËÉ m ≥ N ÒÉÝáÅÉÓÈÅÉÓ. ÄÓ
ÊÉ ÍÉÛÍÀÅÓ (5) ÌßÊÒÉÅÉÓ ÈÀÍÀÁÒÀÃ ÊÒÄÁÀÃÏÁÀÓ [−π, π]-ÆÄ. ÀÌÉÔÏÌ
ÌÀÒÈÄÁÖËÉÀ ÔÏËÏÁÀ

π∫
−π

f(x) cosnxdx =
a0
2

π∫
−π

cosnxdx+

+
∞∑
k=1

(
ak

π∫
−π

cos kx cosnxdx+ bk

π∫
−π

sin kx cosnxdx

)
. (8)

ÈÀÅÉ 1-ÉÓ §3-ÛÉ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉ ÔÏËÏÁÄÁÉÃÀÍ ÅÙÄÁÖËÏÁÈ, ÒÏÌ∫ π
−π cosnxdx = 0,

∫ π
−π sin kx cosnxdx = 0 ÚÏÅÄËÉ k-ÓÈÅÉÓ ÃÀ
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∫ π
−π cos kx cosnxdx = 0, ÒÏÝÀ k ̸= n. ÀÌÉÔÏÌ (8) ÔÏËÏÁÉÓ ÌÀÒãÅÄÍÀ

ÌáÀÒÄÛÉ ÃÀÂÅÒÜÄÁÀ ÄÒÈÀÃÄÒÈÉ ÛÄÓÀÊÒÄÁÉ an
∫ π
−π cosnx cosnxdx =

an
∫ π
−π cos

2 nxdx = an · π. ÌÀÛÀÓÀÃÀÌÄ, (8) ÔÏËÏÁÀÓ ÌÉÄÝÀ ÓÀáÄ∫ π
−π f(x) cosnxdx = an · π. ÀØÄÃÀÍ ÊÉ

an =
1

π

π∫
−π

f(x) cosnxdx, n = 1, 2, . . . . (9)

ÀÍÀËÏÂÉÖÒÉ ÌÓãÄËÏÁÉÈ ÌÉÅÉÙÄÁÈ ÔÏËÏÁÀÓ

bn =
1

π

π∫
−π

f(x) sinnxdx, n = 1, 2, . . . . (10)

ÒÀÃÂÀÍ ÔÏËÏÁÀ (4) ÌÉÉÙÄÁÀ (9) ÔÏËÏÁÉÓÀÂÀÍ, ÈÖ ÀÌ ÖÊÀÍÀÓÊÍÄ-
ËÛÉ ÀÅÉÙÄÁÈ n = 0 ÌÍÉÛÅÍÄËÏÁÀÓ, ÀÌÉÔÏÌ (4) ÃÀ (9) ×ÏÒÌÖËÄÁÉ
ÛÄÉÞËÄÁÀ ÂÀÄÒÈÉÀÍÃÄÓ ÀÓÄ

an =
1

π

π∫
−π

f(x) cosnxdx, n = 0, 1, 2, . . . . (11)

ÌÀÛÀÓÀÃÀÌÄ, ÃÀÌÔÊÉÝÃÀ ÛÄÌÃÄÂÉ

ÈÄÏÒÄÌÀ 1.1. ÈÖ ÍÀÌÃÅÉËÉ ×ÏÒÌÉÓ ÔÒÉÂÏÍÏÌÄÔÒÉÖËÉ ÌßÊÒÉÅÉ

a0
2

+

∞∑
n=1

(an cosnx+ bn sinnx) (12)

ÈÀÍÀÁÒÀÃ ÊÒÄÁÀÃÉÀ (−∞,+∞) ÙÄÒÞÆÄ f(x) ×ÖÍØÝÉÉÓÊÄÍ, ÌÀÛÉÍ
(12) ÌßÊÒÉÅÉÓ ÊÏÄ×ÉÝÉÄÍÔÄÁÉÓÈÅÉÓ ÀÃÂÉËÉ ÀØÅÓ ÔÏËÏÁÄÁÓ

an =
1

π

π∫
−π

f(x) cosnxdx, n = 0, 1, 2, . . . , (13)

bn =
1

π

π∫
−π

f(x) sinnxdx, n = 1, 2, . . . . (14)

ÀÍÖ, ÒÀÝ ÉÂÉÅÄÀ, (12) ÌßÊÒÉÅÉ ÀÒÉÓ f ×ÖÍØÝÉÉÓ ×ÖÒÉÄÓ ÌßÊ-
ÒÉÅÉ.

ÀÍÀËÏÂÉÖÒÀÃ ÃÀÌÔÊÉÝÃÄÁÀ, ÈÀÅÉ 1-ÉÓ §3-ÃÀÍ (12) ÔÏËÏÁÄÁÉÓ
ÂÀÌÏÚÄÍÄÁÉÈ, ÛÄÌÃÄÂÉ
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ÈÄÏÒÄÌÀ 1.2. ÈÖ ÊÏÌÐËÄØÓÖÒÉ ×ÏÒÌÉÓ ÔÒÉÂÏÍÏÌÄÔÒÉÖËÉ ÌßÊÒÉÅÉ

+∞∑
n=−∞

cne
inx (15)

ÓÉÌÄÔÒÉÖËÀÃ ÈÀÍÀÁÒÀÃ ÊÒÄÁÀÃÉÀ (−∞,+∞) ÙÄÒÞÆÄ φ(x) ×ÖÍØ-
ÝÉÉÓÊÄÍ, ÌÀÛÉÍ (15) ÌßÊÒÉÅÉÓ ÊÏÄ×ÉÝÉÄÍÔÄÁÉÓÈÅÉÓ ÌÀÒÈÄÁÖËÉÀ
ÔÏËÏÁÄÁÉ

cn =
1

2π

π∫
−π

φ(x)e−inxdx, n = 0,±1,±2, . . . . (16)

ÀÍÖ, (15) ÌßÊÒÉÅÉ ÀÒÉÓ φ ×ÖÍØÝÉÉÓ ×ÖÒÉÄÓ ÌßÊÒÉÅÉ.

ÛÄÍÉÛÅÍÀ 1.3. (13) ÃÀ (14) ×ÏÒÌÖËÄÁÉÓ ÌÉÓÀÙÄÁÀÃ ÀÖÝÉËÄÁÄËÉ
ÀÒÀÀ (1) ÌßÊÒÉÅÉÓ ÈÀÍÀÁÒÀÃ ÊÒÄÁÀÃÏÁÀ [−π, π] ÓÄÂÌÄÍÔÆÄ. ÈÖ
ÈÅÀËÓ ÂÀÅÀÃÄÅÍÄÁÈ ÀÌ ×ÏÒÌÖËÄÁÉÓ ÃÀÃÂÄÍÉÓÈÅÉÓ ÜÀÔÀÒÄÁÖË
ÌÓãÄËÏÁÄÁÓ, ÃÀÅÀÃÂÄÍÈ, ÒÏÌ (13) ÃÀ (14) ×ÏÒÌÖËÄÁÉÓ ÌÉÓÀÙÄÁÀÃ
ÓÀÊÌÀÒÉÓÉÀ ÛÄÌÃÄÂÉ ÐÉÒÏÁÄÁÉ:

1) f ×ÖÍØÝÉÀ ãÀÌÄÁÀÃÉÀ [−π, π] ÓÄÂÌÄÍÔÆÄ;
2) f ×ÖÍØÝÉÀ [−π, π] ÓÄÂÌÄÍÔÆÄ ßÀÒÌÏÃÂÄÍÉËÉÀ ÔÏËÏÁÉÈ

f(x) =
a0
2

+
∞∑
k=1

(ak cos kx+ bk sin kx), −π ≤ x ≤ π; (17)

3) ÌÀÒÈÄÁÖËÉÀ [−π, π] ÓÄÂÌÄÍÔÆÄ ßÄÅÒÏÁÒÉÅÉ ÉÍÔÄÂÒÄÁÀ (17)
ÌßÊÒÉÅÉÓ ÃÀ ÚÅÄËÀ ÉÌ ÌßÊÒÉÅÉÓ, ÒÏÌÄËÍÉÝ ÌÉÉÙÄÁÉÀÍ (17) ÌßÊ-
ÒÉÅÉÓ ÂÀÌÒÀÅËÄÁÉÈ cosnx ÃÀ sinnx ×ÖÍØÝÉÄÁÆÄ, n = 1, 2, . . . .

ÀÌÉÔÏÌ ÉÌ ÔÒÉÂÏÍÏÌÄÔÒÉÖËÉ ÌßÊÒÉÅÉÓ ÞÉÄÁÉÓÀÓ, ÒÏÌËÉÓ ãÀ-
ÌÉ ÉØÍÄÁÀ [−π, π] ÓÄÂÌÄÍÔÆÄ ãÀÌÄÁÀÃÉ f ×ÖÍØÝÉÀ, ÐÉÒÅÄË ÒÉÂÛÉ,
ÖÍÃÀ ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ ÉÓ ÔÒÉÂÏÍÏÌÄÔÒÉÖËÉ ÌßÊÒÉÅÉ, ÒÏÌËÉÓ ÊÏÄ×É-
ÝÉÄÍÔÄÁÉ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖËÉÀ (13) ÃÀ (14) ÔÏËÏÁÄÁÉÈ ÃÀ ÌáÏËÏÃ
ÀÌÉÓ ÛÄÌÃÄÂ ÂÀÅÀÒÊÅÉÏÈ ÀÒÉÓ ÈÖ ÀÒÀ ÀÓÄÈÉ ÔÒÉÂÏÍÏÌÄÔÒÉÖËÉ
ÌßÊÒÉÅÉÓ ãÀÌÉ f?

ÀØÅÄ ÀÙÅÍÉÛÍÏÈ, ÒÏÌ (13) ÃÀ (14) ×ÏÒÌÖËÄÁÛÉ ÉÍÔÄÂÒÄÁÀ
áÃÄÁÀ 2π ÐÄÒÉÏÃÖËÉ ×ÖÍØÝÉÄÁÉÓ. ÀÌÉÔÏÌ ÀÌ ×ÏÒÌÖËÄÁÛÉ [−π, π]
ÌÏÍÀÊÅÄÈÉ ÛÄÉÞËÄÁÀ ÛÄÉÝÅÀËÏÓ 2π ÓÉÂÒÞÉÓ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ ÌÏÍÀÊÅÄ-
ÈÉÈ ÀÍÖ¸ ÒÀÝ ÉÂÉÅÄÀ, (13) ÃÀ (14) ×ÏÒÌÖËÄÁÉÓ ÂÅÄÒÃÉÈ ÀÃÂÉËÉ
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ÀØÅÓ ÔÏËÏÁÄÁÓ

an = 1
π

∫ a+2π

a
f(x) cosnxdx (n = 0, 1, 2, . . . ),

bn = 1
π

∫ a+2π

a
f(x) sinnxdx (n = 1, 2, . . . ),

}
(18)

ÚÏÅÄËÉ a ∈ (−∞,+∞) ÒÉÝáÅÉÓÈÅÉÓ.
ÚÅÄËÀ×ÄÒÉ, ÒÀÝ ÀØ ÉÈØÅÀ, ÌÀÒÈÄÁÖËÉÀ (15) ÌßÊÒÉÅÉÓ ÃÀ (16)

ÊÏÄ×ÉÝÉÄÍÔÉÓ ÌÉÌÀÒÈÀÝ, ÝáÀÃÉÀ.
ÌÀÛÀÓÀÃÀÌÄ, ÂÀÍÓÀÊÖÈÒÄÁÖËÉ ÚÖÒÀÃÙÄÁÉÓ ÙÉÒÓÉÀ (1) ÃÀ (15)

ÓÀáÉÓ ÉÓ ÌßÊÒÉÅÄÁÉ, ÒÏÌÄËÈÀ ÊÏÄ×ÉÝÉÄÍÔÄÁÉ, ÛÄÓÀÁÀÌÉÓÀÃ, ÂÀ-
ÌÏÈÅËÉËÉÀ (13), (14) ÃÀ (16) ×ÏÒÌÖËÄÁÉÈ.

ÛÄÌÃÂÏÌÉ ÜÅÄÍÉ ÚÖÒÀÃÙÄÁÀ ÊÏÍÝÄÍÔÒÉÒÄÁÖËÉ ÉØÍÄÁÀ, ÞÉÒÉÈÀ-
ÃÀÃ, ÀÓÄÈÉ ÊÏÄ×ÉÝÉÄÍÔÄÁÉÓ ÌØÏÍÄ ÌßÊÒÉÅÄÁÆÄ.

2 ×ÖÒÉÄÓ ÔÒÉÂÏÍÏÌÄÔÒÉÖËÉ ÌßÊÒÉÅÉÓ ÝÍÄÁÀ

ÅÈØÅÀÈ, ÍÀÌÃÅÉËÉ ÀÍ ÊÏÌÐËÄØÓÖÒÉ ÌÍÉÛÅÍÄËÏÁÄÁÉÓ ÌØÏÍÄ f
×ÖÍØÝÉÀ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖËÉÀ ÍÀÌÃÅÉË (−∞,+∞) ÙÄÒÞÆÄ ÃÀ ÀÒÉÓ 2π
ÐÄÒÉÏÃÖËÉ, ÒÀÝ ÍÉÛÍÀÅÓ f(x + 2π) = f(x) ÔÏËÏÁÉÓ ÛÄÓÒÖËÄ-
ÁÀÓ ÚÏÅÄËÉ x ∈ (−∞,+∞) ÌÍÉÛÅÍÄËÏÁÉÓÈÅÉÓ. ÀÓÄÈ ÛÄÌÈáÅÄÅÀ-
ÛÉ, ÀÃÂÉËÉ ÀØÅÓ ÔÏËÏÁÀÓÀÝ f(x + 2nπ) = f(x) ÚÏÅÄËÉ ÌÈÄËÉ
n = ±1,±2, . . . ÌÍÉÛÅÍÄËÏÁÉÓÈÅÉÓ.

ÀÌÉÓ ÂÀÌÏ, 2π ÐÄÒÉÏÃÖËÉ ×ÖÍØÝÉÄÁÉ ÞÉÒÉÈÀÃÀÃ ÌÏÉÝÄÌÀ 2π
ÓÉÂÒÞÉÓ ÒÀÉÌÄ ÉÍÔÄÒÅÀËÆÄ ÃÀ ÛÄÌÃÂÏÌ áÃÄÁÀ ÌÉÓÉ 2π ÐÄÒÉÏÃÉÈ
ÂÀÂÒÞÄËÄÁÀ ÀÙÄÁÖËÉ ÉÍÔÄÒÅÀËÉÓ ÂÀÒÄÈ. ÖÌÒÀÅËÄÓ ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉ,
ÞÉÒÉÈÀÃÉ ÉÍÔÄÒÅÀËÉÀ (−π, π) ÀÍ (0, 2π).

ÀáËÀ ÛÄÌÏÅÉÙÏÈ ×ÖÒÉÄÓ ÀÍÀËÉÆÉÓÈÅÉÓ ÖÌÍÉÛÅÍÄËÏÅÀÍÄÓÉ
ÝÍÄÁÀ−×ÖÒÉÄÓ ÔÒÉÂÏÍÏÌÄÔÒÉÖËÉ ÌßÊÒÉÅÉÓ ÝÍÄÁÀ.

ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÀ 2.1 (×ÖÒÉÄ, 1805 ß.). [−π, π] ÓÄÂÌÄÍÔÆÄ ãÀÌÄÁÀÃÉ1 ÃÀ
2π ÐÄÒÉÏÃÖËÉ f ×ÖÍØÝÉÉÓ ×ÖÒÉÄÓ ÔÒÉÂÏÍÏÌÄÔÒÉÖËÉ ÌßÊÒÉÅÉ
ÍÀÌÃÅÉËÉ ×ÏÒÌÉÓ ÄßÏÃÄÁÀ ÔÒÉÂÏÍÏÌÄÔÒÉÖË ÌßÊÒÉÅÓ

a0
2

+

∞∑
n=1

(an cosnx+ bn sinnx), (1)

áÏËÏ a0, an ÃÀ bn (n = 1, 2, . . . ) ÒÉÝáÅÄÁÓ ÊÉ ÄßÏÃÄÁÀÈ f ×ÖÍØÝÉ-
ÉÓ ×ÖÒÉÄÓ ÍÀÌÃÅÉËÉ ×ÏÒÌÉÓ ÊÏÄ×ÉÝÉÄÍÔÄÁÉ ÃÀ ÉÓÉÍÉ ÌÏÉÝÄÌÉÀÍ

1ÊÏÌÐËÄØÓÖÒÉ ×ÖÍØÝÉÉÓ ãÀÌÄÁÀÃÏÁÀ ÒÀÉÌÄ ÉÍÔÄÒÅÀËÆÄ ÍÉÛÍÀÅÓ ÌÉÓÉ ÍÀÌÃÅÉËÉ
ÃÀ ßÀÒÌÏÓÀáÅÉÈÉ ÍÀßÉËÄÁÉÓ ãÀÌÄÁÀÃÏÁÀÓ ÉÌÀÅÄ ÉÍÔÄÒÅÀËÆÄ.
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ÛÄÌÃÄÂÉ ÔÏËÏÁÄÁÉÈ

an =
1

π

π∫
−π

f(x) cosnxdx, bn =
1

π

π∫
−π

f(x) sinnxdx. (2)

ÉÌÉÓ ÌÉÓÀÍÉÛÍÄÁËÀÃ, ÒÏÌ (1) ÌßÊÒÉÅÉ ÀÒÉÓ f ×ÖÍØÝÉÉÓ ×ÖÒÉÄÓ
ÌßÊÒÉÅÉ, ßÄÒÄÍ

f ∼ a0
2

+
∞∑
n=1

(an cosnx+ bn sinnx) (3)

ÀÍ ÀÓÄ

S[f ] =
a0
2

+
∞∑
n=1

(an cosnx+ bn sinnx). (4)

ÝáÀÃÉÀ, ÒÏÌ f ×ÖÍØÝÉÉÓ ×ÖÒÉÄÓ an ÃÀ bn ÊÏÄ×ÉÝÉÄÍÔÄÁÉ
ÉØÍÄÁÉÀÍ ÍÀÌÃÅÉËÉ ÀÍ ÊÏÌÐËÄØÓÖÒÉ ÒÉÝáÅÄÁÉ ÉÌÉÓ ÌÉáÄÃÅÉÈ, f
×ÖÍØÝÉÀ ÍÀÌÃÅÉËÉÀ ÈÖ ÊÏÌÐËÄØÓÖÒÉ.

ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÀ 2.2. [−π, π] ÓÄÂÌÄÍÔÆÄ ãÀÌÄÁÀÃÉ ÃÀ 2π ÐÄÒÉÏÃÖËÉ f
×ÖÍØÝÉÉÓ ×ÖÒÉÄÓ ÔÒÉÂÏÍÏÌÄÔÒÉÖËÉ ÌßÊÒÉÅÉ ÊÏÌÐËÄØÓÖÒÉ ÀÍÖ
ÄØÓÐÏÍÄÍÔÖÒÉ ×ÏÒÌÉÓ ÄßÏÃÄÁÀ ''ÏÒÌáÒÉÅ ÖÓÀÓÒÖËÏ'' ÌßÊÒÉÅÓ

+∞∑
n=−∞

cne
inx, (5)

ÓÀÃÀÝ ×ÖÒÉÄÓ ÊÏÌÐËÄØÓÖÒÉ ×ÏÒÌÉÓ cn ÊÏÄ×ÉÝÉÄÍÔÄÁÉ ÌÏÉÝÄÌÀ
ÔÏËÏÁÄÁÉÈ

cn =
1

2π

π∫
−π

f(x)einxdx, n = 0,±1,±2, . . . (6)

ÃÀ ßÄÒÄÍ

f ∼
+∞∑

n=−∞
cne

inx (7)

ÀÍ

S[f ] =
+∞∑

n=−∞
cne

inx. (8)
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ÌÀÛÀÓÀÃÀÌÄ, (3) ÃÀ (7) ÃÀÌÏÊÉÃÄÁÖËÄÁÄÁÛÉ ÓÉÌÁÏËÏ ∼ ÌÉ-
ÀÍÉÛÍÄÁÓ ÌáÏËÏÃ ÉÌÀÓ, ÒÏÌ ÀÌ ÃÀÌÏÊÉÃÄÁÖËÄÁÄÁÉÓ ÌÀÒãÅÄÍÀ
ÌáÀÒÄ ÀÍÖ, ÒÀÝ ÉÂÉÅÄÀ (4) ÃÀ (8) ÌßÊÒÉÅÄÁÉ, ÓÉÌÁÏËÖÒÀÃ S[f ],
ÛÄÃÂÄÍÉËÉÀ ×ÏÒÌÀËÖÒÀÃ f ×ÖÍØÝÉÉÓ ×ÖÒÉÄÓ an, bn ÃÀ cn ÊÏ-
Ä×ÉÝÉÄÍÔÄÁÉÓÂÀÍ ÛÄÓÀÁÀÌÉÓÀÃ.

ÒÀÃÂÀÍ (2) ÃÀ (6) ÊÏÄ×ÉÝÉÄÍÔÄÁÉ ÜÀßÄÒÉËÉÀ ËÄÁÄÂÉÓ ÀÆÒÉÈ
ÉÍÔÄÂÒÄÁÀÃÉ f ×ÖÍØÝÉÉÓÈÅÉÓ ÀÍÖ, ÒÀÝ ÉÂÉÅÄÀ ãÀÌÄÁÀÃÉ f ×ÖÍØ-
ÝÉÉÓÈÅÉÓ, ÀÌÉÔÏÌ (4) ÃÀ (8) ÌßÊÒÉÅÄÁÓ ÄßÏÃÄÁÀÈ ×ÖÒÉÄ-ËÄÁÄÂÉÓ
ÌßÊÒÉÅÉ, ÀÍÖ, ÌÏÊËÄÃ ×ÖÒÉÄÓ ÌßÊÒÉÅÉ ÍÀÌÃÅÉËÉ ÃÀ ÊÏÌÐËÄØÓÖÒÉ
×ÏÒÌÉÓÀ f ×ÖÍØÝÉÉÓÈÅÉÓ.

ÀÌÒÉÂÀÃ, f ×ÖÍØÝÉÉÓ S[f ] ÌßÊÒÉÅÉÓ an, bn ÃÀ cn ÊÏÄ×ÉÝÉÄÍÔÄÁÉ
ÂÀÌÏÈÅËÉËÉÀ ÞÉÒÉÈÀÃ ÐÄÒÉÏÃÆÄ ãÀÌÄÁÀÃÉ f ×ÖÍØÝÉÉÓÈÅÉÓ.

ÂÀÒÃÀ ÀÌÉÓÀ, S[f ] ÌßÊÒÉÅÉÓÀÃÌÉ ÛÄÖÙËÄÁÖËÉ (9) ÃÀ (12) ÌßÊ-

ÒÉÅÄÁÉ (ÈÀÅÉ 1-ÉÓ §5-ÃÀÍ) ÀÙÉÍÉÛÍÄÁÀ ÓÉÌÁÏËÏÈÉ S̃[f ]. ÉØÅÄ ÀÙ-
ÍÉÛÍÖËÉÀ ×ÀØÔÉ ÉÌÉÓ ÛÄÓÀáÄÁ, ÒÏÌ ÏÒãÄÒ ÛÄÖÙËÄÁÀ ÉÞËÄÅÀ
(−) ÍÉÛÍÉÈ ÀÙÄÁÖË ÓÀßÚÉÓ S[f ] ÌßÊÒÉÅÓ ÍÖËÏÅÀÍÉ ÈÀÅÉÓÖ×ÀËÉ
ßÄÅÒÉÈ.

ÛÄÍÉÛÅÍÀ 2.3. ÌÏÝÄÌÖËÉ f ×ÖÍØÝÉÉÓÈÅÉÓ ×ÖÒÉÄÓ S[f ] ÌßÊÒÉÅÉÓ
ÓÀáÄÓ ÀÍÖ S[f ] ÌßÊÒÉÅÉÓ ÊÏÄ×ÉÝÉÄÍÔÄÁÓ f-ÈÀÍ ÄÒÈÀÃ ÂÀÍÓÀÆÙÅ-
ÒÀÅÓ ÉÓ ÉÍÔÄÒÅÀËÉÝ, ÒÏÌÄËÆÄÝ ÖÍÃÀ ÂÀÉÛÀËÏÓ f ×ÖÍØÝÉÀ ×Ö-
ÒÉÄÓ S[f ] ÌßÊÒÉÅÀÃ. ÓÀÈÀÍÀÃÏ ÌÀÂÀËÉÈÄÁÉ ÌÏÝÄÌÖËÉ ÉØÍÄÁÀ ÈÀÅÉ
4-ÃÀÍ §18-ÛÉ.

3 ËÖß ÃÀ ÊÄÍÔ ×ÖÍØÝÉÀÈÀ ×ÖÒÉÄÓ ÌßÊÒÉÅÄÁÉ

1. ÅÈØÅÀÈ, [−π, π] ÓÄÂÌÄÍÔÆÄ ãÀÌÄÁÀÃÉ f ×ÖÍØÝÉÀ ËÖßÉÀ ÀÍÖ
f-ÉÓ 2π ÐÄÒÉÏÃÉÈ ÂÀÂÒÞÄËÄÁÖËÉ ×ÖÍØÝÉÀÀ ËÖßÉ (−∞,+∞)-ÆÄ.
f ÃÀ cosnx (n = 0, 1, . . . ) ×ÖÍØÝÉÄÁÉÓ ËÖßÏÁÉÓ ÂÀÌÏ ÍÀÌÒÀÅËÉ
f(x) cosnx ËÖßÉÀ, áÏËÏ f(x) sinnx ÊÉ ÊÄÍÔÉÀ sinnx, n = 1, 2, . . .
×ÖÍØÝÉÉÓ ÊÄÍÔÏÁÉÓ ÂÀÌÏ (Éá. ÈÀÅÉ 1, §1, 1.4 ÃÀ 1.5 ÌÔÊÉÝÄÁÀÍÉ).

ÀáËÀ f ×ÖÍØÝÉÉÓ ×ÖÒÉÄÓ

an =
1

π

π∫
−π

f(x) cosnxdx ÃÀ bn =
1

π

π∫
−π

f(x) sinnxdx (1)

ÊÏÄ×ÉÝÉÄÍÔÄÁÉÓ (Éá. ÈÀÅÉ 2, §2-ÉÓ ÔÏËÏÁÀÍÉ (2)) ÌÉÌÀÒÈ f cosnx-
ÉÓ ËÖßÏÁÉÓ ÃÀ f(x) sinnx ÊÄÍÔÏÁÉÓ (Éá. ÈÀÅÉ 1, §1, ÌÔÊÉÝÄÁÀÍÉ
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1.6 ÃÀ 1.7) ÂÀÌÏÚÄÍÄÁÉÈ ÌÉÅÉÙÄÁÈ

an =
2

π

π∫
0

f(x) cosnxdx (n = 1, 2, . . . ), (2)

bn = 0 (n = 1, 2, . . . ) . (3)

ÀÌÒÉÂÀÃ, ËÖßÉ f ×ÖÍØÝÉÉÓ ×ÖÒÉÄÓ ÌßÊÒÉÅÉ ÛÄÃÂÄÁÀ ÌáÏËÏÃ
ÊÏÓÉÍÖÓÄÁÉÓÂÀÍ, Ä.É.

f ∼ a0
2

+

∞∑
n=1

an cosnx, (4)

ÓÀÃÀÝ ×ÖÒÉÄÓ an ÊÏÄ×ÉÝÉÄÍÔÄÁÉ ÌÏÉÝÄÌÀ (2) ÔÏËÏÁÄÁÉÈ.
2. ÀáËÀ ÅÈØÅÀÈ, f ÀÒÉÓ [−π, π] ÓÄÂÌÄÍÔÆÄ ãÀÌÄÁÀÃÉ ÊÄÍ-

ÔÉ ×ÖÍØÝÉÀ ÀÍÖ ÊÄÍÔÉÀ ÌÉÓÉ 2π ÐÄÒÉÏÃÖËÉ ÂÀÂÒÞÄËÄÁÀ. cosnx
(n = 0, 1, 2, . . . ) ×ÖÍØÝÉÉÓ ËÖßÏÁÉÓ ÃÀ f-ÉÓ ÊÄÍÔÏÁÉÓ ÂÀÌÏ ÍÀÌÒÀ-
ÅËÉ f(x) cosnx ÊÄÍÔÉ ×ÖÍØÝÉÀÀ, áÏËÏ f(x) sinnx ËÖßÉÀ sinnx-ÉÓ
ÊÄÍÔÏÁÉÓ ÂÀÌÏ (Éá. ÈÀÅÉ 1, §1, 1.4. ÃÀ 1.5. ÌÔÊÉÝÄÁÀÍÉ). ÀáËÀ
f(x) cosnx-ÉÓ ÊÄÍÔÏÁÉÓ ÂÀÌÏ ÃÀ f(x) sinnx-ÉÓ ËÖßÏÁÉÓ ÂÀÈÅÀ-
ËÉÓßÉÍÄÁÉÈ, (1) ÔÏËÏÁÄÁÉ ÌÉÉÙÄÁÄÍ (Éá. ÈÀÅÉ 1, §1, 1.7 ÃÀ 1.6
ÌÔÊÉÝÄÁÖËÄÁÀÍÉ) ÓÀáÄÓ

an = 0 (n = 0, 1, 2, . . . ), (5)

bn =
2

π

π∫
0

f(x) sinnxdx (n = 1, 2, . . . ). (6)

ÌÀÛÀÓÀÃÀÌÄ, ÊÄÍÔÉ f ×ÖÍØÝÉÉÓ ×ÖÒÉÄÓ ÌßÊÒÉÅÉ ÛÄÉÝÀÅÓ ÌáÏ-
ËÏÃ ÓÉÍÖÓÄÁÓ, Ä.É.

f ∼
∞∑
n=1

bn sinnx, (7)

ÓÀÃÀÝ ×ÖÒÉÄÓ bn ÊÏÄ×ÉÝÉÄÍÔÄÁÉ ÌÏÝÄÌÖËÉÀ (6) ÔÏËÏÁÄÁÉÈ

ÛÄÍÉÛÅÍÀ 3.1. (7) ÃÀÌÏÊÉÃÄÁÖËÄÁÉÃÀÍ ÀÛÊÀÒÀÀ, ÒÏÌ ÊÄÍÔÉ ×Ö-
ÍØÝÉÉÓ ×ÖÒÉÄÓ ÌßÊÒÉÅÉ ÊÒÄÁÀÃÉÀ ÍÖËÉÓÊÄÍ x = kπ ßÄÒÔÉËÄ-
ÁÛÉ, ÌÉÖáÄÃÀÅÀÃ ÉÌÉÓÀ, ÍÖËÉÀ ÈÖ ÀÒÀ ÌÍÉÛÅÍÄËÏÁÀÍÉ f(kπ),
k = 0,±1,±2, . . . .

3. ÀÒÉÓ ÛÄÌÈáÅÄÅÄÁÉ, ÒÏÝÀ ÓÀàÉÒÏÀ [0, π] ÓÄÂÌÄÍÔÆÄ ãÀÌÄÁÀÃÉ
f ×ÖÍØÝÉÉÓ ÂÀÛËÀ ×ÖÒÉÄÓ ÉÓÄÈ ÌßÊÒÉÅÀÃ, ÒÏÌÄËÉÝ ÛÄÃÂÄÁÀ
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ÌáÏËÏÃ ÊÏÓÉÍÖÓÄÁÉÓÂÀÍ ÀÍ ÌáÏËÏÃ ÓÉÍÖÓÄÁÉÓÂÀÍ ÀÍÖ, ÌÏÊËÄÃ,
ÓÀàÉÒÏÀ f-ÉÓ ÂÀÛËÀ ×ÖÒÉÄ-ÊÏÓÉÍÖÓ ÌßÊÒÉÅÀÃ ÀÍ ×ÖÒÉÄ-ÓÉÍÖÓ
ÌßÊÒÉÅÀÃ. ÏÒÉÅÄ ÄÓ ÛÄÌÈáÅÄÅÀ ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ ÝÀË-ÝÀËÊÄ.

ÒÏÂÏÒÝ ÆÄÌÏÈ ÅÍÀáÄÈ, ×ÖÒÉÄ-ÊÏÓÉÍÖÓ ÌßÊÒÉÅÉ ÛÄÄÓÀÁÀÌÄÁÀ
ËÖß ×ÖÍØÝÉÀÓ. ÀÌÉÔÏÌ ÌÏÅÀáÃÉÍÏÈ f-ÉÓ ËÖßÏÁÉÈ ÂÀÂÒÞÄËÄÁÀ
[−π, 0] ÓÄÂÌÄÍÔÆÄ ÔÏËÏÁÉÈ f(−x) = f(x), ÒÏÝÀ 0 ≤ x ≤ π. ÀÌ
ÂÆÉÈ ÌÉÙÄÁÖËÉ ''ÂÀÂÒÞÄËÄÁÖËÉ'' ×ÖÍØÝÉÀ ËÖßÉÀ [−π, π]-ÆÄ ÃÀ
ÆÄÌÏÈ ÜÀÔÀÒÄÁÖËÉ ÌÓãÄËÏÁÉÈ ÌÉÅÉÙÄÁÈ bn = 0 (n = 1, 2, . . . ) ÃÀ

an =
2

π

π∫
0

f(x) cosnxdx (n = 0, 1, 2, . . . ). (8)

ÒÏÂÏÒÝ ÅáÄÃÀÅÈ, (8) ÔÏËÏÁÀÛÉ ÌÏÍÀßÉËÄÏÁÓ f-ÉÓ ÌÍÉÛÅÍÄ-
ËÏÁÀÍÉ ÌáÏËÏÃ [0, π]-ÆÄ. ÌÀÛÀÓÀÃÀÌÄ, ×ÀØÔÏÁÒÉÅÀÃ, ÛÄÂÅÉÞËÉÀ
ÀÒ ÌÏÅÀáÃÉÍÏÈ f-ÉÓ ËÖßÏÁÉÈ ÂÀÂÒÞÄËÄÁÀ [−π, 0]-ÆÄ.

ÈÖÊÉ ÜÅÄÍ ÂÅÉÍÃÀ [0, π]-ÆÄ ãÀÌÄÁÀÃÉ ÉÂÉÅÄ f ×ÖÍØÝÉÀ ÂÀÅÛÀ-
ËÏÈ ×ÖÒÉÄ-ÓÉÍÖÓ ÌßÊÒÉÅÀÃ, ÌÀÛÉÍ f ×ÖÍØÝÉÀ ÖÍÃÀ ÂÀÅÀÂÒÞÄËÏÈ
[−π, 0]-ÆÄ ÊÄÍÔÏÁÉÈ, Ä.É. f(−x) = −f(x), ÒÏÝÀ 0 ≤ x ≤ π.

ÊÄÍÔÏÁÉÃÀÍ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄ, ÂÀÂÒÞÄËÄÁÖË ×ÖÍØÝÉÀÓ ÖÍÃÀ ÌÉÅÀ-
ÍÉàÏÈ ÈÅÉÓÄÁÀ f(0) = 0. ÂÀÂÒÞÄËÄÁÖËÉ ÊÄÍÔÉ ×ÖÍØÝÉÉÓ ÌÉÌÀÒÈ
ÆÄÌÏÈ ÜÀÔÀÒÄÁÖËÉ ÌÓãÄËÏÁÉÈ ÌÉÅÉÙÄÁÈ an = 0 (n = 0, 1, 2, . . . )
ÃÀ

bn =
2

π

π∫
0

f(x) sinnxdx (n = 1, 2, . . . ). (9)

(9) ÔÏËÏÁÀ ÂÅÉÜÅÄÍÄÁÓ, ÒÏÌ f ×ÖÍØÝÉÉÓ ÊÄÍÔÏÁÉÈ ÂÀÂÒÞÄËÄÁÀ
[0, π] ÓÄÂÌÄÍÔÉÃÀÍ [−π, 0]-ÆÄ ÓÀÅÀËÃÄÁÖËÏ ÀÒÀÀ.

4 ×ÖÒÉÄÓ ÌßÊÒÉÅÉ 2l ÐÄÒÉÏÃÉÓ ×ÖÍØÝÉÉÓÈÅÉÓ

ÀØÀÌÃÄ ÜÅÄÍ ÅÉáÉËÀÅÃÉÈ (−∞,+∞) ÙÄÒÞÆÄ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖË 2π
ÐÄÒÉÏÃÖË ×ÖÍØÝÉÄÁÓ, ÒÏÌÄËÍÉÝ ãÀÌÄÁÀÃÍÉ ÀÒÉÀÍ ÐÄÒÉÏÃÆÄ ÀÍÖ
ÀÌ ×ÖÍØÝÉÄÁÓ ÐÄÒÉÏÃÆÄ ãÀÌÄÁÀÃÏÁÀÓÈÀÍ ÄÒÈÀÃ ÀØÅÈ ÈÅÉÓÄÁÀ
f(x+ 2π) = f(x) ÚÏÅÄË x ∈ (−∞,+∞) ßÄÒÔÉËÆÄ.

ÀáËÀ ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ 2l ÓÉÂÒÞÉÓ ÌÏÍÀÊÅÄÈÆÄ ãÀÌÄÁÀÃÉ ÃÀ 2l ÐÄ-
ÒÉÏÃÖËÉ ×ÖÍØÝÉÄÁÉ ÀÍÖ f(x) ×ÖÍØÝÉÀÓ 2l ÓÉÂÒÞÉÓ ÌÏÍÀÊÅÄÈÆÄ
ãÀÌÄÁÀÃÏÁÀÓÈÀÍ ÄÒÈÀÃ ÚÏÅÄË x ∈ (−∞,+∞) ßÄÒÔÉËÆÄ ÀØÅÓ
ÈÅÉÓÄÁÀ f(x + 2l) = f(x), ÓÀÃÀÝ l > 0 ÒÀÉÌÄ ÌÖÃÌÉÅÉÀ f ×ÖÍØ-
ÝÉÉÓÈÅÉÓ. ÛÄÌÏÅÉÙÏÈ ÀáÀËÉ t ÝÅËÀÃÉ ÔÏËÏÁÉÈ t = π

l x. ÒÏÝÀ
−l ≤ x ≤ l, ÌÀÛÉÍ −π ≤ t ≤ π.
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[−π, π] ÓÄÂÌÄÍÔÆÄ ãÀÌÄÁÀÃÉ φ(t) = f( lπ t) ×ÖÍØÝÉÀ 2π ÐÄÒÉ-
ÏÃÖËÉÝÀÀ. ÌÀÒÈËÀÝ, φ(t + 2π) = f [ lπ (t + 2π)] = f( lπ t +

l
π2π) =

f( lπ t+ 2l) = f( lπ t) = φ(t).
ÀáËÀ ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ φ ×ÖÍØÝÉÉÓ ÛÄÓÀÁÀÌÉÓÉ ×ÖÒÉÄÓ S[φ] ÌßÊ-

ÒÉÅÉ

φ ∼ a0
2

+
∞∑
n=1

(an cosnt+ bn sinnt),

ÓÀÃÀÝ

an =
1

π

π∫
−π

φ(t) cosntdt, bn =
1

π

π∫
−π

φ(t) sinntdt.

ÌÀÂÒÀÌ

an =
1

π

π∫
−π

f
( l
π
t
)
cosntdt ÃÀ

l

π
t = x.

ÀÌÉÔÏÌ

an =
1

π

l∫
−l

f(x) · π
l
cosn

π

l
xdx =

1

l

l∫
−l

f(x) cosn
π

l
xdx

ÃÀ φ(t) = f(x). ÌÀÛÀÓÀÃÀÌÄ, ÂÅÀØÅÓ

f ∼ a0
2

+
∞∑
n=1

(an cosn
π

l
x+ bn sinn

π

l
x), (1)

ÓÀÃÀÝ

an =
1

l

l∫
−l

f(x) cosn
π

l
xdx, bn =

1

l

l∫
−l

f(x) sinn
π

l
xdx. (2)

ÛÄÍÉÛÅÍÀ 4.1. ÈÖ f ×ÖÍØÝÉÀ ÀÒ ÀÒÉÓ ÐÄÒÉÏÃÖËÉ, ÌÀÂÒÀÌ ãÀÌÄÁÀ-
ÃÉÀ ÒÀÉÌÄ [a, b] ÓÄÂÌÄÍÔÆÄ, ÓÀÃÀÝ −π < a < b < π, ÌÀÛÉÍ ÒÏÂÏÒ
ÛÄÅÀÃÂÉÍÏÈ f-ÉÓÈÅÉÓ ×ÖÒÉÄÓ ÌßÊÒÉÅÉ?

ÀÌ ÌÉÆÍÉÈ ÛÄÂÅÉÞËÉÀ ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ [−π, π] ÓÄÂÌÄÍÔÆÄ ãÀÌÄÁÀ-
ÃÉ ÒÀÉÌÄ φ ×ÖÍØÝÉÀ, ÒÏÌÄËÓÀÝ ÌÏÄÈáÏÅÄÁÀ ÄÒÈÀÃÄÒÈÉ ÐÉÒÏÁÀ
φ(x) = f(x), ÒÏÝÀ a ≤ x ≤ b ÀÍÖ f ÀÒÉÓ φ-Ó ÛÄÆÙÖÃÅÀ [a, b]-ÆÄ.



5. ÞÉÒÉÈÀÃÉ ÐÒÏÁËÄÌÄÁÉ ×ÖÒÉÄÓ ÌßÊÒÉÅÄÁÆÄ 35

ÀÌÉÓ ÛÄÌÃÄÂ ÊÉ ÌÏÅÀáÃÄÍÈ φ ×ÖÍØÝÉÉÓ 2π ÐÄÒÉÏÃÉÈ ÂÀÂÒÞÄËÄÁÀÓ
(−∞,+∞)-ÆÄ.

ÀÌÂÅÀÒÀÃ, ÜÅÄÍ ÅÙÄÁÖËÏÁÈ [−π, π] ÓÄÂÌÄÍÔÆÄ ãÀÌÄÁÀÃ ÖÀÌÒÀÅ
×ÖÍØÝÉÀÓ, ÒÏÌËÄÁÉÝ [a, b]-ÆÄ ÄÌÈáÅÄÅÉÀÍ f-Ó. ÈÉÈÏÄÖË ÀÓÄÈ φ
×ÖÍØÝÉÀÓ ÛÄÄÓÀÁÀÌÄÁÀ ×ÖÒÉÄÓ S[φ] ÌßÊÒÉÅÉ.

ÛÄÌÃÂÏÌÛÉ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉ ÉØÍÄÁÀ ËÏÊÀËÉÆÄÁÉÓ ÒÉÌÀÍÉÓ ÖÌ-
ÍÉÛÅÍÄËÏÅÀÍÄÓÉ ÐÒÉÍÝÉÐÉ (Éá. ÈÀÅÉ 4, §6 ), ÒÏÌËÉÓ ÈÀÍÀáÌÀÃ
ÚÅÄËÀ ÄÓ S[φ] ÌßÊÒÉÅÉ ÄÒÈÉ ÃÀ ÉÂÉÅÄ ÈÅÉÓÄÁÉÓÀÀ (a, b)-ÛÉ ÀÙÄ-
ÁÖË ÚÏÅÄË ßÄÒÔÉËÆÄ ÌÉÓÉ ÊÒÄÁÀÃÏÁÉÓ ÈÅÀËÓÀÆÒÉÓÉÈ: x ∈ (a, b)
ßÄÒÔÉËÆÄ ÀÍ ÚÅÄËÀ ÊÒÄÁÀÃÉÀ ÀÍ ÚÅÄËÀ ÂÀÍÛËÀÃÉÀ.

5 ÞÉÒÉÈÀÃÉ ÐÒÏÁËÄÌÄÁÉ ×ÖÒÉÄÓ ÌßÊÒÉÅÄÁÆÄ

ÐÄÒÉÏÃÆÄ ãÀÌÄÁÀÃÉ f ×ÖÍØÝÉÉÓ ×ÖÒÉÄÓ S[f ] ÌßÊÒÉÅÉÓ ÌÉÌÀÒÈ
ÉÓÌÉÓ ÌÒÀÅÀËÉ ÐÒÏÁËÄÌÀ ÃÀ ÌÀÈ ÛÏÒÉÓÀÀ:

1) ßÄÒÔÉËÏÅÍÀÃ ÊÒÄÁÀÃÉÀ ÈÖ ÀÒÀ S[f ] ÌßÊÒÉÅÉ;
2) ÈÖ S[f ] ÌßÊÒÉÅÉ ßÄÒÔÉËÏÅÍÀÃ ÊÒÄÁÀÃÉÀ, ÌÀÛÉÍ ÀÌ ÌßÊÒÉÅÉÓ

ãÀÌÉ ÒÀ ÊÀÅÛÉÒÛÉÀ f ×ÖÍØÝÉÀÓÈÀÍ;
3) ÈÖ f ×ÖÍØÝÉÀ ÄÊÖÈÅÍÉÓ ÒÏÌÄËÉÌÄ Lp ÊËÀÓÓ, ÌÀÛÉÍ ÒÀ

ÛÄÉÞËÄÁÀ ÉÈØÅÀÓ S[f ] ÌßÊÒÉÅÉÓ ÊÒÄÁÀÃÏÁÉÓ ÛÄÓÀáÄÁ Lp-ÍÏÒÌÉÈ;
4) S[f ] ÌßÊÒÉÅÉÓ ÀÒÀÊÒÄÁÀÃÏÁÉÓ ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉ ÌÉÈÉÈÄÁÖË ÉØ-

ÍÀÓ ''ÂÀÍÆÏÂÀÃÄÁÖËÉ ãÀÌÉÓ'' ÌÏÞÄÁÍÉÓ ßÄÓÄÁÉ, Ä.ß. ÛÄãÀÌÄÁÀÃÏÁÉÓ
ÌÄÈÏÃÄÁÉ. ÈÀÍÀÝ ÓÀÓÖÒÅÄËÉÀ ''ÂÀÍÆÏÂÀÃÄÁÖËÉ ãÀÌÉ'' ÃÀÄÌÈáÅÄÓ
S[f ] ÌßÊÒÉÅÉÓ ãÀÌÓ, ÒÏÝÀ S[f ] ÊÒÄÁÀÃÉÀ. ÛÄãÀÌÄÁÀÃÏÁÉÓ ÀÓÄÈ
ÌÄÈÏÃÓ ÄßÏÃÄÁÀ ÒÄÂÖËÀÒÖËÉ;

5) ÈÖ ÌÏÝÄÌÖËÉÀ ÒÉÝáÅÈÀ ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÀ ÃÀ ÝÍÏÁÉËÉÀ, ÒÏÌ
ÄÓ ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÀ ßÀÒÌÏÀÃÂÄÍÓ ãÀÌÄÁÀÃÉ ÒÀÙÀÝ ×ÖÍØÝÉÉÓ ×ÖÒÉÄÓ
ÊÏÄ×ÉÝÉÄÍÔÄÁÓ, ÌÀÛÉÍ ÛÄÉÞËÄÁÀ ÈÖ ÀÒÀ ÀÌ ×ÖÍØÝÉÉÓ ÐÏÅÍÀ?

ÂÀÒÃÀ ÀØ ÜÀÌÏÈÅËÉËÉÓÀ, ÅÒÝËÀÃ ÂÀÍÉáÉËÄÁÀ ÛÄÌÃÄÂÉ ÐÒÏÁ-
ËÄÌÀÝ: ÒÀÉÌÄ ßÄÓÉÈ ÌÏÝÄÌÖËÉ 2π ÐÄÒÉÏÃÖËÉ F ×ÖÍØÝÉÉÓÈÅÉÓ,
ÒÏÌÄËÉÝ ÛÄÉÞËÄÁÀ ÉÚÏÓ ÀÒÀãÀÌÄÁÀÃÉ ÀÍ ÖÓÀÓÒÖËÏÃ ÃÉÃÉ ÌÍÉ-
ÛÅÍÄËÏÁÄÁÉÓ ÌØÏÍÄÝ ÊÉ ÃÀÃÄÁÉÈÉ ÆÏÌÉÓ ÓÉÌÒÀÅËÄÆÄ, ÛÄÉÞËÄÁÀ
ÈÖ ÀÒÀ ÌÏÉÞÄÁÍÏÓ ÉÓÄÈÉ ÔÒÉÂÏÍÏÌÄÔÒÉÖËÉ ÌßÊÒÉÅÉ, ÒÏÌËÉÓ
''ãÀÌÉ ÒÀÙÀÝ ÀÆÒÉÈ'' ÉØÍÄÁÀ F (x)?

ÖÊÀÍÀÓÊÍÄËÉ ÐÒÏÁËÄÌÀ ÝÍÏÁÉËÉÀ, ÒÏÂÏÒÝ ÌÏÝÄÌÖËÉ ×ÖÍØ-
ÝÉÉÓ ÔÒÉÂÏÍÏÌÄÔÒÉÖËÉ ÌßÊÒÉÅÉÈ ßÀÒÌÏÃÂÄÍÉÓ ÐÒÏÁËÄÌÀ.

ÚÅÄËÀ ÀÌ ÐÒÏÁËÄÌÀÆÄ ÓÀÃÙÄÉÓÏÃ ÀÒÓÄÁÏÁÓ ÅÒÝÄËÉ ËÉÔÄ-
ÒÀÔÖÒÀ, ÌÉÌÏáÉËÅÉÈÉ ÛÒÏÌÄÁÉÓ ÓÀáÉÈÀÝ ÊÉ (Éá. ÈÀÅÉ 5, §27 ).
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6 ×ÖÒÉÄÓ ÌßÊÒÉÅÉ ÏÒÈÏÍÏÒÌÖËÉ ÓÉÓÔÄÌÉÓÈÅÉÓ

ÒÏÂÏÒÝ ÅÍÀáÄÈ (Éá. §1, ÈÄÏÒÄÌÀ 1.1), [−π, π] ÓÄÂÌÄÍÔÆÄ ÈÀÍÀ-
ÁÒÀÃ ÊÒÄÁÀÃÉ ÔÒÉÂÏÍÏÌÄÔÒÉÖËÉ ÌßÊÒÉÅÉÓ

a0
2

+
∞∑
n=1

(an cosnx+ bn sinnx) (1)

ãÀÌÉ ÒÏÌ ÉÚÏÓ f(x) ×ÖÍØÝÉÀ, ÀÖÝÉËÄÁÄËÉÀ, ÒÏÌ an ÃÀ bn ÒÉ-
ÝáÅÄÁÉ ßÀÒÌÏÀÃÂÄÍÃÍÄÍ f ×ÖÍØÝÉÉÓ ×ÖÒÉÄÓ ÊÏÄ×ÉÝÉÄÍÔÄÁÓ, ÀÍÖ
ÖÍÃÀ ÂÅØÏÍÃÄÓ ÔÏËÏÁÄÁÉ:

an =
1

π

π∫
−π

f(x) cosnxdx, bn =
1

π

π∫
−π

f(x) sinnxdx. (2)

ÔÒÉÂÏÍÏÌÄÔÒÉÖËÉ (1) ÌßÊÒÉÅÉ ÀÒÉÓ ÊÄÒÞÏ ÛÄÌÈáÅÄÅÀ Ä.ß. ÏÒ-
ÈÏÂÏÍÖËÉ ÌßÊÒÉÅÉÓÀ, ÒÏÌËÉÓ ÝÍÄÁÀÓÀÝ ÀáËÀ ÛÄÌÏÅÉÙÄÁÈ.

×ÖÍØÝÉÀÈÀ {φn(x)}∞n=1 ÓÉÓÔÄÌÀÓ, ÓÀÃÀÝ ÚÏÅÄËÉ φn ∈ L2(a, b),
ÄßÏÃÄÁÀ ÏÒÈÏÂÏÍÖËÉ [a, b] ÓÄÂÌÄÍÔÆÄ, ÈÖ ÀÃÂÉËÉ ÀØÅÓ ÛÄÌÃÄÂ
ÃÀÌÏÊÉÃÄÁÖËÄÁÄÁÓ:∫ b
a
φm(x)φn(x)dx=0, ÒÏÝÀ m ̸=n; m=1, 2, . . . , n=1, 2, . . . .∫ b

a
φ2
n(x) ̸=0, ÒÏÝÀ n=1, 2, . . . ,

 (3)

ÏÒÈÏÂÏÍÖË {φn(x)}∞n=1 ÓÉÓÔÄÌÀÓ ÄßÏÃÄÁÀ ÏÒÈÏÍÏÒÌÖËÉ [a, b]
ÓÄÂÌÄÍÔÆÄ, ÈÖ ÀÃÂÉËÉ ÀØÅÓ ÔÏËÏÁÄÁÓ:

b∫
a

φ2
n(x)dx = 1, n = 1, 2, . . . . (4)

ÒÏÂÏÒÝ ÅÉÝÉÈ, ÔÒÉÂÏÍÏÌÄÔÒÉÖËÉ ÓÉÓÔÄÌÀ

1, cosx, sinx, cos 2x, sin 2x, . . . (5)

ÏÒÈÏÂÏÍÖËÉÀ [−π, π] ÓÄÂÌÄÍÔÆÄ (Éá. ÈÀÅÉ 1, §3) ÃÀ ÌÉÓÉ ÍÏÒÌÉ-
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ÒÄÁÉÓÈÅÉÓ ÖÍÃÀ ÂÀÌÏÅÉÚÄÍÏÈ ÔÏËÏÁÄÁÉ:

∥1∥2 =

π∫
−π

12dx = 2π, ∥ cos kx∥2 =

π∫
−π

cos2 ktdt = π,

∥ sin kx∥2 =

π∫
−π

sin2 ktdt = π

(Éá. ÈÀÅÉ 1, §3). ÀÌÉÔÏÌ [−π, π] ÓÄÂÌÄÍÔÆÄ ÏÒÈÏÍÏÒÌÖËÉÀ ÓÉÓÔÄÌÀ

1√
2π
,
cosx√
π
,
sinx√
π
, . . . ,

cosnx√
π

,
sinnx√

π
, . . . . (6)

ÓßÏÒÄÃ [−π, π] ÓÄÂÌÄÍÔÆÄ ÏÒÈÏÍÏÒÌÖËÉ ÔÒÉÂÏÍÏÌÄÔÒÉÖËÉ
(6) ÓÉÓÔÄÌÉÓ ÌÉÌÀÒÈ f ×ÖÍØÝÉÉÓ ×ÖÒÉÄÓ ÌßÊÒÉÅÓ ÀØÅÓ (1) ÓÀáÄ,
ÓÀÃÀÝ ÀÌ ÌßÊÒÉÅÉÓ ÊÏÄ×ÉÝÉÄÍÔÄÁÉ ÂÀÌÏÉÈÅËÄÁÀ (2) ×ÏÒÌÖËÄÁÉÈ.

ÓÀÆÏÂÀÃÏÃ, ÒÀÉÌÄ F ×ÖÍØÝÉÉÓ ×ÖÒÉÄÓ ÌßÊÒÉÅÉ [a, b] ÓÄÂÌÄÍÔ-
ÆÄ, (3) ÃÀ (4) ÈÅÉÓÄÁÄÁÉÓ ÌØÏÍÄ {φn(x)}∞n=1 ÓÉÓÔÄÌÉÓ ÌÉÌÀÒÈ ÄßÏ-
ÃÄÁÀ ÌßÊÒÉÅÓ

∑∞
n=1 dnφn(x) ÃÀ ßÄÒÄÍ F ∼

∑∞
n=1 dnφn(x), ÓÀÃÀÝ

×ÖÒÉÄÓ dn ÊÏÄ×ÉÝÉÄÍÔÄÁÉ F ×ÖÍØÝÉÉÓÈÅÉÓ ÌÏÉÝÄÌÀ ÔÏËÏÁÄÁÉÈ:

dn =

b∫
a

F (x)φn(x)dx, n = 1, 2, . . . . (7)

ÀØ ÉÂÖËÉÓáÌÄÁÀ, ÒÏÌ ÚÅÄËÀ (7) ÉÍÔÄÂÒÀËÉ ÀÒÓÄÁÏÁÓ ÃÀ ÓÀ-
ÓÒÖËÉÀ.

ÈÖÊÉ [a, b] ÓÄÂÌÄÍÔÆÄ ÏÒÈÏÂÏÍÖËÉ {ψn(x)}∞n=1 ÓÉÓÔÄÌÀ ÀÒ

ÀÒÉÓ ÍÏÒÌÉÒÄÁÖËÉ, Ä.É. ÔÏËÏÁÀ
∫ b
a
ψ2
n(x)dx = 1 ÃÀÒÙÅÄÖËÉÀ n-

ÉÓ ÄÒÈÉ ÌÀÉÍÝ ÌÍÉÛÅÍÄËÏÁÉÓÈÅÉÓ, ÌÀÛÉÍ ÓÉÓÔÄÌÀ{
ψn(x)

∥ψn∥2

}∞

n=1

,

ÓÀÃÀÝ ∥ψn∥ =
( ∫ b

a
ψ2
n(t)dt

)1/2
, ÀÒÉÓ ÍÏÒÌÉÒÄÁÖËÉ [a, b]-ÆÄ ÃÀ ÌÉÓ

ÌÉÌÀÒÈ ×ÖÒÉÄÓ ÌßÊÒÉÅÓ ÒÀÉÌÄ Ψ ×ÖÍØÝÉÉÓÈÅÉÓ ÀØÅÓ ÓÀáÄ

Ψ ∼
∞∑
n=1

µnψn(x), (8)
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ÓÀÃÀÝ Ψ ×ÖÍØÝÉÉÓ ×ÖÒÉÄÓ ÊÏÄ×ÉÝÉÄÍÔÄÁÉ {ψn(x)}∞n=1 ÓÉÓÔÄÌÉÓ
ÌÉÌÀÒÈ ÌÏÉÝÄÌÀ ÔÏËÏÁÄÁÉÈ:

µn =
1

∥ψn∥2

b∫
a

Ψ(x)ψn(x)dx, n = 1, 2, . . . . (9)

ÈÖ ÂÅÀØÅÓ ÍÀÌÃÅÉËÉ x ÝÅËÀÃÉÓ ÊÏÌÐËÄØÓÖÒÉ φn(x) ×ÖÍØ-
ÝÉÄÁÉÓ {φn(x)}∞n=1 ÓÉÓÔÄÌÀ, ÌÀÛÉÍ ÀÌ ÓÉÓÔÄÌÀÓ ÄßÏÃÄÁÀ ÏÒÈÏ-
ÂÏÍÖËÉ [a, b] ÓÄÂÌÄÍÔÆÄ, ÒÏÝÀ

∫ b
a
φm(x)φn(x)dx = 0 (m ̸= n) ÃÀ∫ b

a
|φn(x)|2dx ̸= 0 (n = 1, 2, . . . ), ÓÀÃÀÝ φn(x) ÀÒÉÓ φn(x)-ÓÀÃÌÉ

ÊÏÌÐËÄØÓÖÒÀÃ ÛÄÖÙËÄÁÖËÉ.
ÀÓÄÈ ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉ f ×ÖÍØÝÉÉÓ ×ÖÒÉÄÓ ÊÏÄ×ÉÝÉÄÍÔÄÁÓ ÀØÅÈ

ÓÀáÄ cn =
∫ b
a
f(x)φn(x)dx, ÒÏÝÀ {φn(x)}∞n=1 ÓÉÓÔÄÌÀ ÍÏÒÌÉÒÄÁÖ-

ËÉÀ ÃÀ cn = 1
∥φn∥2

∫ b
a
f(x)φn(x)dx ÀÒÀÍÏÒÌÉÒÄÁÖËÉ {φn(x)}∞n=1

ÓÉÓÔÄÌÉÓÈÅÉÓ; ÀØ ∥φn∥ =
( ∫ b

a
|φn(x)|2dx

)1/2
.

2π ÓÉÂÒÞÉÓ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒ ÓÄÂÌÄÍÔÆÄ, ÌÀÂÀËÉÈÀÃ [−π, π]-ÆÄ ÏÒ-
ÈÏÂÏÍÖËÉÀ ÊÏÌÐËÄØÓÖÒÉ ×ÖÍØÝÉÄÁÉÓ ÓÉÓÔÄÌÀ {einx} (n = 0,±1,

±2, . . . ), ÒÀÃÂÀÍÀÝ
∫ π
−π e

inxe−imxdx =
∫ π
−π e

i(n−m)xdx = ei(n−m)x

i(n−m) |
π
−π =

1
i(n−m) (1− 1) = 0, ÒÏÝÀ n ̸= m. áÏËÏ ÒÏÝÀ m = n, ÌÀÛÉÍ

π∫
−π

einxe−inxdx =

π∫
−π

|einx|2dx =

π∫
−π

12dx = 2π, Ä.É. ∥einx∥ =
√
2π.

ÀÌÉÔÏÌ [−π, π] ÓÄÂÌÄÍÔÆÄ ÍÏÒÌÉÒÄÁÖËÉÀ ÓÉÓÔÄÌÀ
{ 1√

2π
einx} (n = 0,±1,±2, . . . ), ÒÏÌËÉÓ ÌÉÌÀÒÈ f ×ÖÍØÝÉÉÓ ×Ö-

ÒÉÄÓ ÌßÊÒÉÅÓ ÀØÅÓ ''ÏÒÌáÒÉÅ ÖÓÀÓÒÖËÏ'' ÌßÊÒÉÅÉÓ ÓÀáÄ

f ∼
+∞∑

n=−∞
cne

inx, (10)

ÓÀÃÀÝ f ×ÖÍØÝÉÉÓ ×ÖÒÉÄÓ cn ÊÏÄ×ÉÝÉÄÍÔÄÁÉ ÌÏÝÄÌÖËÉÀ ÔÏËÏ-
ÁÄÁÉÈ

cn =
1

2π

π∫
−π

f(x)e−inxdx. (11)

ÛÄÅÍÉÛÍÏÈ, ÒÏÌ (10) ÌßÊÒÉÅÉÓ ÊÒÄÁÀÃÏÁÀ ÂÀÉÂÄÁÀ, ÒÏÂÏÒÝ

ÌÉÓÉ ÓÉÌÄÔÒÉÖËÉ ÊÄÒÞÏ snn =
∑+n
k=−n cke

ikx ãÀÌÄÁÉÓ ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÉÓ
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ÊÒÄÁÀÃÏÁÀ, ÒÀÝ ÉßÏÃÄÁÀ (10) ÌßÊÒÉÅÉÓ ÌÈÀÅÀÒÉ ÌÍÉÛÅÍÄËÏÁÉÈ
ÊÒÄÁÀÃÏÁÀÃ (Éá. ÈÀÅÉ 1, §4). ÌßÊÒÉÅ (10)-Ó ÊÉ ÄßÏÃÄÁÀ f ×ÖÍØÝÉÉÓ
×ÖÒÉÄÓ ÌßÊÒÉÅÉÓ ÊÏÌÐËÄØÓÖÒÉ ÀÍÖ ÄØÓÐÏÍÄÍÔÖÒÉ ×ÏÒÌÀ.

7 ×ÖÍØÝÉÀÈÀ ÏÒÈÏÂÏÍÖËÉ ÓÉÓÔÄÌÉÓ ÓÉÓÒÖËÄ

ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÀ 7.1. [a, b] ÓÄÂÌÄÍÔÆÄ ÌÏÝÄÌÖË ×ÖÍØÝÉÀÈÀ {φn(x)}∞n=1

ÓÉÓÔÄÌÀÓ ÄßÏÃÄÁÀ ÓÒÖËÉ p ≥ 1 áÀÒÉÓáÛÉ [a, b]-ÆÄ ãÀÌÄÁÀÃ ×Ö-
ÍØÝÉÀÈÀ Lp[a, b] ÓÉÅÒÝÄÛÉ ([a, b]-ÆÄ ÖßÚÅÄÔ ×ÖÍØÝÉÀÈÀ C[a, b] ÓÉ-
ÅÒÝÄÛÉ), ÈÖ f ∈ Lp[a, b] (ÛÄÓÀÁÀÌÉÓÀÃ, f ∈ C[a, b]) ×ÖÍØÝÉÉÓ ÏÒ-
ÈÏÂÏÍÖËÏÁÀ {φn(x)}∞n=1 ÓÉÓÔÄÌÉÓ ÚÅÄËÀ ×ÖÍØÝÉÀÓÈÀÍ ÉßÅÄÅÓ
f-ÉÓ ÍÖËÏÁÀÓ ÈÉÈØÌÉÓ ÚÅÄËÂÀÍ [a, b]-ÆÄ (ÛÄÓÀÁÀÌÉÓÀÃ, ÚÅÄËÂÀÍ
[a, b]-ÆÄ). ÓáÅÀÂÅÀÒÀÃ ÒÏÌ ÅÈØÅÀÈ, ÚÅÄËÀ ÔÏËÏÁÉÓ

b∫
a

f(x)φn(x)dx = 0 (n = 1, 2, . . . ) (1)

ÛÄÓÒÖËÄÁÀ ÉßÅÄÅÓ f(x) = 0 ÔÏËÏÁÀÓ ÈÉÈØÌÉÓ ÚÅÄËÀ x ∈ [a, b]
ßÄÒÔÉËÆÄ (ÛÄÓÀÁÀÌÉÓÀÃ, ÚÅÄËÀ x ∈ [a, b] ßÄÒÔÉËÆÄ).

(1) ÔÏËÏÁÉÓ ÉÍÔÄÂÒÀËÄÁÉÓ ÀÒÓÄÁÏÁÉÓÀÈÅÉÓ ÚÅÄËÀ f ∈ L[a, b]
×ÖÍØÝÉÉÓÈÅÉÓ, ÀÖÝÉËÄÁÄËÉÀ ÃÀ ÓÀÊÌÀÒÉÓÉ {φn(x)}∞n=1 ÓÉÓÔÄÌÉÓ
ÄÒÈÏÁËÉÅÉ ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÏÁÀ [a, b]-ÆÄ ÀÍÖ ÀÒÓÄÁÏÁÀ ÉÓÄÈÉ ÃÀ-
ÃÄÁÉÈÉ M < +∞ ÒÉÝáÅÉÓÀ, ÒÏÌ ÖÔÏËÏÁÀ |φn(x)| ≤M ÓÒÖËÃÄ-
ÁÏÃÄÓ ÚÅÄËÀ n-ÉÓÈÅÉÓ ÃÀ ÚÏÅÄËÉ x-ÉÓÈÅÉÓ: x ∈ [a, b], n = 1, 2, . . . .

ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ f ∈ Lp[a, b], p > 1, ×ÖÍØÝÉÉÓÈÅÉÓ ÒÏÌ ÉÀÒÓÄÁÏÓ (1)
ÉÍÔÄÂÒÀËÄÁÌÀ, ÀÖÝÉËÄÁÄËÉ ÃÀ ÓÀÊÌÀÒÉÓÉÀ ÚÏÅÄËÉ φn(x) ×ÖÍØ-
ÝÉÀ ÄÊÖÈÅÍÏÃÄÓ Lq[a, b], q > 1, ÓÉÅÒÝÄÓ, ÓÀÃÀÝ p > 1 ÃÀ q > 1
ÒÉÝáÅÄÁÉ ÀÊÌÀÚÏ×ÉËÄÁÄÍ ÐÉÒÏÁÀÓ 1

p +
1
q = 1.

ÚÏÅÄËÉ f ∈ C[a, b] ×ÖÍØÝÉÉÓÈÅÉÓ (1) ÉÍÔÄÂÒÀËÄÁÉÓ ÀÒÓÄÁÏÁÉ-
ÓÈÅÉÓ ÀÖÝÉËÄÁÄËÉÀ ÃÀ ÓÀÊÌÀÒÉÓÉ ÈÉÈÏÄÖËÉ φn(x) ÄÊÖÈÅÍÏÃÄÓ
L[a, b]-Ó.

ÈÖÊÉ φn(x) ×ÖÍØÝÉÄÁÉ ÊÏÌÐËÄØÓÖÒÉÀ, Ä.É. ÊÏÌÐËÄØÓÖÒÉ ÌÍÉ-
ÛÅÍÄËÏÁÄÁÉÓ ÌØÏÍÄÀ, ÌÀÛÉÍ (1) ÐÉÒÏÁÀ ÉÝÅËÄÁÀ ÐÉÒÏÁÉÈ

b∫
a

f(x)φn(x)dx = 0 (n = 1, 2, . . . ), (2)

ÓÀÃÀÝ φn(x) ÀÙÍÉÛÍÀÅÓ φn(x) ×ÖÍØÝÉÉÓÀÃÌÉ ÊÏÌÐËÄØÓÖÒÀÃ ÛÄ-
ÖÙËÄÁÖËÓ.
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×ÖÍØÝÉÀÈÀ ÓÒÖËÉ ÓÉÓÔÄÌÉÓ ÈÅÉÓÄÁÀ ÌÏÝÄÌÖËÉÀ ÛÄÌÃÄÂÉ ÈÄ-
ÏÒÄÌÉÈ.

ÈÄÏÒÄÌÀ 7.2. ÈÖ f ∈ Lp[a, b] ÃÀ g ∈ Lp[a, b], p ≥ 1, ×ÖÍØÝÉÄÁÉ-
ÓÈÅÉÓ ÖÔÏËÏÁÀ f(x) ̸= g(x) ÓÒÖËÃÄÁÀ ÃÀÃÄÁÉÈÉ ÆÏÌÉÓ ÒÀÉÌÄ
ÓÉÌÒÀÅËÄÆÄ [a, b]-ÃÀÍ, ÌÀÛÉÍ Lp[a, b] ÓÉÅÒÝÄÛÉ ÓÒÖËÉ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ
{φn(x)}∞n=1 ÓÉÓÔÄÌÉÓ ÌÉÌÀÒÈ ×ÖÒÉÄÓ ÊÏÄ×ÉÝÉÄÍÔÄÁÉ f ×ÖÍØÝÉ-
ÉÓÀ ÀÒ ÃÀÄÌÈáÅÄÅÀ g ×ÖÍØÝÉÉÓ ×ÖÒÉÄÓ ÊÏÄ×ÉÝÉÄÍÔÄÁÓ ÀÍÖ, ÒÀÝ
ÉÂÉÅÄÀ, ÔÏËÏÁÀ:

b∫
a

f(x)φn(x)dx =

b∫
a

g(x)φn(x)dx (3)

ÀÒ ÛÄÓÒÖËÃÄÁÀ ÚÅÄËÀ n-ÉÓÈÅÉÓ ÀÍÖ ÊÉÃÄÅ, f-ÉÓÀ ÃÀ g-Ó ×ÖÒÉÄÓ
ÌßÊÒÉÅÄÁÉ {φn(x)}∞n=1 ÓÉÓÔÄÌÉÓ ÌÉÌÀÒÈ ÀÒ ÉØÍÄÁÀ ÄÒÈÉÃÀÉÂÉÅÄ.

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÃÀÅÖÛÅÀÈ ÓÀßÉÍÀÀÙÌÃÄÂÏ, ÅÈØÅÀÈ f ÃÀ g ×ÖÍØÝÉÄÁÓ
ÀØÅÈ ÄÒÈÉÃÀÉÂÉÅÄ ÂÀÌßÊÒÉÅÄÁÀ {φn(x)}∞n=1 ÓÉÓÔÄÌÉÓ ÌÉÌÀÒÈ, ÒÀÝ
ÍÉÛÍÀÅÓ (3) ÔÏËÏÁÉÓ ÛÄÓÒÖËÄÁÀÓ ÚÅÄËÀ n = 1, 2, . . . ÌÍÉÛÅÍÄËÏ-
ÁÉÓÈÅÉÓ ÀÍÖ ÚÅÄËÀ n-ÉÓÈÅÉÓ ÓÒÖËÃÄÁÀ ÔÏËÏÁÀ:

b∫
a

[f(x)− g(x)]φn(x)dx = 0 (n = 1, 2, . . . ) . (4)

ÖÊÀÍÀÓÊÍÄËÉ ÔÏËÏÁÀ ÍÉÛÍÀÅÓ, ÒÏÌ ×ÖÍØÝÉÀ f(x) − g(x) ÏÒÈÏ-
ÂÏÍÖËÉÀ ÚÏÅÄËÉ ×ÖÍØÝÉÉÓÀÃÌÉ {φn(x)}∞n=1 ÓÉÓÔÄÌÉÃÀÍ. ÀÌÀÍ ÊÉ
{φn(x)}∞n=1 ÓÉÓÔÄÌÉÓ ÓÉÓÒÖËÉÓ ÂÀÌÏ Lp[a, b] ÓÉÅÒÝÄÛÉ, ÖÍÃÀ ÂÀ-
ÌÏÉßÅÉÏÓ ÔÏËÏÁÀ f(x)− g(x) = 0 ÈÉÈØÌÉÓ ÚÅÄËÀ x-ÉÓÈÅÉÓ [a, b]-
ÃÀÍ. ÄÓ ÊÉ ÄßÉÍÀÀÙÌÃÄÂÄÁÀ ÈÄÏÒÄÌÉÓ ÐÉÒÏÁÀÓ ÉÌÉÓ ÛÄÓÀáÄÁ, ÒÏÌ
ÔÏËÏÁÀ f(x) − g(x) = 0 ÃÀÒÙÅÄÖËÉÀ ÃÀÃÄÁÉÈÉ ÆÏÌÉÓ ÒÀÙÀÝ
ÓÉÌÒÀÅËÄÆÄ [a, b]-ÃÀÍ. ÈÄÏÒÄÌÀ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉÀ.

ßÉÍÀÃÀÃÄÁÀ 7.3. ÅÈØÅÀÈ, [a, b] ÓÄÂÌÄÍÔÆÄ ÏÒÈÏÂÏÍÖËÉ {φn(x)}∞n=1

ÓÉÓÔÄÌÀ ÓÒÖËÉÀ L[a, b] ÓÉÅÒÝÄÛÉ. ÌÀÛÉÍ f ∈ L[a, b] ×ÖÍØÝÉÉÓ
×ÖÒÉÄÓ ÚÅÄËÀ ÊÏÄ×ÉÝÉÄÍÔÉÓ ÍÖËÏÁÉÓÈÅÉÓ {φn(x)}∞n=1 ÓÉÓÔÄ-
ÌÉÓ ÌÉÌÀÒÈ, ÀÖÝÉËÄÁÄËÉ ÃÀ ÓÀÊÌÀÒÉÓÉÀ f-ÉÓ ÍÖËÏÁÀ ÈÉÈØÌÉÓ
ÚÅÄËÂÀÍ [a, b]-ÆÄ.

ÀÖÝÉËÄÁËÏÁÀ. ÈÖ f ×ÖÍØÝÉÉÓ ×ÖÒÉÄÓ ÚÅÄËÀ ÊÏÄ×ÉÝÉÄÍÔÉ ÍÖ-
ËÉÀ, ÌÀÛÉÍ f(x) = 0 ÈÉÈØÌÉÓ ÚÅÄËÀ x ∈ [a, b] ßÄÒÔÉËÆÄ. ÌÀÒÈËÀÝ,
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ÈÖ f(x) ̸= 0 ÃÀÃÄÁÉÈÉ ÆÏÌÉÓ ÒÀÉÌÄ ÓÉÌÒÀÅËÄÆÄ [a, b]-ÃÀÍ, ÌÀÛÉÍ
f ×ÖÍØÝÉÉÓ ×ÖÒÉÄÓ ÊÏÄ×ÉÝÉÄÍÔÄÁÉÃÀÍ ÄÒÈÉ ÌÀÉÍÝ ÉØÍÄÁÀ ÍÖËÉ-
ÓÂÀÍ ÂÀÍÓáÅÀÅÄÁÖËÉ, ÈÄÏÒÄÌÀ 7.2-ÉÓ ÞÀËÉÈ, ÒÀÝ ÄßÉÍÀÀÙÌÃÄÂÄÁÀ
ÃÀÛÅÄÁÀÓ.

ÓÀÊÌÀÒÉÓÏÁÀ. ÈÖ f(x) = 0 ÈÉÈØÌÉÓ ÚÅÄËÀ x ∈ [a, b] ßÄÒÔÉËÆÄ,
ÌÀÛÉÍ f-ÉÓ ×ÖÒÉÄÓ ÚÅÄËÀ ÊÏÄ×ÉÝÉÄÍÔÉ {φn(x)}-ÉÓ ÌÉÌÀÒÈ ÍÖËÉÀ
(Éá. ÔÏËÏÁÀ (9) §6-ÃÀÍ).

8 ÔÒÉÂÏÍÏÌÄÔÒÉÖËÉ ÓÉÓÔÄÌÉÓ ÓÉÓÒÖËÄ

2π ÐÄÒÉÏÃÖËÉ ÃÀ [−π, π]-ÆÄ ãÀÌÄÁÀÃÉ ×ÖÍØÝÉÄÁÉÓ ÓÉÌÒÀÅËÄ,
ÒÏÂÏÒÝ ßÄÓÉ, ÀÙÉÍÉÛÍÄÁÀ L[−π, π] ÓÉÌÁÏËÏÈÉ, áÏËÏ 2π ÐÄÒÉ-
ÏÃÖËÉ ÃÀ (−∞,+∞) ÙÄÒÞÆÄ ÖßÚÅÄÔÉ ÀÍÖ, ÌÏÊËÄÃ, ßÒÄßÉÒÆÄ
ÖßÚÅÄÔÉ ×ÖÍØÝÉÄÁÉÓ ÓÉÌÒÀÅËÄ ÊÉ ÀÙÉÍÉÛÍÄÁÀ C[−π, π] ÓÉÌÁÏËÏ-
ÈÉ.

ÜÅÄÍÉ ÌÉÆÀÍÉÀ ÃÀÅÀÌÔÊÉÝÏÈ ÛÄÌÃÄÂÉ

ÈÄÏÒÄÌÀ 8.1 (ËÄÁÄÂÉ). ÔÒÉÂÏÍÏÌÄÔÒÉÖËÉ ÓÉÓÔÄÌÀ

1, cosx, sinx, cos 2x, sin 2x, . . . (1)

ÓÒÖËÉÀ C[−π, π] ÃÀ L[−π, π] ÓÉÅÒÝÄÄÁÛÉ.

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ C[−π, π]-ÉÓÈÅÉÓ. ÅÖÛÅÄÁÈ f ∈ C[−π, π] ×ÖÍØÝÉÉÓ
ÚÅÄËÀ an ÃÀ bn ÊÏÄ×ÉÝÉÄÍÔÉÓ ÍÖËÏÁÀÓ, Ä.É. ÂÅÀØÅÓ (Éá. §2,
ÔÏËÏÁÀÍÉ (2))

π∫
−π

f(x) cosnxdx = 0 (n = 0, 1, 2, . . . ),

π∫
−π

f(x) sinnxdx = 0 (n = 1, 2, . . . )

(2)

ÔÏËÏÁÄÁÉ, ÓÀÉÃÀÍÀÝ ÚÏÅÄËÉ ÔÒÉÂÏÍÏÌÄÔÒÉÖËÉ T (x) ÐÏËÉÍÏ-
ÌÉÓÈÅÉÓ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄÏÁÓ ÔÏËÏÁÀ2

π∫
−π

f(x)T (x)dx = 0. (3)

2ÔÒÉÂÏÍÏÌÄÔÒÉÖËÉ T (x) ÐÏËÉÍÏÌÉ ÄßÏÃÄÁÀ ÂÀÌÏÓÀáÖËÄÁÀÓ T (x) = α0 +∑n
k=1(αk cos kx+ βk sin kx).
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ÖÍÃÀ ÃÀÅÀÌÔÊÉÝÏÈ, ÒÏÌ f(x) = 0 ÚÅÄËÀ ßÄÒÔÉËÆÄ. ÃÀÅÖÛÅÀÈ
ÀÌÉÓ ÓÀßÉÍÀÀÙÌÃÄÂÏ ÀÍÖ ÅÖÛÅÄÁÈ ÉÓÄÈÉ x0 ßÄÒÔÉËÉÓ ÀÒÓÄÁÏÁÀÓ,
ÒÏÌ |f(x0)| > 0. f ×ÖÍØÝÉÉÓ ÖßÚÅÄÔÏÁÉÓ ÂÀÌÏ, ÊÄÒÞÏÃ, x0 ßÄÒ-
ÔÉËÆÄ, ÀÒÓÄÁÏÁÓ ε > 0 ÃÀ δ > 0 ÉÓÄÈÉ ÒÉÝáÅÄÁÉ, ÒÏÌ |f(x)| > ε,
ÒÏÝÀ x ∈ (x0 − δ, x0 + δ) ≡ I(δ). ÆÏÂÀÃÏÁÉÓ ÛÄÖÆÙÖÃÀÅÀÃ ÛÄÂ-
ÅÉÞËÉÀ ÅÉÂÖËÉÓáÌÏÈ, ÒÏÌ f(x) > ε, ÒÏÝÀ x ∈ I(δ) (ßÉÍÀÀÙÌÃÄÂ
ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉ ÌÓãÄËÏÁÀÓ ÜÀÅÀÔÀÒÄÁÈ (−f)(x) ×ÖÍØÝÉÉÓÈÅÉÓ).

ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ ÔÒÉÂÏÍÏÌÄÔÒÉÖËÉ ÐÏËÉÍÏÌÉ.

t(x) = 1 + cos(x− x0)− cos δ. (4)

ÈÖ x ∈ I(δ), ÌÀÛÉÍ |x− x0| ≤ δ ÃÀ

t(x) ≥ 1 + cos δ − cos δ = 1. (5)

ÈÖ x ∈ [−π, π]\I(δ), ÌÀÛÉÍ3

|t(x)| ≤ 1. (6)

ÒÏÝÀ x ∈ (x0 − δ/2, x0 + δ/2), ÌÀÛÉÍ cos(x− x0) > cos δ/2 ÃÀ

t(x) > 1 + cos δ/2− cos δ = 1 + 2 sin 3δ/4 sin δ/4 ≡ 1 + q. (7)

ÒÀÃÂÀÍ (3)-Ó ÀÃÂÉËÉ ÀØÅÓ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ ÔÒÉÂÏÍÏÌÄÔÒÉÖËÉ T (x)
ÐÏËÉÍÏÌÉÓÈÅÉÓ, ÀÌÉÔÏÌ ÌÀÓ ÀÃÂÉËÉ ÄØÍÄÁÀ, ÒÏÝÀ T (x) = [t(x)]n :

π∫
−π

f(x)[t(x)]ndx = 0. (8)

ÌÀÂÒÀÌ
π∫

−π

f(x)[t(x)]ndx =

∫
I(δ)

+

∫
[−π,π]\I(δ)

(9)

ÃÀ ∫
I(δ)

>

∫
I(δ/2)

> ε(1 + q)nδ.

3ÖÔÏËÏÁÀ (6) ÍÉÛÍÀÅÓ, ÒÏÌ [x0 − π;x0 − δ]∪ [x0 + δ, x0 + π]-ÆÄ ÖÍÃÀ ÂÅØÏÍÃÄÓ
−1 ≤ 1 + cos(x − x0) − cos δ ≤ 1 ⇒ −2 ≤ cos(x − x0) − cos δ ≤ 0 ⇒ −2 + cos δ ≤
cos(x − x0) ≤ cos δ ⇒ cos δ ≤ cos(x − x0) + 2 ≤ 2 + cos δ, ÒÀÝ ÛÄÓÒÖËÄÁÖËÉÀ
ÖÊÉÃÖÒÄÓ x = x0 ± π ßÄÒÔÉËÄÁÆÄÝ ÊÉ.
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ÁÄÒÍÖËÉÓ ÖÔÏËÏÁÉÓ

(1 + a)n > 1 + na, ÒÏÝÀ n > 1, a > −1, a ̸= 0, (10)

ÞÀËÉÈ ÅÙÄÁÖËÏÁÈ∫
I(δ)

> εδ(1 + nq) → +∞, n→ ∞. (11)

ÌÄÏÒÄ ÌáÒÉÅ, f-ÉÓ [−π, π]-ÆÄ ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÏÁÉÓ ÃÀ (6) ÖÔÏ-
ËÏÁÉÓ ÂÀÌÏ ∣∣∣∣ ∫

[−π,π]\I(δ)

∣∣∣∣ < M, |f | < M. (12)

(11) ÃÀ (12) ÃÀÌÏÊÉÃÄÁÖËÄÁÀÍÉ ÌÉÂÅÀÍÉÛÍÄÁÄÍ ÉÌÀÆÄ, ÒÏÌ (9)
ÔÏËÏÁÉÓ ÌÀÒãÅÄÍÀ ÌáÀÒÄ ÉÓßÒÀ×ÅÉÓ +∞-ÓÊÄÍ, ÒÏÝÀ n → ∞.
ÀÌÉÔÏÌ ÀÌÀÅÄ ÔÏËÏÁÉÓ ÌÀÒÝáÄÍÀ ÌáÀÒÄ ÅÄÒ ÉØÍÄÁÀ ÍÖËÉÓ ÔÏËÉ,
Ä.É. ÀÒ ÀÒÓÄÁÏÁÓ ÉÓÄÈÉ x0 ßÄÒÔÉËÉ, ÒÏÌËÉÓÈÅÉÓÀÝ f(x0) ̸= 0
ÀÍÖ f ≡ 0.
ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ L[−π, π]-ÉÓÈÅÉÓ. ÅÖÛÅÄÁÈ φ ∈ L[−π, π] ×ÖÍØÝÉÉÓ
ÚÅÄËÀ an ÃÀ bn ÊÏÄ×ÉÝÉÄÍÔÉÓ ÍÖËÏÁÀÓ, Ä.É. ÂÅÀØÅÓ ÔÏËÏÁÄÁÉ

π∫
−π

φ(x) cosnxdx = 0 (n = 0, 1, 2, . . . ),

π∫
−π

φ(x) sinnxdx = 0 (n = 1, 2, . . . ).

(13)

[−π, π]-ÆÄ ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ

ϕ(x) =

x∫
−π

φ(t)dt (14)

×ÖÍØÝÉÀ. ÂÅÀØÅÓ ϕ(π) =
∫ π
−π φ(t)dt = πa0 ÃÀ ϕ(−π) = 0, ÌÀÂÒÀÌ

a0 = 0, ÀÌÉÔÏÌ ϕ(−π) = ϕ(π) = 0. ÂÀÒÃÀ ÀÌÉÓÀ,

ϕ(x+ 2π)− ϕ(x) =

x+2π∫
−π

φ(t)dt−
x∫

−π

φ(t)dt =

x+2π∫
x

φ(t)dt.
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ÌÀÂÒÀÌ (Éá. ÈÀÅÉ 1, §3, ÌÔÊÉÝÄÁÀ 3.2)

x+2π∫
x

φ(t)dt =

2π∫
0

φ(t)dt =

π∫
−π

φ(t)dt = a0 = 0.

ÌÀÛÀÓÀÃÀÌÄ, ϕ(x + 2π) − ϕ(x) = 0. ÀÌÂÅÀÒÀÃ, ϕ ×ÖÍØÝÉÀ 2π ÐÄ-
ÒÉÏÃÖËÉÀ ÃÀ ÖßÚÅÄÔÉ (−∞,+∞)-ÆÄ ÀÍÖ ϕ ÖßÚÅÄÔÉÀ ßÒÄßÉÒÆÄ.
ÀÌÉÔÏÌ ϕ ∈ C[−π, π].

ÀáËÀ ÅÉÐÏÅÏÈ ϕ ×ÖÍØÝÉÉÓ ×ÖÒÉÄÓ An ÃÀ Bn ÊÏÄ×ÉÝÉÄÍÔÄÁÉ
(n = 1, 2, . . . ). ÀÌ ÌÉÆÍÉÈ ÌÏÅÀáÃÉÍÏÈ ÍÀßÉËÏÁÉÈÉ ÉÍÔÄÂÒÄÁÀ ÃÀ
ÂÀÅÉÈÅÀËÉÓßÉÍÏÈ ÔÏËÏÁÄÁÉ ϕ(−π) = 0 ÃÀ ϕ(π) = 0. ÌÉÅÉÙÄÁÈ

An =
1

π

π∫
−π

ϕ(x) cosnxdx = − 1

nπ

π∫
−π

φ(x) sinnxdx =

= − 1

nπ
· bn = − 1

nπ
· 0 = 0,

Bn =
1

π

π∫
−π

ϕ(x) sinnxdx =
1

nπ

π∫
−π

φ(x) cosnxdx =

= − 1

nπ
· an = − 1

nπ
· 0 = 0.

ÌÀÛÀÓÀÃÀÌÄ, ϕ ×ÖÍØÝÉÉÓ ×ÖÒÉÄÓ ÚÅÄËÀ ÊÏÄ×ÉÝÉÄÍÔÉ ÍÖËÉÀ,
ÂÀÒÃÀ ÛÄÓÀÞËÄÁÄËÉÀ A0-ÉÓ. ÀÌÉÔÏÌ ϕ(x)−A0 ×ÖÍØÝÉÉÓ ×ÖÒÉÄÓ
ÚÅÄËÀ ÊÏÄ×ÉÝÉÄÍÔÉÀ ÍÖËÉ. ÀÌÀÓÈÀÍ, ϕ(x)−A0 ∈ C[−π, π]. ÀÌÉÔÏÌ
ϕ(x) − A0 ≡ 0. ÀÌÉÓ ÂÀßÀÒÌÏÄÁÉÈ ÅÙÄÁÖËÏÁÈ ϕ′(x) − A′

0 = 0 ÀÍÖ
ϕ′(x) = 0 ÈÉÈØÌÉÓ ÚÅÄËÂÀÍ, ÌÀÂÒÀÌ ÈÉÈØÌÉÓ ÚÅÄËÀ ßÄÒÔÉËÆÄ
[−π, π]-ÃÀÍ ÂÅÀØÅÓ ϕ′(x) = φ(x). ÌÉÅÉÙÄÈ, ÒÏÌ φ(x) = 0 ÈÉÈØÌÉÓ
ÚÅÄËÂÀÍ [−π, π]-ÆÄ. ÀÌÉÈ ÈÄÏÒÄÌÉÓ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ ÃÀÌÈÀÅÒÄÁÖËÉÀ.

ÛÄÃÄÂÉ 8.2. ÔÒÉÂÏÍÏÌÄÔÒÉÖËÉ ÓÉÓÔÄÌÀ (1) ÓÒÖËÉÀ Lp[−π, π] ÓÉ-
ÅÒÝÄÛÉ, ÓÀÃÀÝ p > 1.

ÌÀÒÈËÀÝ, ÒÀÃÂÀÍ ψ ∈ Lp[−π, π] ×ÖÍØÝÉÉÓ ×ÖÒÉÄÓ ÚÅÄËÀ ÊÏ-
Ä×ÉÝÉÄÍÔÉ ÍÖËÉÀ ÃÀ ψ ÄÊÖÈÅÍÉÓ L[−π, π] ÓÉÅÒÝÄÓÀÝ, ÀÌÉÔÏÌ ψ
×ÖÍØÝÉÉÓÈÅÉÓ ÛÄÓÒÖËÄÁÖËÉÀ (13) ÔÏËÏÁÄÁÉ ÃÀ ÖÊÅÄ ÃÀÌÔÊÉ-
ÝÄÁÖËÉÓ ÞÀËÉÈ, ÈÉÈØÌÉÓ ÚÅÄËÂÀÍ ψ(x) = 0.

ÛÄÃÄÂÉ 8.3. ÈÖ f1 ÃÀ f2 ×ÖÍØÝÉÄÁÓ ÀØÅÈ ×ÖÒÉÄÓ ÄÒÈÉÃÀÉÂÉÅÄ
ÌßÊÒÉÅÉ, ÌÀÛÉÍ f1(x) ∼ f2(x).
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ÌÀÒÈËÀÝ, ÒÀÃÂÀÍ f1 ÃÀ f2 ×ÖÍØÝÉÄÁÓ ×ÖÒÉÄÓ ÄÒÈÉÃÀÉÂÉ-
ÅÄ ÊÏÄ×ÉÝÉÄÍÔÄÁÉ ÀØÅÈ, ÀÌÉÔÏÌ f1 − f2 ÓáÅÀÏÁÉÓ ×ÖÒÉÄÓ ÚÅÄËÀ
ÊÏÄ×ÉÝÉÄÍÔÉ ÍÖËÉÀ. ÄÓ ÊÉ, ÖÊÅÄ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉÓ ÞÀËÉÈ, ÉßÅÄÅÓ
f1(x)− f2(x) ×ÖÍØÝÉÉÓ ÍÖËÏÁÀÓ ÈÉÈØÌÉÓ ÚÅÄËÂÀÍ [−π, π]-ÆÄ ÀÍÖ
f1 ∼ f2 [−π, π]-ÆÄ.





ÈÀÅÉ 3

×ÖÒÉÄÓ ÌßÊÒÉÅÈÀ ÊÒÄÁÀÃÏÁÉÓ ÆÏÂÀÃÉ
ÓÀÊÉÈáÄÁÉ

1 ×ÖÒÉÄÓ ÈÀÍÀÁÒÀÃ ÊÒÄÁÀÃÉ ÌßÊÒÉÅÉÓ ãÀÌÉ

1. ÔÒÉÂÏÍÏÌÄÔÒÉÖËÉ ÓÉÓÔÄÌÉÓ ÓÉÓÒÖËÄ ÖßÚÅÄÔ ×ÖÍØÝÉÀÈÀ
C[−π, π] ÓÉÅÒÝÄÛÉ ÉßÅÄÅÓ ÛÄÌÃÄÂ ÌÍÉÛÅÍÄËÏÅÀÍ ÈÄÏÒÄÌÀÓ.

ÈÄÏÒÄÌÀ 1.1. ÈÖ ßÒÄßÉÒÆÄ ÖßÚÅÄÔÉ f ×ÖÍØÝÉÉÓ ×ÖÒÉÄÓ S[f ] ÌßÊ-
ÒÉÅÉ ÈÀÍÀÁÒÀÃ ÊÒÄÁÀÃÉÀ ßÒÄßÉÒÆÄ, ÌÀÛÉÍ S[f ] ÌßÊÒÉÅÉ ÈÀÍÀÁÒÀÃ
ÊÒÄÁÀÃÉÀ ßÒÄßÉÒÆÄ ÓßÏÒÄÃ f-ÓÊÄÍ.

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÅÈØÅÀÈ,

f ∼ a0
2

+

∞∑
n=1

(an cosnx+ bn sinnx), (1)

ÒÏÌËÉÓ ãÀÌÉ ÀÙÅÍÉÛÍÏÈ g(x)-ÉÈ. ÒÀÃÂÀÍ (1) ÌßÊÒÉÅÉÓ ßÄÅÒÄÁÉ
ÖßÚÅÄÔÉÀ ÃÀ ÈÅÉÈ ÌßÊÒÉÅÉ ÊÉ ÈÀÍÀÁÒÀÃ ÊÒÄÁÀÃÉ, ÀÌÉÔÏÌ g(x) ×Ö-
ÍØÝÉÀ ÖßÚÅÄÔÉÀ ßÒÄßÉÒÆÄ. ÒÀÃÂÀÍÀÝ g(x) ßÀÒÌÏÀÃÂÄÍÓ ÈÀÍÀÁÒÀÃ
ÊÒÄÁÀÃÉ (1) ÔÒÉÂÏÍÏÌÄÔÒÉÖËÉ ÌßÊÒÉÅÉÓ ãÀÌÓ, ÀÌÉÔÏÌ ÀÌ ÌßÊÒÉ-
ÅÉÓ an ÃÀ bn ÊÏÄ×ÉÝÉÄÍÔÄÁÉ ÌÏÉÝÄÌÀ g ×ÖÍØÝÉÉÓÈÅÉÓ ÃÀßÄÒÉËÉ
×ÖÒÉÄÓ ×ÏÒÌÖËÄÁÉÈ (Éá. ÈÀÅÉ 2, §1, ÈÄÏÒÄÌÀ 1.1).

ÌÄÏÒÄ ÌáÒÉÅ, an ÃÀ bn ÒÉÝáÅÄÁÉ ßÀÒÌÏÀÃÂÄÍÄÍ f ×ÖÍØÝÉÉÓ
×ÖÒÉÄÓ ÊÏÄ×ÉÝÉÄÍÔÄÁÓ. ÌÀÛÀÓÀÃÀÌÄ, ÖßÚÅÄÔ g ÃÀ f ×ÖÍØÝÉÄÁÓ
ÀØÅÈ ×ÖÒÉÄÓ ÄÒÈÉÃÀÉÂÉÅÄ ÌßÊÒÉÅÉ. ÀÌÉÔÏÌ g−f ÓáÅÀÏÁÉÓ ×ÖÒÉÄÓ
ÚÅÄËÀ ÊÏÄ×ÉÝÉÄÍÔÉ ÍÖËÉÀ.
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ÒÀÃÂÀÍ (g − f) ∈ C[−π, π] ÃÀ ÔÒÉÂÏÍÏÌÄÔÒÉÖËÉ ÓÉÓÔÄÌÀ ÊÉ
ÓÒÖËÉÀ C[−π, π] ÓÉÅÒÝÄÛÉ (Éá. ÈÀÅÉ 2, §8), ÀÌÉÔÏÌ g−f ÓáÅÀÏÁÀ
ÍÖËÉÀ ÚÅÄËÀ ßÄÒÔÉËÆÄ ÀÍÖ g(x) = f(x) ÚÅÄËÀ x ßÄÒÔÉËÆÄ.

ÌÀÛÀÓÀÃÀÌÄ, (1) ÃÀÌÏÊÉÃÄÁÖËÄÁÀÛÉ ÂÅÀØÅÓ ÔÏËÏÁÀ

f(x) =
a0
2

+
∞∑
n=1

(an cosnx+ bn sinnx), (2)

ÚÏÅÄË x ßÄÒÔÉËÆÄ, ÈÀÍÀÝ ÈÀÍÀÁÒÀÃ [−π, π]-ÆÄ.
ÛÄÅÍÉÛÍÏÈ, ÒÏÌ ÀÌ ÈÄÏÒÄÌÀÓÈÀÍ ÊÀÅÛÉÒÛÉÀ ×ÄÉÄÒÉÓ ÌÍÉÛÅÍÄ-

ËÏÅÀÍÉ ÈÄÏÒÄÌÉÃÀÍ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄ ÛÄÌÃÄÂÉ (Éá. ÈÀÅÉ 5, ßÉÍÀÃÀÃÄÁÀ
7.2)

ßÉÍÀÃÀÃÄÁÀ 1.2. ÈÖ ÐÄÒÉÏÃÆÄ ãÀÌÄÁÀÃ ÃÀ 2π ÐÄÒÉÏÃÖË f ×Ö-
ÍØÝÉÀÓ ÀØÅÓ ÖßÚÅÄÔÏÁÉÓ ÒÀÉÌÄ x0 ßÄÒÔÉËÉ ÃÀ S[f ] ÊÒÄÁÀÃÉÀ ÀÌ
ßÄÒÔÉËÆÄ, ÌÀÛÉÍ S[f ]-ÉÓ ÊÒÄÁÀÃÏÁÀ x0 ßÄÒÔÉËÆÄ ÉØÍÄÁÀ f(x0)
ÌÍÉÛÅÍÄËÏÁÉÓÊÄÍ ÀÍÖ, ÀÃÂÉËÉ ÄØÍÄÁÀ ÔÏËÏÁÀÓ

S[f ](x0) = f(x0). (3)

2. ÈÀÅÉ 2-ÃÀÍ §1-ÉÓ ÈÄÏÒÄÌÀ 1.1-ÉÓ ÈÀÍÀáÌÀÃ, ÈÖ ÔÒÉÂÏÍÏ-
ÌÄÔÒÉÖËÉ ÌßÊÒÉÅÉ

a0
2

+
∞∑
n=1

(an cosnx+ bn sinnx) (4)

ÈÀÍÀÁÒÀÃ ÊÒÄÁÀÃÉÀ ßÒÄßÉÒÆÄ f ×ÖÍØÝÉÉÓÊÄÍ, ÌÀÛÉÍ (4) ÌßÊÒÉÅÉ
ßÀÒÌÏÀÃÂÄÍÓ f(x) ×ÖÍØÝÉÉÓ ×ÖÒÉÄÓ ÌßÊÒÉÅÓ.

ÀáËÀ ÛÄÓÀÞËÄÁÄËÉÀ ÀÌ ×ÀØÔÉÓ ÛÄÌÃÄÂÍÀÉÒÉ ÂÀÞËÉÄÒÄÁÀ.

ÈÄÏÒÄÌÀ 1.3. ÈÖ ÔÒÉÂÏÍÏÌÄÔÒÉÖËÉ (4) ÌßÊÒÉÅÉÓ ÊÄÒÞÏ ãÀÌÄÁÉÓ
ÄÒÈÉ ÌÀÉÍÝ ØÅÄÌÉÌÃÄÅÒÏÁÀ ÈÀÍÀÁÒÀÃ ÊÒÄÁÀÃÉÀ ßÒÄßÉÒÆÄ ÒÀÉÌÄ
φ ×ÖÍØÝÉÉÓÊÄÍ, ÌÀÛÉÍ (4) ÌßÊÒÉÅÉ ÀÒÉÓ ÀÌ φ ×ÖÍØÝÉÉÓ ×ÖÒÉÄÓ
ÌßÊÒÉÅÉ.

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÅÈØÅÀÈ, snk
(x) (k = 1, 2, . . . ) ØÅÄÌÉÌÃÄÅÒÏÁÀÀ ÈÀÍÀÁ-

ÒÀÃ ÊÒÄÁÀÃÉ ßÒÄßÉÒÆÄ ÖßÚÅÄÔÉ φ(x) ×ÖÍØÝÉÉÓÊÄÍ. ÌÀÛÉÍ |snk
(x)−

φ(x)| → 0 ÈÀÍÀÁÒÀÃ ßÒÄßÉÒÆÄ, ÒÏÝÀ k → ∞. ÀÌÉÔÏÌ
∫ π
−π |snk

(x)−
φ(x)|dx→ 0, ÒÏÝÀ k → ∞.
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ÀÌÒÉÂÀÃ, ÚÏÅÄËÉ m-ÉÓÈÅÉÓ ÂÅÀØÅÓ ÃÀÌÏÊÉÃÄÁÖËÄÁÀÍÉ

π∫
−π

[snk
(x)− φ(x)] cosmxdx→ 0, ÒÏÝÀ k → ∞, (5)

π∫
−π

[snk
(x)− φ(x)] sinmxdx→ 0, ÒÏÝÀ k → ∞, (6)

ÓÀÉÃÀÍÀÝ ÚÏÅÄËÉ m-ÉÓÈÅÉÓ ÅÙÄÁÖËÏÁÈ

lim
k→∞

π∫
−π

snk
(x) cosmxdx =

π∫
−π

φ(x) cosmxdx, (7)

lim
k→∞

π∫
−π

snk
(x) sinmxdx =

π∫
−π

φ(x) sinmxdx. (8)

ÔÒÉÂÏÍÏÌÄÔÒÉÖËÉ ÓÉÓÔÄÌÉÓ ÏÒÈÏÂÏÍÖËÏÁÉÓ ÂÀÌÏ (Éá. ÈÀ-
ÅÉ 1, §3), ÖÔÏËÏÁÀ nk > m ÉßÅÄÅÓ ÔÏËÏÁÀÓ

π∫
−π

snk
(x) cosmxdx = am

π∫
−π

cos2mxdx = πam

ÃÀ, ÌÀÛÀÓÀÃÀÌÄ,

lim
k→∞

π∫
−π

snk
(x) cosmxdx = πam. (9)

(7) ÃÀ (9) ÔÏËÏÁÄÁÉÃÀÍ ÅÙÄÁÖËÏÁÈ

am =
1

π

π∫
−π

φ(x) cosmxdx, m = 0, 1, 2, . . . . (10)

ÀÍÀËÏÂÉÖÒÀÃ ÌÉÉÙÄÁÀ ÔÏËÏÁÀÝ

bm =
1

π

π∫
−π

φ(x) sinmxdx, m = 1, 2, . . . . (11)

ÄÓ ÍÉÛÍÀÅÓ, ÒÏÌ (4) ÌßÊÒÉÅÉ ÀÒÉÓ φ ×ÖÍØÝÉÉÓ ×ÖÒÉÄÓ ÌßÊÒÉÅÉ.
ÈÄÏÒÄÌÀ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉÀ.
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2 ×ÖÒÉÄÓ ÌßÊÒÉÅÉÓ ÊÄÒÞÏ ãÀÌÄÁÉÓ L2-ÌÉÍÉÌÀËÖÒÏÁÀ.
ÁÄÓÄËÉÓ ÉÂÉÅÄÏÁÀ ÃÀ ÖÔÏËÏÁÀ

ÅÈØÅÀÈ, {φk(x)}∞k=1 ÀÒÉÓ ÒÀÉÌÄ ÏÒÈÏÍÏÒÌÖËÉ ÓÉÓÔÄÌÀ L2[a, b]
ÓÉÅÒÝÄÛÉ. ÉÓÌÉÓ ÀÌÏÝÀÍÀ: ÌÏÝÄÌÖËÉÀ f ∈ L2[a, b] ×ÖÍØÝÉÀ ÃÀ n
ÝÀËÉ φ1(x), . . . , φn(x) ×ÖÍØÝÉÀ {φk(x)}∞k=1 ÓÉÓÔÄÌÉÃÀÍ. ÂÀÍÅÉáÉ-
ËÏÈ ÚÅÄËÀ ÛÄÓÀÞËÏ ãÀÌÉ

∑n
k=1 αkφk(x) ÃÀ ÛÄÌÏÅÉÙÏÈ ÀÙÍÉÛÅÍÀ

ρ
f
(α1, . . . , αn) = ∥f(x)−

n∑
k=1

αkφk(x)∥L2 .

ÂÅÀÉÍÔÄÒÄÓÄÁÓ, α1, α2, . . . , αn ÌÖÃÌÉÅÄÁÉÓ ÒÏÌÄËÉ ÌÍÉÛÅÍÄËÏÁÄÁÉ-
ÓÈÅÉÓ ÄØÍÄÁÀ ÌÉÍÉÌÀËÖÒÉ ÌÍÉÛÅÍÄËÏÁÀ ρ

f
(α1, . . . , αn)-Ó?

1. ÀÌ ÊÉÈáÅÀÓÈÀÍ ÃÀÊÀÅÛÉÒÄÁÉÈ ÃÀÅÀÌÔÊÉÝÏÈ ÛÄÌÃÄÂÉ

ÈÄÏÒÄÌÀ 2.1. ρ
f
(α1, . . . , αn)-ÉÓ ÌÉÍÉÌÀËÖÒÉ ÌÍÉÛÅÍÄËÏÁÀÀ ρf

(c1, . . . ,
cn), ÓÀÃÀÝ c1, c2, . . . , cn ßÀÒÌÏÀÃÂÄÍÄÍ f ×ÖÍØÝÉÉÓ ×ÖÒÉÄÓ ÊÏÄ×É-
ÝÉÄÍÔÄÁÓ {φk(x)}∞k=1 ÓÉÓÔÄÌÉÓ ÌÉÌÀÒÈ.

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÆÏÂÀÃÏÁÉÓÈÅÉÓ ÃÀÅÖÛÅÀÈ, ÒÏÌ {φk(x)} ÓÉÓÔÄÌÀ ÛÄ-
ÃÂÄÁÀ ÊÏÌÐËÄØÓÖÒÉ ×ÖÍØÝÉÄÁÉÓÂÀÍ ÃÀ ÅÉÓÀÒÂÄÁËÏÈ z ÊÏÌÐËÄ-
ØÓÖÒÉ ÓÉÃÉÃÉÓ ÈÅÉÓÄÁÉÈ |z|2 = z · z, ÓÀÃÀÝ z ÀÒÉÓ z-ÓÀÃÌÉ
ÛÄÖÙËÄÁÖËÉ.

ÂÅÀØÅÓ ÃÀÌÏÊÉÃÄÁÖËÄÁÀÍÉ

∥f(x)−
n∑
k=1

αkφk(x)∥2L2 =

b∫
a

|f(x)−
n∑
k=1

αkφk(x)|2dx =

=

b∫
a

[
f(x)−

n∑
k=1

αkφk(x)

]
·
[
f(x)−

n∑
k=1

αkφk(x)

]
dx =

=

b∫
a

|f(x)|2dx−
n∑
k=1

αk

b∫
a

f(x)φk(x)dx−
n∑
k=1

αk

b∫
a

f(x)φk(x)dx+

+

n∑
k=1

n∑
j=1

αkαj

b∫
a

φk(x)φj(x)dx.

ÒÀÃÂÀÍ ÓÉÓÔÄÌÀ {φk(x)}∞k=1 ÏÒÈÏÍÏÒÌÖËÉÀ, ÀÌÉÔÏÌ ÂÅÀØÅÓ ÔÏ-
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ËÏÁÄÁÉ

b∫
a

φk(x)φj(x)dx = 0, ÒÏÝÀ k ̸= j, (1)

b∫
a

|φk(x)|2dx = 1, ÒÏÝÀ k = 1, 2, . . . . (2)

ÀÌÒÉÂÀÃ, ∥∥∥∥f(x)− n∑
k=1

αkφk(x)

∥∥∥∥2
L2

=

=

b∫
a

|f(x)|2dx−
n∑
k=1

αkck −
n∑
k=1

αkck +
n∑
k=1

|αk|2.

ÈÖ ÀÌ ÔÏËÏÁÉÓ ÌÀÒãÅÄÍÀ ÌáÀÒÄÓ ÃÀÅÀÌÀÔÄÁÈ ÃÀ ÃÀÅÀÊËÄÁÈ∑n
k=1 |ck|2-Ó, ÌÉÅÉÙÄÁÈ∥∥∥∥f(x)− n∑

k=1

αkφk(x)

∥∥∥∥2
L2

= ∥f∥2L2 +
n∑
k=1

|ck − αk|2 −
n∑
k=1

|ck|2. (3)

ÀØÄÃÀÍ ÀÛÊÀÒÀÀ, ÒÏÌ (3) ÔÏËÏÁÉÓ ÌÀÒãÅÄÍÀ ÌáÀÒÄ ÉØÍÄÁÀ ÌÉÍÉ-
ÌÀËÖÒÉ ÌÀÛÉÍ ÃÀ ÌáÏËÏÃ ÌÀÛÉÍ, ÒÏÝÀ

αk = ck, k = 1, 2, . . . , n.

ÈÄÏÒÄÌÀ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉÀ.
2. ÁÄÓÄËÉÓ ÉÂÉÅÄÏÁÀ. ÈÖ (3) ÔÏËÏÁÀÛÉ αk ÒÉÝáÅÄÁÓ ÜÀÅÀÍÀ-

ÝÅËÄÁÈ f ×ÖÍØÝÉÉÓ ×ÖÒÉÄÓ ck ÊÏÄ×ÉÝÉÄÍÔÄÁÉÈ, ÌÀÛÉÍ ÌÉÅÉÙÄÁÈ
ÔÏËÏÁÀÓ ∥∥∥∥f(x)− n∑

k=1

ckφk(x)

∥∥∥∥2
L2

= ∥f∥2L2 −
n∑
k=1

|ck|2. (4)

(4)-Ó ÄßÏÃÄÁÀ ÁÄÓÄËÉÓ ÉÂÉÅÄÏÁÀ.

ÛÄÃÄÂÉ 2.2. ÌÉÍÉÌÀËÖÒÉ L2 ÂÀÃÀáÒÀ ρ
f
(c1, . . . , cn) ÌÏÉÝÄÌÀ ÔÏËÏ-

ÁÉÈ

ρ
f
(c1, . . . , cn) = ∥f∥2L2 −

n∑
k=1

|ck|2, (5)

Ä.É. n-ÉÓ ÆÒÃÉÓÀÓ L2 ÂÀÃÀáÒÀ ÌÝÉÒÃÄÁÀ!
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3. ÁÄÓÄËÉÓ ÖÔÏËÏÁÀ (1828 ß.). ÒÀÃÂÀÍ (4) ÖÔÏËÏÁÉÓ ÌÀÒÝáÄÍÀ
ÌáÀÒÄ ÀÒÀÖÀÒÚÏ×ÉÈÉÀ, ÀÌÉÔÏÌ ÌÉÓÉ ÌÀÒãÅÄÍÀ ÌáÀÒÄÝ ÀÒÀÖÀÒÚÏ-
×ÉÈÉÀ ÀÍÖ

n∑
k=1

|ck|2 ≤ ∥f∥2L2 . (6)

ÌÉÅÉÙÄÈ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ n-ÉÓÈÅÉÓ ÌÀÒÈÄÁÖËÉ ÖÔÏËÏÁÀ, ÒÏÌËÉÓ
ÌÀÒãÅÄÍÀ ÌáÀÒÄ ÀÒÀÀ ÃÀÌÏÊÉÃÄÁÖËÉ n-ÆÄ.

ÝáÀÃÉÀ, ÒÏÌ sn =
∑n
k=1 |ck|2 ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÀ ÆÒÃÀÃÉÀ, ÒÏÂÏÒÝ

ÀÒÀÖÀÒÚÏ×ÉÈÉ |ck|2 ÒÉÝáÅÄÁÉÓ ãÀÌÉ: sn+1 ≥ sn, n = 1, 2, . . . . ÂÀÒ-
ÃÀ ÀÌÉÓÀ, (sn)∞n=1 ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÀ ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉÀ ÆÄÌÏÃÀÍ ÓÀÓÒÖ-
ËÉ ÒÉÝáÅÉÈ ∥f∥2L2 . ÀÌÉÔÏÌ (sn)

∞
n=1 ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÀÓ ÀØÅÓ ÓÀÓÒÖËÉ

ÆÙÅÀÒÉ limn→∞ sn =
∑∞
k=1 |ck|2.

ÀÌÒÉÂÀÃ, ÈÖ (6) ÖÔÏËÏÁÀÛÉ n-Ó ÌÉÅÀÓßÒÀ×ÄÁÈ ∞-ÓÊÄÍ ÃÀ
ÂÀÅÉÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÈ, ÒÏÌ ÌÉÓÉ ÌÀÒãÅÄÍÀ ÌáÀÒÄ ÀÒ ÉÝÅËÄÁÀ n-ÉÓ
ÝÅËÉËÄÁÉÓÀÓ, ÌÉÅÉÙÄÁÈ ÖÔÏËÏÁÀÓ

∞∑
k=1

|ck|2 ≤ ∥f∥2L2 , ∥f∥L2 =

( b∫
a

|f(x)|2dx
)1/2

. (7)

ÀÌ ÖÔÏËÏÁÀÓ ÄßÏÃÄÁÀ ÁÄÓÄËÉÓ ÖÔÏËÏÁÀ, ÒÏÌÄËÉÝ ÌÀÒÈÄ-
ÁÖËÉÀ [a, b] ÓÄÂÌÄÍÔÆÄ ÏÒÈÏÍÏÒÌÖËÉ ÚÏÅÄËÉ {φk(x)}∞k=1 ÓÉÓÔÄ-
ÌÉÓÈÅÉÓ ÃÀ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ ×ÖÍØÝÉÉÓÈÅÉÓ f ∈ L2[a, b].

ÛÄÃÄÂÉ 2.3. ÌßÊÒÉÅÉ
∑∞
k=1 |ck|2 ÊÒÄÁÀÃÉÀ ÃÀ ÂÅÀØÅÓ ÔÏËÏÁÀ

lim
n→∞

cn = 0. (8)

3 ÏÒÈÏÍÏÒÌÖË ÓÉÓÔÄÌÀÛÉ S[f ]-ÉÓ L2 ÊÒÄÁÀÃÏÁÀ
ÒÀÙÀÝ F ∈ L2 ×ÖÍØÝÉÉÓÊÄÍ

ÅÈØÅÀÈ, ÂÅÀØÅÓ [a, b] ÓÄÂÌÄÍÔÆÄ ÏÒÈÏÍÏÒÌÖËÉ {φk(x)}∞k=1

ÓÉÓÔÄÌÀ ÃÀ f ÉÚÏÓ ÊÅÀÃÒÀÔÉÈ ãÀÌÄÁÀÃÉ ×ÖÍØÝÉÀ [a, b]-ÆÄ, Ä.É.

ÓÀÓÒÖËÉÀ ÉÍÔÄÂÒÀËÉ
∫ b
a
|f(x)|2dx, ÓÉÌÁÏËÖÒÀÃ f ∈ L2[a, b]. ÂÀ-

ÍÅÉáÉËÏÈ f ×ÖÍØÝÉÉÓ ×ÖÒÉÄÓ ÌßÊÒÉÅÉ {φk(x)}∞k=1 ÓÉÓÔÄÌÉÓ ÌÉ-
ÌÀÒÈ

f ∼ c1φ1(x) + c2φ2(x) + · · ·+ cnφn(x) + · · · , (1)
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ÓÀÃÀÝ f ×ÖÍØÝÉÉÓ ×ÖÒÉÄÓ cn ÊÏÄ×ÉÝÉÄÍÔÄÁÉ ÌÏÉÝÄÌÀ ÔÏËÏÁÄÁÉÈ
(Éá. 2, §6, ÔÏËÏÁÀ (7))

cn =

b∫
a

f(x)φn(x)dx, n = 1, 2, . . . . (2)

(1) ÌßÊÒÉÅÉÓ n-ÒÉ ÊÄÒÞÏ ãÀÌÉ ÀÙÅÍÉÛÍÏÈ sn(f ;x)-ÉÈ:

sn(f ;x) = c1φ1(x) + · · ·+ cnφn(x). (3)

ÜÅÄÍÉ ÌÉÆÀÍÉÀ ÃÀÅÀÌÔÊÉÝÏÈ, ÒÏÌ ÌÏÝÄÌÖË f ∈ L2[a, b] ×ÖÍØ-
ÝÉÀÓ ÛÄÄÓÀÁÀÌÄÁÀ ÒÀÙÀÝ ×ÖÍØÝÉÀ F ∈ L2[a, b], ÒÏÌËÉÓÊÄÍÀÝ L2

ÍÏÒÌÉÈ ÊÒÄÁÀÃÉÀ (1) ÌßÊÒÉÅÉ ÀÍÖ ÀÃÂÉËÉ ÀØÅÓ ÔÏËÏÁÀÓ:

lim
n→∞

b∫
a

|F (x)− sn(f ;x)|2dx = 0. (4)

ÌÏÊËÄÃ ÒÏÌ ÅÈØÅÀÈ, ÀÃÂÉËÉ ÀØÅÓ ÛÄÌÃÄÂ ÈÄÏÒÄÌÀÓ:

ÈÄÏÒÄÌÀ 3.1. f ∈ L2[a, b] ×ÖÍØÝÉÉÓ ×ÖÒÉÄÓ (1) ÌßÊÒÉÅÉ L2 ÊÒÄÁÀÃÉÀ
ÒÀÙÀÝ F ∈ L2[a, b] ×ÖÍØÝÉÉÓÊÄÍ.

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÝÍÏÁÉËÉÀ ([1], ÂÅ. 526), ÒÏÌ ×ÖÍØÝÉÀÈÀ fn ∈ L2[a, b]
ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÉÓ L2[a, b] ÓÉÅÒÝÄÛÉ ÊÒÄÁÀÃÏÁÉÓÈÅÉÓ ÒÀÙÀÝ F ∈ L2[a, b]
×ÖÍØÝÉÉÓÊÄÍ ÀÖÝÉËÄÁÄËÉÀ ÃÀ ÓÀÊÌÀÒÉÓÉ ÚÏÅÄË ε > 0 ÒÉÝáÅÓ
ÄÈÀÍÀÃÄÁÏÃÄÓ ÉÓÄÈÉ ÍÀÔÖÒÀËÖÒÉ N(ε), ÒÏÌ ÓÒÖËÃÄÁÏÃÄÓ ÖÔÏ-
ËÏÁÀ

∥fn(x)− fm(x)∥L2 < ε, ÒÏÝÀ n ≥ N ÃÀ m ≥ N. (5)

ÀáËÀ ÅÀÜÅÄÍÏÈ (5) ÖÔÏËÏÁÉÓ ÛÄÓÒÖËÄÁÀ, ÒÏÝÀ fn(x) ×ÖÍØ-
ÝÉÄÁÉÓ ÒÏËÛÉ ÀÙÄÁÖËÉÀ (1) ÌßÊÒÉÅÉÓ ÊÄÒÞÏ sn(f ;x) ãÀÌÄÁÉ.

ÝáÀÃÉÀ, ÒÏÌ ÚÏÅÄËÉ n-ÉÓÈÅÉÓ ÃÀ p ≥ 1-ÉÓÈÅÉÓ ÂÅÀØÅÓ:

∥sn+p(f ;x)− sn(f ;x)∥2L2 =

∥∥∥∥ n+p∑
k=n+1

ckφk(x)

∥∥∥∥2
L2

=

b∫
a

∣∣∣∣ n+p∑
k=n+1

ckφk(x)

∣∣∣∣2dx.
ÌÀÂÒÀÌ

b∫
a

∣∣∣∣ n+p∑
k=n+1

ckφk(x)

∣∣∣∣2dx =

b∫
a

[ n+p∑
k=n+1

ckφk(x)

]
·
[ n+p∑
k=n+1

ckφk(x)

]
dx.
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ÈÖ ÀØ, ÉÍÔÄÂÒÀËØÅÄÛ ÛÄÅÀÓÒÖËÄÁÈ ÌÉÈÉÈÄÁÖË ÂÀÃÀÌÒÀÅËÄ-
ÁÀÓ ÃÀ ÂÀÌÏÅÉÚÄÍÄÁÈ ÏÒÈÏÍÏÒÌÖËÉ {φk(x)}∞k=1 ÓÉÓÔÄÌÉÓ ÛÄÓÀ-
ÁÀÌÉÓ ÈÅÉÓÄÁÄÁÓ (Éá. §2, (1) ÃÀ (2) ÔÏËÏÁÄÁÉ), ÌÉÅÉÙÄÁÈ:

∥sn+p(f ;x)− sn(f ;x)∥2L2 =

n+p∑
k=n+1

|ck|2. (6)

ÌÀÂÒÀÌ ÛÄÃÄÂÉ 2.3-ÉÓ ÈÀÍÀáÌÀÃ, ÌßÊÒÉÅÉ
∑∞
k=1 |ck|2 ÊÒÄÁÀÃÉÀ.

ÀÌÉÔÏÌ ε > 0 ÒÉÝáÅÉÓÈÅÉÓ ÀÒÓÄÁÏÁÓ ÍÀÔÖÒÀËÖÒÉ N(ε) ÉÓÄÈÉ,
ÒÏÌ

n+p∑
k=n+1

|ck|2 < ε, ÒÏÝÀ n ≥ N ÃÀ p ≥ 1. (7)

ÌÀÛÀÓÀÃÀÌÄ,

∥sn+p(f ;x)− sn(f ;x)∥L2 < ε, ÒÏÝÀ n ≥ N, p ≥ 1. (8)

ÀÌÉÈ ÈÄÏÒÄÌÀ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉÀ.

ÛÄÍÉÛÅÍÀ 3.2. ÉÓ ×ÀØÔÉ, ÒÏÌ ÈÄÏÒÄÌÀ 3.1-ÛÉ ÌÏÞÄÁÍÉËÉ F ×ÖÍØ-
ÝÉÉÓ ÒÏËÛÉ ÀÒ ÀÒÉÓ ÌÏÝÄÌÖËÉ f ×ÖÍØÝÉÀ, ÂÀÌÏßÅÄÖËÉÀ ÉÌÉÈ,
ÒÏÌ {φk(x)}∞k=1 ÀÒÉÓ ÌáÏËÏÃ ÏÒÈÏÍÏÒÌÖËÉ. ØÅÄÌÏÈ ÜÅÄÍ ÅÍÀ-
áÀÅÈ, ÒÏÌ (4) ÔÏËÏÁÀÛÉ F -ÉÓ ÒÏËÛÉ ÀÒÉÓ f , ÒÏÝÀ {φk(x)}∞k=1

ÓÉÓÔÄÌÀ ÀÒÉÓ ÏÒÈÏÍÏÒÌÖËÉ ÃÀ ÓÒÖËÉ (ÜÀÊÄÔÉËÉ).

4 ÒÉÓÉ-×ÉÛÄÒÉÓ ÈÄÏÒÄÌÀ

ÁÄÓÄËÉÓ ÖÔÏËÏÁÀ (Éá. §2, ÖÔÏËÏÁÀ (6)) ÌÉÂÅÀÍÉÛÍÄÁÓ ÉÌÀÆÄ,
ÒÏÌ f ∈ L2[a, b] ×ÖÍØÝÉÉÓ ×ÖÒÉÄÓ cn ÊÏÄ×ÉÝÉÄÍÔÄÁÓ [a, b]-ÆÄ ÏÒ-
ÈÏÍÏÒÌÖËÉ {φk(x)}∞k=1 ÓÉÓÔÄÌÉÓ ÌÉÌÀÒÈ ÀØÅÈ ÈÅÉÓÄÁÀ: ÌßÊÒÉÅÉ∑∞
n=1 c

2
n ÊÒÄÁÀÃÉÀ (Éá. ÛÄÃÄÂÉ 2.3).

ÛÄÁÒÖÍÄÁÖË ÊÉÈáÅÀÆÄ ÐÀÓÖáÓ ÉÞËÄÅÀ ×. ÒÉÓÉÓÀ ÃÀ ×ÉÛÄÒÉÓ
ÌÉÄÒ 1907 ßÄËÓ, ÄÒÈÉÌÄÏÒÉÓÂÀÍ ÃÀÌÏÖÊÉÃÄÁËÀÃ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉ

ÈÄÏÒÄÌÀ 4.1 (ÒÉÓÉ, ×ÉÛÄÒÉ). ÈÖ ×ÖÍØÝÉÀÈÀ ÓÉÓÔÄÌÀ {φk(x)}∞k=1

ÏÒÈÏÍÏÒÌÖËÉÀ [a, b]-ÆÄ ÃÀ ÒÉÝáÅÈÀ ÒÀÙÀÝ (cn) ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÉÓÈ-
ÅÉÓ ÌßÊÒÉÅÉ

∑∞
n=1 c

2
n ÊÒÄÁÀÃÉÀ, ÌÀÛÉÍ ÀÒÓÄÁÏÁÓ ÉÓÄÈÉ f ∈ L2[a, b]

×ÖÍØÝÉÀ, ÒÏÌËÉÓ ×ÖÒÉÄÓ ÊÏÄ×ÉÝÉÄÍÔÄÁÉÀ cn ÒÉÝáÅÄÁÉ {φk(x)}∞1
ÓÉÓÔÄÌÉÓ ÌÉÌÀÒÈ ÃÀ ÀÃÂÉËÉ ÀØÅÓ ÐÀÒÓÄÅÀËÉÓ ÔÏËÏÁÀÓ (1806 ß.):

b∫
a

|f(x)|2dx =
∞∑
n=1

c2n. (1)
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ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÛÄÌÏÅÉÙÏÈ ÀÙÍÉÛÅÍÀ Tn(x) =
∑n
k=1 ckφk(x), ÒÏÌËÉ-

ÓÈÅÉÓÀÝ ÂÅÀØÅÓ ÔÏËÏÁÀ (Éá. §3, ÔÏËÏÁÀ (6)):

b∫
a

|Tn+p(x)− Tn(x)|2dx =

n+p∑
k=n+1

c2k.

∑∞
k=1 c

2
k ÌßÊÒÉÅÉÓ ÊÒÄÁÀÃÏÁÉÓ ÂÀÌÏ, ÚÏÅÄË ε > 0 ÒÉÝáÅÓ ÄÈÀÍÀ-

ÃÄÁÀ ÉÓÄÈÉ ÍÀÔÖÒÀËÖÒÉ N ÒÉÝáÅÉ, ÒÏÌ

b∫
a

|Tp(x)− Tq(x)|2dx < ε, ÒÏÝÀ p > N, q > N.

ÀÌÉÔÏÌ ÝÍÏÁÉËÉ ÈÄÏÒÄÌÉÓ ÂÀÌÏ ([1], ÂÅ. 526), L2[a, b]-ÛÉ ÀÒ-
ÓÄÁÏÁÓ ÉÓÄÈÉ f ×ÖÍØÝÉÀ, ÒÏÌ ÀÃÂÉËÉ ÀØÅÓ ÔÏËÏÁÀÓ (Tn ÌÉÌ-
ÃÄÅÒÏÁÀ L2 ÊÒÄÁÀÃÉÀ f-ÓÊÄÍ):

lim
n→∞

b∫
a

|f(x)− Tn(x)|2dx = 0. (2)

ÀÅÉÙÏÈ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ k ≥ 1 ÃÀ ÅÈØÅÀÈ n > k. ÒÀÃÂÀÍ {φk(x)}∞1
ÓÉÓÔÄÌÀ ÏÒÈÏÍÏÒÌÖËÉÀ ÃÀ n > k, ÀÌÉÔÏÌ

∫ b
a
Tn(x)φk(x)dx = ck.

ÌÀÛÀÓÀÃÀÌÄ,

ck =

b∫
a

f(x)φk(x)dx+

b∫
a

[Tn(x)− f(x)]φk(x)dx. (3)

ÝÍÏÁÉËÉ ÖÔÏËÏÁÉÓ ÂÀÌÏ ([1], ÂÅ. 521), ÒÏÌÄËÉÝ 1859 ßÄËÓ
ÃÀÀÃÂÉÍÀ ÁÖÍÉÀÊÏÅÓÊÉÌ ÃÀ 1875 ßÄËÓ ÊÉ À. ÛÅÀÒÝÌÀ,

∣∣∣∣
b∫
a

[Tn(x)− f(x)]φk(x)dx

∣∣∣∣ ≤ ( b∫
a

|Tn(x)− f(x)|2dx
)1/2

· 1 (4)

(2)-(4) ÃÀÌÏÊÉÃÄÁÖËÄÁÄÁÉÃÀÍ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄÏÁÓ ÔÏËÏÁÀ

ck =

b∫
a

f(x)φk(x)dx, k = 1, 2, . . . . (5)
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ÀÌÒÉÂÀÃ, ck ÒÉÝáÅÄÁÉ ßÀÒÌÏÀÃÂÄÍÄÍ f ∈ L2[a, b] ×ÖÍØÝÉÉÓ ×Ö-
ÒÉÄÓ ÊÏÄ×ÉÝÉÄÍÔÄÁÓ {φk(x)}∞k=1 ÓÉÓÔÄÌÉÓ ÌÉÌÀÒÈ.

ÃÀ ÁÏËÏÓ, (2) ÂÀÌÏÅÉÚÄÍÏÈ ÁÄÓÄËÉÓ ÉÂÉÅÄÏÁÉÓ (Éá. §2, ÔÏ-
ËÏÁÀ (4)) ÌÉÌÀÒÈ ÃÀ ÌÉÅÉÙÄÁÈ (1) ÔÏËÏÁÀÓ, ÒÏÌÄËÓÀÝ ÄßÏÃÄÁÀ
ÐÀÒÓÄÅÀËÉÓ ÔÏËÏÁÀ.

5 ÜÀÊÄÔÉËÉ ÓÉÓÔÄÌÀ ÃÀ ÌÉÓ ÌÉÌÀÒÈ S[f ]-ÉÓ
L2 ÊÒÄÁÀÃÏÁÀ f-ÉÓÊÄÍ

ÒÏÂÏÒÝ ÅÉÝÉÈ (Éá. ÈÀÅÉ 2, §7), L2[a, b] ÓÉÅÒÝÉÓ φn ÄËÄÌÄÍ-
ÔÄÁÉÓÂÀÍ ÛÄÃÂÄÍÉË ×ÖÍØÝÉÀÈÀ ÏÒÈÏÍÏÒÌÖË {φk(x)}∞k=1 ÓÉÓÔÄ-
ÌÀÓ ÄßÏÃÄÁÀ ÓÒÖËÉ L2[a, b] ÓÉÅÒÝÄÛÉ, ÈÖ f ∈ L2[a, b] ×ÖÍØÝÉÉÓ
ÏÒÈÏÂÏÍÖËÏÁÀ {φk(x)}∞1 ÓÉÓÔÄÌÉÓ ÚÅÄËÀ ×ÖÍØÝÉÀÓÈÀÍ ÉßÅÄÅÓ
f(x) = 0 ÔÏËÏÁÀÓ ÈÉÈØÌÉÓ ÚÅÄËÀ x ∈ [a, b] ßÄÒÔÉËÆÄ ÀÍÖ f
ÄÊÅÉÅÀËÄÍÔÖÒÉÀ ÍÖËÉÓ, ÓÉÌÁÏËÖÒÀÃ f ∼ 0.

ÌÏÊËÄÃ ÒÏÌ ÅÈØÅÀÈ, ÚÅÄËÀ ÔÏËÏÁÉÓ
∫ b
a
f(x)φn(x)dx = 0 (n =

1, 2, . . . ) ÛÄÓÒÖËÄÁÀ ÉßÅÄÅÓ ÃÀÌÏÊÉÃÄÁÖËÄÁÀÓ f ∼ 0.
1. ÀáËÀ ÜÅÄÍ ÂÀÍÅÉáÉËÀÅÈ ÓÒÖËÉ ÓÉÓÔÄÌÉÓ ÓáÅÀÂÅÀÒ ÃÀáÀÓÉ-

ÀÈÄÁÀÓ, Ä.ß. ÓÉÓÔÄÌÉÓ ÜÀÊÄÔÉËÏÁÉÈ.

ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÀ 5.1. [a, b] ÓÄÂÌÄÍÔÆÄ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖËÉ ×ÖÍØÝÉÄÁÉÓ ÏÒÈÏ-
ÍÏÒÌÖË {φk(x)}∞1 ÓÉÓÔÄÌÀÓ ÄßÏÃÄÁÀ ÜÀÊÄÔÉËÉ L2[a, b] ÓÉÅÒÝÄÛÉ,
ÈÖ ÚÏÅÄËÉ f ∈ L2[a, b] ×ÖÍØÝÉÉÓÈÅÉÓ ÃÀ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ ε > 0 ÒÉÝá-
ÅÉÓÈÅÉÓ ÀÒÓÄÁÏÁÓ ÉÓÄÈÉ α1, . . . , αn ÒÉÝáÅÄÁÉ, ÒÏÌ ÀÃÂÉËÉ ÀØÅÓ
ÖÔÏËÏÁÀÓ: ∥∥∥∥f(x)− n∑

k=1

αkφk(x)

∥∥∥∥
L2

< ε. (1)

ÒÏÂÏÒÝ ÅÉÝÉÈ, ÀÓÄÈÉ ÈÅÉÓÄÁÉÓ ÌØÏÍÄ α1, . . . , αn ÓÉÓÔÄÌÄÁÓ
ÛÏÒÉÓ (1) ÖÔÏËÏÁÉÓ ÌÀÒÝáÄÍÀ ÌáÀÒÄÓ ÖÌÝÉÒÄÓ ÌÍÉÛÅÍÄËÏÁÀÓ
ÀÍÉàÄÁÓ f ×ÖÍØÝÉÉÓ ×ÖÒÉÄÓ c1, c2, . . . , cn, . . . ÊÏÄ×ÉÝÉÄÍÔÄÁÉ ÀÍÖ,
ÈÖ {φk(x)}∞1 ÓÉÓÔÄÌÀ ÜÀÊÄÔÉËÉÀ L2[a, b]-ÛÉ, ÌÀÛÉÍ ÀÃÂÉËÉ ÀØÅÓ
ÖÔÏËÏÁÀÓ: ∥∥∥∥f(x)− n∑

k=1

ckφk(x)

∥∥∥∥
L2

< ε. (2)

ÀÌ ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉ, (1) ÖÔÏËÏÁÉÓÂÀÍ ÂÀÍÓáÅÀÅÄÁÉÈ, c1, c2, . . . , cn
ÝÀËÓÀáÀÃÀÀ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖËÉ f ×ÖÍØÝÉÉÓ ÌÄÛÅÄÏÁÉÈ ÃÀ (2)-ÛÉ ε-
ÆÄ ÃÀÌÏÊÉÃÄÁÖËÉÀ ÌáÏËÏÃ n ÃÀ ÀÒÀ ÒÉÝáÅÄÁÉÓ ÌÈÄËÉ ÓÉÓÔÄÌÀ,
ÒÏÂÏÒÝ ÄÓÀÀ (1)-ÛÉ.
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ÀÌÉÔÏÌ (2)-ÉÓ ÄÊÅÉÅÀËÄÍÔÖÒÉ ×ÏÒÌÀÀ ÔÏËÏÁÀ

lim
n→∞

∥∥∥∥f(x)− n∑
k=1

ckφk(x)

∥∥∥∥
L2

= 0. (3)

ÀÌÒÉÂÀÃ, ÂÅÀØÅÓ

ÈÄÏÒÄÌÀ 5.2. f ∈ L2[a, b] ×ÖÍØÝÉÉÓ ×ÖÒÉÄÓ

f ∼ c1φ1(x) + c2φ2(x) + · · · (4)

ÌßÊÒÉÅÉ, L2[a, b]-ÛÉ ÜÀÊÄÔÉËÉ {φk(x)}∞1 ÓÉÓÔÄÌÉÓ ÌÉÌÀÒÈ ÀÒÉÓ L2

ÊÒÄÁÀÃÉ f-ÉÓÊÄÍ, ÈÖÍÃÀÝ (4) ÌßÊÒÉÅÉ ÂÀÍÛËÀÃÉ ÉÚÏÓ ÚÅÄËÂÀÍ:

lim
n→∞

b∫
a

∥∥∥∥f(x)− n∑
k=1

ckφk(x)

∥∥∥∥2dx = 0. (5)

2. ÔÏËÏÁÀ (5)-ÃÀÍ ÃÀ ÁÄÓÄËÉÓ ÉÂÉÅÄÏÁÉÃÀÍ (Éá. §2, ÔÏËÏÁÀ
(4)) ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄÏÁÓ:

ÈÄÏÒÄÌÀ 5.3. L2[a, b]-ÛÉ ÜÀÊÄÔÉËÉ {φk(x)}∞1 ÓÉÓÔÄÌÉÓ ÌÉÌÀÒÈ,
f ∈ L2[a, b] ×ÖÍØÝÉÉÓ c1, c2, . . . , cn, . . . ÊÏÄ×ÉÝÉÄÍÔÄÁÉÓÈÅÉÓ ÀÃ-
ÂÉËÉ ÀØÅÓ ÐÀÒÓÄÅÀËÉÓ ÔÏËÏÁÀÓ:

∞∑
k=1

c2k =

b∫
a

|f(x)|2dx. (6)

ÈÄÏÒÄÌÀ 5.4. ÜÀÊÄÔÉËÉ ÓÉÓÔÄÌÀ ÓÒÖËÉÀ.

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÜÀÊÄÔÉËÉ ÓÉÓÔÄÌÉÓÈÅÉÓ ÀÃÂÉËÉ ÀØÅÓ ÐÀÒÓÄÅÀËÉÓ
(6) ÔÏËÏÁÀÓ. ÈÖ ÀáËÀ f ∈ L2[a, b] ×ÖÍØÝÉÉÓ ×ÖÒÉÄÓ ÚÅÄËÀ ck

ÊÏÄ×ÉÝÉÄÍÔÉ ÍÖËÉÀ, ÌÀÛÉÍ
∫ b
a
|f(x)|2dx = 0, ÓÀÉÃÀÍÀÝ f ∼ 0.

ÈÄÏÒÄÌÀ 5.5. ÓÒÖËÉ ÓÉÓÔÄÌÀ ÜÀÊÄÔÉËÉÀ.

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÅÈØÅÀÈ, {φk(x)}∞1 ÓÉÓÔÄÌÀ ÓÒÖËÉÀ L2[a, b] ÓÉÅÒÝÄÛÉ.
ÀÅÉÙÏÈ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ f ∈ L2[a, b] ×ÖÍØÝÉÀ ÃÀ ÌÉÓÉ ×ÖÒÉÄÓ ÊÏÄ×ÉÝÉ-
ÄÍÔÄÁÉ {φk(x)}∞1 ÓÉÓÔÄÌÉÓ ÌÉÌÀÒÈ ÉÚÏÓ c1, c2, . . . . ÛÄÃÄÂÉ 2.3-ÉÓ
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ÞÀËÉÈ, ÌßÊÒÉÅÉ
∑∞
k=1 c

2
k ÊÒÄÁÀÃÉÀ ÃÀ ÀÌÉÔÏÌ ÒÉÓÉ-×ÉÛÄÒÉÓ ÈÄ-

ÏÒÄÌÉÓ ÓÀ×ÖÞÅÄËÆÄ ÀÒÓÄÁÏÁÓ g ∈ L2[a, b] ×ÖÍØÝÉÀ, ÒÏÌËÉÓ ×Ö-
ÒÉÄÓ ÊÏÄ×ÉÝÉÄÍÔÄÁÉ {φk(x)}∞1 ÓÉÓÔÄÌÉÓ ÌÉÌÀÒÈ ÉØÍÄÁÀ c1, c2, . . .
ÃÀ

∞∑
k=1

c2k =

b∫
a

|g(x)|2dx. (7)

ÒÀÃÂÀÍ f-ÓÀ ÃÀ g-Ó ÀØÅÈ ×ÖÒÉÄÓ ÄÒÈÉÃÀÉÂÉÅÄ ÊÏÄ×ÉÝÉÄÍÔÄ-
ÁÉ, ÀÌÉÔÏÌ f − g ÓáÅÀÏÁÉÓ ÚÅÄËÀ ÊÏÄ×ÉÝÉÄÍÔÉ ÍÖËÉÀ ÀÍÖ f − g
ÏÒÈÏÂÏÍÖËÉÀ {φk(x)}∞1 ÓÉÓÔÄÌÉÓ ÚÅÄËÀ ×ÖÍØÝÉÀÓÈÀÍ. ÀØÄÃÀÍ,
{φk(x)}∞1 ÓÉÓÔÄÌÉÓ ÓÉÓÒÖËÉÓ ÂÀÌÏ, f − g ∼ 0 ÀÍÖ g ∼ f . ÌÀÛÀ-
ÓÀÃÀÌÄ, (7)-Ó ÞÀËÉÈ, L2[a, b] ÓÉÅÒÝÉÓ ÚÏÅÄËÉ f ×ÖÍØÝÉÉÓÈÅÉÓ
ÀÃÂÉËÉ ÀØÅÓ ÐÀÒÓÄÅÀËÉÓ ÔÏËÏÁÀÓ

b∫
a

|f(x)|2dx =
∞∑
k=1

c2k. (8)

ÀØÄÃÀÍ ÊÉ ÁÄÓÄËÉÓ ÉÂÉÅÄÏÁÉÓ ÂÀÌÏÚÄÍÄÁÉÈ ÅÙÄÁÖËÏÁÈ:

lim
n→∞

∥f(x)−
n∑
k=1

ckφk(x)∥L2 = 0. (9)

ÀÌÒÉÂÀÃ, {φk(x)}∞1 ÓÉÓÔÄÌÀ ÜÀÊÄÔÉËÉÀ.

ÛÄÃÄÂÉ 5.6. L2 ÊËÀÓÉÓ ×ÖÍØÝÉÀÈÀ ÓÉÅÒÝÄÛÉ ×ÖÍØÝÉÀÈÀ ÓÉÓÔÄÌÉÓ
ÜÀÊÄÔÉËÏÁÉÓÀ ÃÀ ÓÉÓÒÖËÉÓ ÝÍÄÁÀÍÉ ÖÒÈÉÄÒÈÄÊÅÉÅÀËÄÍÔÖÒÉÀ.

6 ÒÉÓÉ-×ÉÛÄÒÉÓ ÈÄÏÒÄÌÀ ÃÀ ÐÀÒÓÄÅÀËÉÓ ÔÏËÏÁÀ
ÔÒÉÂÏÍÏÌÄÔÒÉÖËÉ ÓÉÓÔÄÌÉÓÈÅÉÓ

1. ÒÉÓÉ-×ÉÛÄÒÉÓ ÈÄÏÒÄÌÀ ÃÀ ÐÀÒÓÄÅÀËÉÓ ÔÏËÏÁÀ ÜÅÄÍ ÃÀÌÔ-
ÊÉÝÄÁÖËÉ ÂÅØÏÍÃÀ ÏÒÈÏÍÏÒÌÖËÉ ÓÉÓÔÄÌÉÓÈÅÉÓ. ÀÌÉÔÏÌ ÉÓÉÍÉ
ÌÀÒÈÄÁÖËÉÀ ÓÉÓÔÄÌÉÓÈÅÉÓÀÝ:

1√
2π
,
cosx√
π
,
sinx√
π
,
cos 2x√

π
,
sin 2x√

π
, . . . . (1)

ÓÀáÄËÃÏÁÒ, ÈÖ a0, an, bn (n = 1, 2, . . . ) ÒÉÝáÅÄÁÓ ÀØÅÈ ÈÅÉÓÄÁÀ

1

2
a20 +

∞∑
n=1

a2n + b2n < +∞, (2)
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ÌÀÛÉÍ ÀÒÓÄÁÏÁÓ ×ÖÍØÝÉÀ F ∈ L2[−π, π] ÉÓÄÈÉ, ÒÏÌ ÀÃÂÉËÉ ÀØÅÓ
ÔÏËÏÁÄÁÓ:

a0√
2
=

π∫
−π

F (x)
1√
2π
dx, an =

π∫
−π

F (x)
cosnx√

π
dx,

bn =

π∫
−π

F (x)
sinnx√

π
dx.

(3)

ÝáÀÃÉÀ, ÒÏÌ ×ÖÍØÝÉÀ f(x) =
√
π F (x) ∈ L2[−π, π] ÃÀ (3) ÔÏ-

ËÏÁÄÁÉ f ×ÖÍØÝÉÉÓ ÓÀÛÖÀËÄÁÉÈ ÀÓÄ ÜÀÉßÄÒÄÁÉÀÍ:

a0 =
1

π

π∫
−π

f(x)dx, an =
1

π

π∫
−π

f(x) cosnxdx,

bn =
1

π

π∫
−π

f(x) sinnxdx.

(4)

ÀÌÒÉÂÀÃ, ÈÖ (2) ÌßÊÒÉÅÉ ÊÒÄÁÀÃÉÀ, ÌÀÛÉÍ ÀÒÓÄÁÏÁÓ ×ÖÍØÝÉÀ
f ∈ L2[−π, π] ÉÓÄÈÉ, ÒÏÌ (4) ÔÏËÏÁÄÁÉÈ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖËÉ a0, an
ÃÀ bn ÒÉÝáÅÄÁÉ ßÀÒÌÏÀÃÂÄÍÄÍ f ×ÖÍØÝÉÉÓ ×ÖÒÉÄÓ ÊÏÄ×ÉÝÉÄÍÔÄÁÓ
ÔÒÉÂÏÍÏÌÄÔÒÉÖËÉ

1, cosx, sinx, cos 2x, sin 2x, . . . (5)

ÓÉÓÔÄÌÉÓ ÌÉÌÀÒÈ.
ÀáËÀ ÜÀÅßÄÒÏÈ ÐÀÒÓÄÅÀËÉÓ ÔÏËÏÁÀ f-ÉÓÀ ÃÀ a0, an, bn ÊÏÄ×É-

ÝÉÄÍÔÄÁÉÈ. ÀÌ ÌÉÆÍÉÈ ÀÌ ÊÏÄ×ÉÝÉÄÍÔÄÁÓ ÌÉÅÝÄÈ ÓÀàÉÒÏ ×ÏÒÌÀ:

a0 =

√
2√
π

π∫
−π

f(x)
1√
2π
dx, an =

1√
π

π∫
−π

f(x)
cosnx√

π
dx,

bn =
1√
π

π∫
−π

f(x)
sinnx√

π
dx.
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ÀØÄÃÀÍ

√
π√
2
a0 =

π∫
−π

f
1√
2π
dx,

√
πan =

π∫
−π

f
cosnx√

π
dx,

√
πbn =

π∫
−π

f(x)
sinnx√

π
dx.

ÀáËÀ ÂÀÌÏÅÉÚÄÍÏÈ ÐÀÒÓÄÅÀËÉÓ ÔÏËÏÁÀ ÏÒÈÏÍÏÒÌÖËÉ ÓÉÓ-
ÔÄÌÉÓÈÅÉÓ (Éá. §4, ÔÏËÏÁÀ (1)), ÂÅÄØÍÄÁÀ:

π
a20
2

+
∞∑
n=1

(πa2n + πb2n) =

π∫
−π

f2dx

ÀÍÖ

a20
2

+

∞∑
n=1

(a2n + b2n) =
1

π

π∫
−π

f2dx. (6)

2. [−π, π] ÓÄÂÌÄÍÔÆÄ ÏÒÈÏÍÏÒÌÖËÉ ÊÏÌÐËÄØÓÖÒÉ ×ÏÒÌÉÓ ÔÒÉ-
ÂÏÍÏÌÄÔÒÉÖËÉ { 1√

2π
einx} (n = 0,±1,±2) ÓÉÓÔÄÌÉÓ ÌÉÌÀÒÈ

(Éá. ÈÀÅÉ 2, §6) ÒÉÓÉ-×ÉÛÄÒÉÓ ÈÄÏÒÄÌÉÓ ÈÀÍÀáÌÀÃ, ÐÉÒÏÁÀ∑+∞
n=−∞ |cn|2 < +∞ ÉßÅÄÅÓ ÉÓÄÈÉ ϕ ∈ L2[−π, π] ×ÖÍØÝÉÉÓ ÀÒ-

ÓÄÁÏÁÀÓ, ÒÏÌËÉÓÈÅÉÓÀÝ ÀÃÂÉËÉ ÀØÅÓ ÔÏËÏÁÄÁÓ:

cn =

π∫
−π

ϕ(x)
e−inx√

2π
dx. (7)

ÛÄÌÏÅÉÙÏÈ L2[−π, π] ÓÉÅÒÝÉÓ ×ÖÍØÝÉÀ φ(x) =
√
2πϕ(x), ÒÏÌ-

ËÉÓ ÌÄÛÅÄÏÁÉÈ (7) ÌÉÉÙÄÁÓ ÓÀáÄÓ:

cn =
1

2π

π∫
−π

φ(x)e−inxdx. (8)

ÄÓ ÊÉ ÀÒÉÓ φ ∈ L2[−π, π] ×ÖÍØÝÉÉÓ ×ÖÒÉÄÓ ÊÏÄ×ÉÝÉÄÍÔÄÁÉ
{einx} (n = 0,±1,±2, . . . ) ÓÉÓÔÄÌÉÓ ÌÉÌÀÒÈ (Éá. ÈÀÅÉ 2, §2, ÔÏ-
ËÏÁÀ (6)).
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ÐÀÒÓÄÅÀËÉÓ ÔÏËÏÁÀÓ (7) ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÉÓÈÅÉÓ ÃÀ ϕ(x) ×ÖÍØÝÉ-
ÉÓÈÅÉÓ ÀØÅÓ ÓÀáÄ (Éá. §4, ÔÏËÏÁÀ(1)):

+∞∑
n=−∞

|cn|2 =

π∫
−π

|ϕ(x)|2dx. (9)

ÀÌÒÉÂÀÃ, {einx} (n=0,±1,±2, . . . ) ÓÉÓÔÄÌÉÓ ÌÉÌÀÒÈ φ∈L2[−π, π]
×ÖÍØÝÉÉÓ ×ÖÒÉÄÓ (8) ÊÏÄ×ÉÝÉÄÍÔÄÁÉÓÈÅÉÓ ÐÀÒÓÄÅÀËÉÓ ÔÏËÏÁÀÓ,
ÒÏÌÄËÉÝ ÀÅÔÏÒÉÓ ÌÉÄÒ ÃÀÃÂÄÍÉË ÉØÍÀ 1799 ßÄËÓ, ÀØÅÓ ÓÀáÄ:

+∞∑
n=−∞

|cn|2 =
1

2π

π∫
−π

|φ(x)|2dx. (10)

7 ÐÀÒÓÄÅÀËÉÓ ÔÏËÏÁÀ ÏÒÉ ×ÖÍØÝÉÉÓ ÍÀÌÒÀÅËÉÓÈÅÉÓ

1. ÆÏÂÀÃÉ ÓÉÓÔÄÌÉÓÈÅÉÓ.

ÈÄÏÒÄÌÀ 7.1. ÅÈØÅÀÈ, L2[a, b]-ÛÉ ÓÒÖËÉ (ÜÀÊÄÔÉËÉ) ÏÒÈÏÍÏÒÌÖËÉ
{φk(x)}∞1 ÓÉÓÔÄÌÉÓ ÌÉÌÀÒÈ f ∈ L2[a, b] ÃÀ g ∈ L2[a, b] ×ÖÍØÝÉÄÁÉÓ
×ÖÒÉÄÓ ÌßÊÒÉÅÄÁÉÀ

f ∼ c1φ1(x) + c2φ2(x) + · · · , (1)

g ∼ d1φ1(x) + d2φ2(x) + · · · . (2)

ÌÀÛÉÍ ÍÀÌÒÀÅËÉÓÈÅÉÓ f · g ∈ L[a, b]1 ÀÃÂÉËÉ ÀØÅÓ ÐÀÒÓÄÅÀËÉÓ
ÔÏËÏÁÀÓ:

b∫
a

f(x)g(x)dx =
∞∑
n=1

cndn. (3)

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÄËÄÌÄÍÔÀÒÖËÉ ÖÔÏËÏÁÉÓ (a±b)2 ≤ 2(a2+b2) ÞÀËÉÈ
ÅÀÓÊÅÍÉÈ, ÒÏÌ f+g ÃÀ f−g ×ÖÍØÝÉÄÁÉ L2[a, b] ÊËÀÓÉÓÀÀ, ÀÌÀÓÈÀÍ
ÐÉÒÅÄËÉÓ ÊÏÄ×ÉÝÉÄÍÔÄÁÉÀ cn + dn, áÏËÏ ÌÄÏÒÄÓÉ ÊÉ cn − dn.

1ÄÓ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄÏÁÓ ÖÔÏËÏÁÉÃÀÍ |f | · |g| ≤ 1
2
[f2 + g2].
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ÀÌÉÔÏÌ ÌÀÈÈÅÉÓ ÐÀÒÓÄÅÀËÉÓ ÔÏËÏÁÀÓ ÀØÅÓ ÓÀáÄ:

b∫
a

[f(x) + g(x)]2dx =

∞∑
n=1

(cn + dn)
2,

b∫
a

[f(x)− g(x)]2dx =

∞∑
n=1

(cn − dn)
2.

ÐÉÒÅÄËÉÃÀÍ ÌÄÏÒÉÓ ÂÀÌÏÊËÄÁÉÈ ÌÉÅÉÙÄÁÈ:

4

b∫
a

f(x)g(x)dx =
∞∑
n=1

4cndn

ÀÍÖ ÀÃÂÉËÉ ÀØÅÓ (3) ÔÏËÏÁÀÓ.
2. ÔÒÉÂÏÍÏÌÄÔÒÉÖËÉ ÓÉÓÔÄÌÉÓÈÅÉÓ. ÈÖ

f ∼ a0
2

+
∞∑
n=1

(an cosnx+ bn sinnx), (4)

g ∼ c0
2

+

∞∑
n=1

(cn cosnx+ dn sinnx), (5)

ÌÀÛÉÍ

1

π

π∫
−π

f(x)g(x)dx =
a0c0
2

+

∞∑
n=1

(ancn + bndn). (6)

ÈÖÊÉ

f ∼
+∞∑

n=−∞
ane

inx ÃÀ g ∼
+∞∑

n=−∞
bne

inx, (7)

ÌÀÛÉÍ

1

2π

π∫
−π

f(x)g(x)dx =

+∞∑
n=−∞

anbn. (8)

ÛÄÅÍÉÛÍÏÈ, ÒÏÌ (3), (6) ÃÀ (8) ÔÏËÏÁÄÁÓ ÆÏÂãÄÒ ÖßÏÃÄÁÄÍ
ÐÀÒÓÄÅÀËÉÓ ÂÀÍÆÏÂÀÃÄÁÖË ÔÏËÏÁÄÁÓ.
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8 ÓÒÖËÉ (ÜÀÊÄÔÉËÉ) ÓÉÓÔÄÌÉÓÈÅÉÓ ×ÖÒÉÄÓ ÌßÊÒÉÅÉÓ
ßÄÅÒÏÁÒÉÅÉ ÉÍÔÄÂÒÄÁÀ

ÈÄÏÒÄÌÀ 8.1. L2[a, b] ÓÉÅÒÝÄÛÉ ÓÒÖËÉ (ÜÀÊÄÔÉËÉ) ÓÉÓÔÄÌÉÓ ÌÉÌÀ-
ÒÈ f ∈ L2[a, b] ×ÖÍØÝÉÉÓ ×ÖÒÉÄÓ ÌßÊÒÉÅÉÓ, ÈÖÍÃÀÝ ÄÓ ÌßÊÒÉÅÉ
ÂÀÍÛËÀÃÉ ÉÚÏÓ ÚÅÄËÂÀÍ,

f ∼ c1φ1(x) + c2φ2(x) + · · · (1)

ßÄÅÒÏÁÒÉÅÉ ÉÍÔÄÂÒÄÁÉÈ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒ [α, β] ⊂ [a, b] ÓÄÂÌÄÍÔÆÄ ÌÉÉÙÄ-

ÁÀ
∫ β
α
f(x)dx ÉÍÔÄÂÒÀËÉÓÊÄÍ ÊÒÄÁÀÃÉ ÌßÊÒÉÅÉ.

ÈÖ ßÄÅÒÏÁÒÉÅÉ ÉÍÔÄÂÒÄÁÀ ÌÉÌÃÉÍÀÒÄÏÁÓ [a, x] ⊂ [a, b] ÓÄÂÌÄÍÔ-
ÆÄ, ÌÀÛÉÍ ÉÍÔÄÂÒÄÁÉÓ ÛÄÃÄÂÉ ÌßÊÒÉÅÉ ÈÀÍÀÁÒÀÃ ÊÒÄÁÀÃÉÀ [a, b]-ÆÄ∫ x
a
f(t)dt ÉÍÔÄÂÒÀËÉÓÊÄÍ.
Ö×ÒÏ ÌÄÔÉ, ÏÒÉÅÄ ÄÓ ÛÄÌÈáÅÄÅÀ ÌÀÒÈÄÁÖËÉÀ ÌÀÛÉÍÀÝ, ÈÖ (1)

ÌßÊÒÉÅÓ ßÉÍÀÓßÀÒ ÂÀÅÀÌÒÀÅËÄÁÉÈ ÒÀÉÌÄ ψ ∈ L2[a, b] ×ÖÍØÝÉÀÆÄ

ÃÀ ÛÄÃÄÂÓ ßÄÅÒÏÁÒÉÅ ÅÀÉÍÔÄÂÒÄÁÈ. ÛÄÃÄÂÉ ÉØÍÄÁÀ
∫ β
α
f(x)ψ(x)dx

ÃÀ, ÛÄÓÀÁÀÌÉÓÀÃ,
∫ x
a
f(t)ψ(t)dt ÈÀÍÀÁÒÀÃ [a, b]-ÆÄ.

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÓÉÝáÀÃÉÓÈÅÉÓ ÌÓãÄËÏÁÀÓ ÜÀÅÀÔÀÒÄÁÈ ÝÅËÀÃÓÀÆÙÅ-
ÒÉÀÍÉ ÉÍÔÄÂÒÄÁÉÓÈÅÉÓ.∣∣∣∣

x∫
a

f(t)ψ(t)dt−
n∑
k=1

ck

x∫
a

φk(t)ψ(t)dt

∣∣∣∣ ≤
≤

b∫
a

|f(t)−
n∑
k=1

ckφk(t)||ψ(t)|dt ≤

≤
( b∫
a

|f(t)−
n∑
k=1

ckφk(t)|2dt
)1/2

×

×
( b∫
a

|ψ(t)|2dt
)1/2

→ 0, ÒÏÝÀ n→ ∞.

ÀÌÒÉÂÀÃ, ÈÀÍÀÁÒÀÃ [a, b]-ÆÄ ÀÃÂÉËÉ ÀØÅÓ ÔÏËÏÁÀÓ:

x∫
a

f(t)ψ(t)dt = c1

x∫
a

ψ(t)φ1(t)dt+ c2

x∫
a

ψ(t)φ2(t)dt+ · · · . (2)

ÈÄÏÒÄÌÀ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉÀ.
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9 ÄÒÈÏÁËÉÅ ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉ ÓÉÓÔÄÌÉÓÈÅÉÓ ×ÖÒÉÄÓ
ÊÏÄ×ÉÝÉÄÍÔÄÁÉÓ ÊÒÄÁÀÃÏÁÀ ÍÖËÉÓÊÄÍ. ÒÉÌÀÍ-ËÄÁÄÂÉÓ
ÈÄÏÒÄÌÀ

ÒÏÂÏÒÝ ÖÊÅÄ ÅÉÝÉÈ, ÚÏÅÄËÉ f ∈ L2[a, b] ×ÖÍØÝÉÉÓ ×ÖÒÉÄÓ cn(f)
ÊÏÄ×ÉÝÉÄÍÔÄÁÓ [a, b]-ÆÄ ÏÒÈÏÍÏÒÌÖËÉ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ {φk(x)}∞1 ÓÉ-
ÓÔÄÌÉÓ ÌÉÌÀÒÈ ÂÀÀÜÍÉÀÈ ÈÅÉÓÄÁÀ: ÌßÊÒÉÅÉ

∑∞
n=1 |cn(f)|2 ÊÒÄÁÀÃÉÀ

ÃÀ, ÌÀÛÀÓÀÃÀÌÄ, cn(f) → 0, ÒÏÝÀ n→ ∞ (Éá. 3, §2, ÛÄÃÄÂÉ 2.3).
ÈÖÊÉ f ∈ L[a, b], ÌÀÂÒÀÌ f ÀÒ ÄÊÖÈÅÍÉÓ L2[a, b] ÓÉÅÒÝÄÓ, ÌÀ-

ÛÉÍ f ×ÖÍØÝÉÉÓ cn(f) ÊÏÄ×ÉÝÉÄÍÔÄÁÓ ÛÄÉÞËÄÁÀ ÈÖ ÀÒÀ äØÏÍÃÄÈ
ÍÖËÉÓÊÄÍ ÓßÒÀ×ÅÉÓ ÈÅÉÓÄÁÀ, ÒÏÝÀ n→ ∞?

ÈÄÏÒÄÌÀ 9.1 (ÌÄÒÓÄÒÉ). ÈÖ [a, b] ÓÄÂÌÄÍÔÆÄ ÏÒÈÏÍÏÒÌÖËÉ {φk(x)}∞1
ÓÉÓÔÄÌÀ ÄÒÈÏÁËÉÅ ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉÀ, Ä.É. ÈÖ

|φk(x)| < M, ÒÏÝÀ x ∈ [a, b] ÃÀ k = 1, 2, . . . , (1)

ÌÀÛÉÍ [a, b]-ÆÄ ãÀÌÄÁÀÃÉ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ f ×ÖÍØÝÉÉÓ ×ÖÒÉÄÓ ÊÏÄ×É-
ÝÉÄÍÔÄÁÉ {φk(x)}∞1 ÓÉÓÔÄÌÉÓ ÌÉÌÀÒÈ ÊÒÄÁÀÃÉÀ ÍÖËÉÓÊÄÍ.

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÒÏÂÏÒÝ ÝÍÏÁÉËÉÀ ([15], ÂÅ. 432), ÚÏÅÄËÉ f ∈ L[a, b]
×ÖÍØÝÉÉÓÈÅÉÓ ÃÀ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ ε > 0 ÒÉÝáÅÉÓÈÅÉÓ ÀÒÓÄÁÏÁÓ ÛÄÌÏ-
ÓÀÆÙÅÒÖËÉ ×ÖÍØÝÉÀ g ∈ L2[a, b], ÒÏÌÄËÓÀÝ ÀØÅÓ ÈÅÉÓÄÁÀ

b∫
a

|f(x)− g(x)|dx < ε/M. (2)

ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ [a, b]-ÆÄ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖËÉ ×ÖÍØÝÉÀ ψ(x) = f(x) − g(x).
ÀØÄÃÀÍ f(x) = g(x) + ψ(x) ÃÀ ÔÏËÏÁÉÓ

b∫
a

f(x)φk(x)dx =

b∫
a

g(x)φk(x)dx+

b∫
a

ψ(x)φk(x)dx

ßÄÅÒÄÁÉ ßÀÒÌÏÀÃÂÄÍÄÍ f-ÉÓ, g-Ó ÃÀ ψ ×ÖÍØÝÉÄÁÉÓ ×ÖÒÉÄÓ ÊÏ-
Ä×ÉÝÉÄÍÔÄÁÓ {φk(x)}∞1 ÓÉÓÔÄÌÉÓ ÌÉÌÀÒÈ ÀÍÖ

ck(f) = ck(g) + ck(ψ), k = 1, 2, . . . (3)

ÒÀÃÂÀÍ g ∈ L2[a, b], ÀÌÉÔÏÌ, ÁÄÓÄËÉÓ ÖÔÏËÏÁÉÃÀÍ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄ,
(Éá. §2-ÃÀÍ ÔÏËÏÁÀ (8)),

lim
k→∞

ck(g) = 0. (4)
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ÀÌÒÉÂÀÃ, ÀÙÄÁÖËÉ ε > 0 ÒÉÝáÅÉÓÈÅÉÓ ÀÒÓÄÁÏÁÓ ÍÀÔÖÒÀËÖÒÉ
ÒÉÝáÅÉ N(ε) ÉÓÄÈÉ, ÒÏÌ

|ck(g)| < ε, ÒÏÝÀ > N. (5)

ÌÄÏÒÄ ÌáÒÉÅ, (1) ÃÀ (2) ÖÔÏËÏÁÄÁÉÓ ÂÀÌÏ |ck(ψ)| < ε
M ·M = ε,

Ä.É.
|ck(ψ)| < ε, k = 1, 2, . . . . (6)

(5)-(6) ÖÔÏËÏÁÄÁÉÓ ÓÀ×ÖÞÅÄËÆÄ (3)-ÃÀÍ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄÏÁÓ

|ck(f)| < 2ε, ÒÏÝÀ k > N. (7)

ÌÀÛÀÓÀÃÀÌÄ,
lim
k→∞

ck(f) = 0. (8)

ÈÄÏÒÄÌÀ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉÀ.
ÒÀÃÂÀÍ ÔÒÉÂÏÍÏÌÄÔÒÉÖËÉ ÓÉÓÔÄÌÀ ÄÒÈÏÁËÉÅ ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖ-

ËÉÀ ÌÖÃÌÉÅÉÈ 1, ÀÌÉÔÏÌ ÈÄÏÒÄÌÀ 9.1-ÃÀÍ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄÏÁÓ ËÄÁÄ-
ÂÉÓ ÌÉÄÒ 1902 ßÄËÓ ãÀÌÄÁÀÃÉ ×ÖÍØÝÉÄÁÉÓÈÅÉÓ ÃÀ ÌÀÍÀÌÃÄ ÒÉÌÀ-
ÍÉÓ ÌÉÄÒ R-ÉÍÔÄÂÒÄÁÀÃÉ ×ÖÍØÝÉÄÁÉÓÈÅÉÓ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉ ÌÄÔÀÃ
ÌÍÉÛÅÍÄËÏÅÀÍÉ

ÈÄÏÒÄÌÀ 9.2 (ÒÉÌÀÍÉ, ËÄÁÄÂÉ). 2π ÐÄÒÉÏÃÖËÉ ÃÀ ÐÄÒÉÏÃÆÄ ãÀ-
ÌÄÁÀÃÉ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ ×ÖÍØÝÉÉÓ ×ÖÒÉÄÓ ÊÏÄ×ÉÝÉÄÍÔÄÁÉ ÔÒÉÂÏÍÏÌÄ-
ÔÒÉÖËÉ ÓÉÓÔÄÌÉÓ ÌÉÌÀÒÈ ÊÒÄÁÀÃÉÀ ÍÖËÉÓÊÄÍ.

ÒÉÌÀÍ-ËÄÁÄÂÉÓ ÀÌ ÈÄÏÒÄÌÉÃÀÍ ÀÃÅÉËÀÃ ÌÉÉÙÄÁÀ

ÈÄÏÒÄÌÀ 9.3. ÅÈØÅÀÈ, E ÆÏÌÀÃÉ ÒÀÉÌÄ ÓÉÌÒÀÅËÄÀ [0, 2π]-ÆÄ ÃÀ
(pn) ÍÀÌÃÅÉË ÒÉÝáÅÈÀ ÒÀÉÌÄ ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÀÀ. ÌÀÛÉÍ ÀÃÂÉËÉ ÀØÅÓ
ÔÏËÏÁÀÓ

lim
n→∞

∫
E

cos2(nx+ pn)dx =
1

2
|E|. (9)

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÒÀÃÂÀÍ cos2 α = 1
2 (1 + cos 2α), ÀÌÉÔÏÌ ÉÍÔÄÂÒÄËØÅÄÛÀ

×ÖÍØÝÉÀ ÔÏËÉÀ:

1

2
+

1

2
cos(2nx+ 2pn) =

1

2
+

1

2
[cos 2nx cos 2pn − sin 2nx sin 2pn].
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ÀÌÉÔÏÌ ∫
F

cos2(nx+ pn)dx =
1

2
|E|+

+
1

2
cos 2pn

∫
E

cos 2nxdx− 1

2
sin 2pn

∫
E

sin 2nxdx. (10)

ÌÀÂÒÀÌ 1
π

∫
E
cos 2nxdx ÃÀ 1

π

∫
E
sin 2nxdx ßÀÒÌÏÀÃÂÄÍÄÍ E ÓÉÌÒÀÅ-

ËÉÓ ÌÀáÀÓÉÀÈÄÁÄËÉ ×ÖÍØÝÉÉÓ, ÒÏÌÄËÉÝ E-ÆÄ 1-ÉÀ ÃÀ ÓáÅÀÂÀÍ ÊÉ
ÍÖËÉ, ×ÖÒÉÄÓ ÊÏÄ×ÉÝÉÄÍÔÄÁÓ. ÀÌÉÔÏÌ ÈÄÏÒÄÌÀ 9.2-ÉÓ ÞÀËÉÈ ÀÌ
ÉÍÔÄÂÒÀËÄÁÉÓ ÆÙÅÀÒÉ ÍÖËÉÀ, ÒÏÝÀ n → ∞. ÀÌÀÅÄ ÃÒÏÓ cos 2pn
ÃÀ sin 2pn ÌÀÌÒÀÅËÄÁÉ ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉÀ. ÀÌÂÅÀÒÀÃ, ÔÏËÏÁÀ (9)
ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄÏÁÓ (10)-ÃÀÍ.

ÛÄÃÄÂÉ 9.4. ÈÖ ÒÀÉÌÄ ÔÒÉÂÏÍÏÌÄÔÒÉÖËÉ ÌßÊÒÉÅÉÓ ÊÏÄ×ÉÝÉÄÍÔÄ-
ÁÉ ÀÒ ÉÓßÒÀ×ÅÉÀÍ ÍÖËÉÓÊÄÍ, ÌÀÛÉÍ ÄÓ ÌßÊÒÉÅÉ ÀÒ ÀÒÉÓ [−π, π]
ÓÄÂÌÄÍÔÆÄ ãÀÌÄÁÀÃÉ ÃÀ 2π ÐÄÒÉÏÃÖËÉ ÒÀÉÌÄ ×ÖÍØÝÉÉÓ ×ÖÒÉÄÓ
ÌßÊÒÉÅÉ.

ÛÄÍÉÛÅÍÀ 9.5. ÒÏÂÏÒÝ ÅÍÀáÄÈ, ãÀÌÄÁÀÃÉ ×ÖÍØÝÉÉÓ ×ÖÒÉÄÓ ÊÏÄ×É-
ÝÉÄÍÔÄÁÉ ÔÒÉÂÏÍÏÌÄÔÒÉÖËÉ ÓÉÓÔÄÌÉÓ ÌÉÌÀÒÈ ÊÒÄÁÀÃÉÀ ÍÖËÉ-
ÓÊÄÍ. ÃÀÃÂÄÍÉËÉÀ, ÒÏÌ ãÀÌÄÁÀÃÉ ×ÖÍØÝÉÉÓ ×ÖÒÉÄÓ ÊÏÄ×ÉÝÉÄÍ-
ÔÄÁÓ, ÓÀÆÏÂÀÃÏÃ, ÀÒ ÛÄÉÞËÄÁÀ äØÏÍÃÄÈ ÓÉÌÝÉÒÉÓ ÒÀÉÌÄ ÒÉÂÉ.
Ö×ÒÏ ÆÖÓÔÀÃ: ÍÖËÉÓÊÄÍ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÀÃ ÍÄËÀ ÊÒÄÁÀÃÉ εn ÌÉÌÃÄ-
ÅÒÏÁÉÓÈÅÉÓ ÀÒÓÄÁÏÁÓ ×ÖÒÉÄÓ ÌßÊÒÉÅÉ

∑∞
k=1 ak cos kx, ÒÏÌËÉÓ

ÊÏÄ×ÉÝÉÄÍÔÄÁÉ ak ≥ εk (k = 1, 2, . . . ). ÀÌ ÓÀÊÉÈáÈÀÍ ÃÀÊÀÅÛÉÒÄÁÉÈ
ÉáÉËÄ [7], ÂÅ. 222.

10 ÓÀÓÒÖËÉ ÅÀÒÉÀÝÉÉÈ ×ÖÍØÝÉÉÓ ×ÖÒÉÄÓ
ÊÏÄ×ÉÝÉÄÍÔÄÁÉ

ÒÏÂÏÒÝ ßÉÍÀ ÐÀÒÀÂÒÀ×ÛÉ ÅÍÀáÄÈ, ÐÄÒÉÏÃÆÄ ãÀÌÄÁÀÃÉ ÃÀ 2π
ÐÄÒÉÏÃÖËÉ ×ÖÍØÝÉÉÓ ×ÖÒÉÄÓ ÊÏÄ×ÉÝÉÄÍÔÄÁÓ ÔÒÉÂÏÍÏÌÄÔÒÉÖËÉ
ÓÉÓÔÄÌÉÓ ÌÉÌÀÒÈ ÀÒ ÛÄÉÞËÄÁÀ äØÏÍÃÄÈ ÓÉÌÝÉÒÉÓ ÒÀÉÌÄ ÒÉÂÉ.

ÜÅÄÍ ÅÉÓÀÖÁÒÄÁÈ ÓÀÓÒÖËÉ ÅÀÒÉÀÝÉÉÓ ÌØÏÍÄ ×ÖÍØÝÉÉÓ ÊÏÄ×É-
ÝÉÄÍÔÄÁÆÄ ÔÒÉÂÏÍÏÌÄÔÒÉÖËÉ ÓÉÓÔÄÌÉÓ ÌÉÌÀÒÈ, ÒÏÌÄËÈÀÝ ÀØÅÈ
1
n-ÉÓ ÓÉÌÝÉÒÉÓ ÒÉÂÉ.
1. ÌÀÍÀÌÃÄ ÀÙÅÍÉÛÍÏÈ 1882 ßÄËÓ ÑÏÒÃÀÍÉÓ ÌÉÄÒ ÛÄÌÏÙÄÁÖËÉ

ÓÀÓÒÖËÉ ÅÀÒÉÀÝÉÉÈ ×ÖÍØÝÉÉÓ ÆÏÂÉÄÒÈÉ ÈÅÉÓÄÁÀ.
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ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÀ 10.1 (ÑÏÒÃÀÍÉ, 1882 ß.). ÅÈØÅÀÈ, [a, b] ÓÄÂÌÄÍÔÆÄ ÌÏÝÄ-
ÌÖËÉÀ ÓÀÓÒÖËÉ f ×ÖÍØÝÉÀ. ÃÀÅÚÏÈ [a, b] ÓÄÂÌÄÍÔÉ ØÅÄÓÄÂÌÄÍÔÄÁÀÃ
ÛÄÌÃÄÂÉ ßÄÒÔÉËÄÁÉÈ a = x0 < x1 < · · · < xn−1 < xn = b ÃÀ ÛÄ-
ÅÀÃÂÉÍÏÈ ãÀÌÉ s =

∑n−1
k=0 |f(xk+1)− f(xk)|. [a, b] ÓÄÂÌÄÍÔÉÓ ÚÏÅÄË

ÃÀÍÀßÉËÄÁÀÓ ÛÄÄÓÀÁÀÌÄÁÀ ÀÒÀÖÀÒÚÏ×ÉÈÉ ÒÉÝáÅÉ s ÃÀ H-ÉÈ ÀÙÅ-
ÍÉÛÍÏÈ ÚÅÄËÀ ÀÓÄÈÉ s ÒÉÝáÅÉÓ ÓÉÌÒÀËÄ. H ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ÆÖÓÔÉ

ÆÄÃÀ ÓÀÆÙÅÀÒÉ ÀÙÉÍÉÛÍÄÁÀ
b
∨
a
(f) ÓÉÌÁÏËÏÈÉ ÃÀ ÌÀÓ ÄßÏÃÄÁÀ f

×ÖÍØÝÉÉÓ ÓÒÖËÉ ÅÀÒÉÀÝÉÀ [a, b] ÓÄÂÌÄÍÔÆÄ. ÈÖ
b
∨
a
< +∞, ÌÀÛÉÍ f

×ÖÍØÝÉÀÓ ÄßÏÃÄÁÀ ×ÖÍØÝÉÀ ÓÀÓÒÖËÉ ÅÀÒÉÀÝÉÉÈ [a, b] ÓÄÂÌÄÍÔÆÄ.

ÌÔÊÉÝÃÄÁÀ, ÒÏÌ [a, b] ÓÄÂÌÄÍÔÆÄ ÆÒÃÀÃ ÃÀ ÊËÄÁÀÃ ×ÖÍØÝÉÄÁÓ
ÓÀÓÒÖËÉ ÅÀÒÉÀÝÉÀ ÀØÅÈ ÉÌÀÅÄ ÓÄÂÌÄÍÔÆÄ.

ÓÀÓÒÖËÉ ÅÀÒÉÀÝÉÀ ÀØÅÈ 1864 ßÄËÓ ËÉÐÛÉÝÉÓ ÌÉÄÒ ÛÄÌÏÙÄ-
ÁÖË ×ÖÍØÝÉÄÁÓÀÝ.

ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÀ 10.2 (ËÉÐÛÉÝÉ, 1864 ß.). [a, b] ÓÄÂÌÄÍÔÆÄ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖË
ÓÀÓÒÖË f ×ÖÍØÝÉÀÓ ÄßÏÃÄÁÀ ËÉÐÛÉÝÉÓ ÊËÀÓÉÓ, ÈÖ ÀÒÓÄÁÏÁÓ
ÉÓÄÈÉ ÌÖÃÌÉÅÉ K , ÒÏÌ ÚÏÅÄËÉ x ∈ [a, b] ÃÀ y ∈ [a, b] ßÄÒÔÉËÄÁÉ-
ÓÈÅÉÓ ÓÒÖËÃÄÁÀ ÖÔÏËÏÁÀ ÀÍÖ, ËÉÐÛÉÝÉÓ ÐÉÒÏÁÀ ÌÀÜÅÄÍÄÁËÉÈ 1,

|f(x)− f(y)| ≤ K|x− y|. (1)

[a, b] ÓÄÂÌÄÍÔÆÄ ËÉÐÛÉÝÉÓ ÊËÀÓÉÓ f ×ÖÍØÝÉÀÓ ÀØÅÓ ÓÀÓÒÖËÉ
ÅÀÒÉÀÝÉÀ ÃÀ ÌÉÓÉ ÅÀÒÉÀÝÉÀ [a, b] ÓÄÂÌÄÍÔÆÄ ÀÒ ÀÙÄÌÀÔÄÁÀ K(b−a)
ÒÉÝáÅÓ. ÌÀÒÈËÀÝ, [a, b] ÓÄÂÌÄÍÔÉÓ ÆÄÌÏÈ ÀÙÄÁÖËÉ ÃÀÍÀßÉËÄÁÉ-
ÓÈÅÉÓ, (1)-ÃÀÍ ÅÙÄÁÖËÏÁÈ |f(xk+1) − f(xk)| ≤ K(xk+1 − xk) ÃÀ

ÀÌÉÔÏÌ
∑n−1
k=0 |f(xk+1)−f(xk)| ≤ K

∑n−1
k=0(xk+1−xk) = K[(x1−x0)+

(x2 − x1) + · · ·+ (xn − xn−1)] = K(xn − x0) = K(b− a).
ÝáÀÃÉÀ, ÒÏÌ [a, b] ÓÄÂÌÄÍÔÆÄ ËÉÐÛÉÝÉÓ ÊËÀÓÉÓ f ×ÖÍØÝÉÀ

ÖßÚÅÄÔÉÀ ÀÌÀÅÄ ÓÄÂÌÄÍÔÆÄ. ÈÖÊÉ, ÂÀÒÃÀ ÀÌÉÓÀ, f ×ÖÍØÝÉÀÓ [a, b]-Ó
ÚÅÄËÀ ÛÉÂÀ ßÄÒÔÉËÆÄ ÀØÅÓ f ′(x) ßÀÒÌÏÄÁÖËÉ, a < x < b, ÃÀ ÈÖ
ÄÓ f ′(x) ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉÀ, ÌÀÛÉÍ f ÀÒÉÓ ËÉÐÛÉÝÉÓ ÊËÀÓÉÓ [a, b]-
ÆÄ. ÌÀÒÈËÀÝ, ËÀÂÒÀÍÑÉÓ ×ÏÒÌÖËÉÈ f(x) − f(y) = f ′(z)(x − y),
x < z < y ÃÀ (1) ÛÄÓÒÖËÄÁÖËÉÀ K ≥ |f ′(z)| ÌÖÃÌÉÅÉÓÈÅÉÓ.

[a, b] ÓÄÂÌÄÍÔÆÄ ÓÀÓÒÖËÉ ÅÀÒÉÀÝÉÉÓ ÌØÏÍÄ f ×ÖÍØÝÉÀ ÛÄÌÏÓÀ-
ÆÙÅÒÖËÉÝÀÀ [a, b]-ÆÄ. ÌÀÒÈËÀÝ, ÈÖ a ≤ x ≤ b, ÌÀÛÉÍ |f(x)−f(a)|+

|f(b)−f(x)| ≤
b
∨
a
(f), ÊÄÒÞÏÃ |f(x)−f(a)| ≤

b
∨
a
(f) ÀÍÖ |f(x)|−|f(a)| ≤

b
∨
a
(f). ÀØÄÃÀÍ, |f(x)| ≤ |f(a)|+

b
∨
a
(f).
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ÓÀÓÒÖËÉ ÅÀÒÉÀÝÉÉÈ ×ÖÍØÝÉÄÁÉÓ ÞÀËÉÀÍ ÌÍÉÛÅÍÄËÏÅÀÍÉ ÈÅÉ-
ÓÄÁÀ ÌÏÝÄÌÖËÉÀ ÛÄÌÃÄÂÉ ÈÄÏÒÄÌÉÈ.

ÈÄÏÒÄÌÀ 10.3 (ËÄÁÄÂÉ, 1903 ß.). [a, b] ÓÄÂÌÄÍÔÆÄ ÓÀÓÒÖËÉ ÅÀÒÉÀÝÉ-
ÉÈ f ×ÖÍØÝÉÀÓ, ÊÄÒÞÏÃ, ËÉÐÛÉÝÉÓ ÊËÀÓÉÓ ×ÖÍØÝÉÀÓ2, ÈÉÈØÌÉÓ
ÚÅÄËÀ x ∈ [a, b] ßÄÒÔÉËÆÄ ÂÀÀÜÍÉÀ f ′(x) ßÀÒÌÏÄÁÖËÉ ÃÀ f ′(x)
×ÖÍØÝÉÀ ãÀÌÄÁÀÃÉÀ [a, b]-ÆÄ, ÊÄÒÞÏÃ, f ′(x) ÓÀÓÒÖËÉÀ ÈÉÈØÌÉÓ
ÚÅÄËÂÀÍ.

ÄÓ ÉÚÏ ÐÉÒÅÄËÉ ÛÄÌÈáÅÄÅÀ, ÒÏÝÀ ÃÀÓÀáÄËÃÀ ÊËÀÓÉ ×ÖÍØÝÉ-
ÄÁÉÓÀ, ÒÏÌÄËÈÀÝ ÓÀÓÒÖËÉ ßÀÒÌÏÄÁÖËÉ ÀØÅÈ ÈÉÈØÌÉÓ ÚÅÄËÂÀÍ.
ËÄÁÄÂÉÓ ÀÌ ÈÄÏÒÄÌÀÓÈÀÍ ÃÀÊÀÅÛÉÒÄÁÉÈ Ì. ÒÉÓÉ ßÄÒÃÀ: ''ÄÓ ÀÒÉÓ
ÀÍÀËÉÆÉÓ ÖÌÍÉÛÅÍÄËÏÅÀÍÄÓÉ ÃÀ ÂÀÍÓÀÝÅÉ×ÒÄÁÄËÉ ÛÄÃÄÂÉ''.

2. ÀáËÀ ÅÉÓÀÖÁÒÄÁÈ 2π ÐÄÒÉÏÃÖËÉ ÃÀ [0, 2π] ÓÄÂÌÄÍÔÆÄ ÓÀ-
ÓÒÖËÉ ÅÀÒÉÀÝÉÉÓ ÌØÏÍÄ f ×ÖÍØÝÉÉÓ ×ÖÒÉÄÓ ÊÏÄ×ÉÝÉÄÍÔÄÁÉÓ
ÛÄÓÀáÄÁ ÔÒÉÂÏÍÏÌÄÔÒÉÖËÉ ÓÉÓÔÄÌÉÓ ÌÉÌÀÒÈ. ÈÀÅÉÃÀÍÅÄ ÀÙÅÍÉÛ-
ÍÏÈ, ÒÏÌ ÒÀÃÂÀÍ [0, 2π] ÓÄÂÌÄÍÔÆÄ ÓÀÓÒÖËÉ ÅÀÒÉÀÝÉÉÈ f ×ÖÍØÝÉÀ
ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉÀ [0, 2π]-ÆÄ, ÀÌÉÔÏÌ f ∈ L2[0, 2π]-Ó ÃÀ ÌÉÓÉ ×Ö-
ÒÉÄÓ ÊÏÄ×ÉÝÉÄÍÔÄÁÉ ÊÒÄÁÀÃÉÀ ÍÖËÉÓÊÄÍ (Éá. §6, ÔÏËÏÁÀ (6)). ÀÌ
×ÀØÔÉÓ ÀÒÓÄÁÉÈÉ ÂÀÞËÉÄÒÄÁÀÀ

ÈÄÏÒÄÌÀ 10.4. ÈÖ 2π ÐÄÒÉÏÃÖËÉ ÃÀ [0, 2π] ÓÄÂÌÄÍÔÆÄ ÓÀÓÒÖËÉ
ÅÀÒÉÀÝÉÉÓ ÌØÏÍÄ f ×ÖÍØÝÉÉÓ ×ÖÒÉÄÓ ÌßÊÒÉÅÉÀ

f ∼ a0
2

+
∞∑
n=1

(an cosnx+ bn sinnx), (2)

ÌÀÛÉÍ ÀÃÂÉËÉ ÀØÅÓ ÖÔÏËÏÁÄÁÓ

|an| ≤

2π
∨
0
(f)

2
· 1
n
, |bn| ≤

2π
∨
0
(f)

2
· 1
n
, (3)

ÓÀÃÀÝ
2π
∨
0
(f) ÀÒÉÓ f ×ÖÍØÝÉÉÓ ÓÒÖËÉ ÅÀÒÉÀÝÉÀ [0, 2π] ÓÄÂÌÄÍÔÆÄ.

(3) ÖÔÏËÏÁÄÁÓ ÌÏÊËÄÃ ÀÓÄ ßÄÒÄÍ:

an = O
( 1

n

)
, bn = O

( 1

n

)
. (4)

2ËÉÐÛÉÝÉÓ ÊËÀÓÉÓ ×ÖÍØÝÉÉÓÈÅÉÓ ÂÀÒÀÍÔÉÒÄÁÖËÉ ÀÒ ÀÒÉÓ ÌÉÓÉ ßÀÒÌÏÄÁÖËÉÓ
ÚÅÄËÂÀÍ ÀÒÓÄÁÏÁÀ. ÌÀÂÀËÉÈÀÃ, ψ(x) = |x| ×ÖÍØÝÉÉÓÈÅÉÓ ÀÒ ÀÒÓÄÁÏÁÓ ψ′(0) (0
ßÄÒÔÉËÆÄ ÌÉÓÉ ÌÀÒãÅÄÍÀ ßÀÒÌÏÄÁÖËÉÀ 1, áÏËÏ ÌÀÒÝáÄÍÀ ßÀÒÌÏÄÁÖËÉ ÊÉ (−1)),
ÈÖÌÝÀ ψ(x) ×ÖÍØÝÉÀ ËÉÐÛÉÝÉÓ ÊËÀÓÉÓÀÀ, ÒÀÃÂÀÍÀÝ ||x1| − |x2|| ≤ |x1 − x2|.
ÂÀÒÃÀ ÀÌÉÓÀ, ËÉÐÛÉÝÉÓ ÊËÀÓÉÓ ×ÖÍØÝÉÉÓ ßÀÒÌÏÄÁÖËÉ, ÓÀÃÀÝ ÉÂÉ ÀÒÓÄÁÏÁÓ,

ÀÒ ÛÄÉÞËÄÁÀ ÖÓÀÓÒÖËÏÁÀ ÉÚÏÓ.
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ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. x ÉÚÏÓ ÒÀÉÌÄ ßÄÒÔÉËÉ [0, 2π] ÓÄÂÌÄÍÔÆÄ ÃÀ 2π ÓÉ-
ÂÒÞÉÓ [x, x+2π] ÓÄÂÌÄÍÔÉ ÃÀÅÚÏÈ 2n ÒÀÏÃÄÍÏÁÉÓ ØÅÄÓÄÂÌÄÍÔÄÁÀÃ
[x, x+ π

n ], [x+
π
n , x+2πn ], . . . , [x+(2n− 1)πn , x+2nπn ]. ÒÀÃÂÀÍ f ÀÒÉÓ

ÓÀÓÒÖËÉ ÅÀÒÉÀÝÉÉÓ ÌØÏÍÄ [0, 2π]-ÆÄ ÃÀ 2π ÐÄÒÉÏÃÖËÉ, ÀÌÉÔÏÌ
f-ÉÓ ÅÀÒÉÀÝÉÀ ÀÒÉÓ ÄÒÈÉÃÀÉÂÉÅÄ 2π ÓÉÂÒÞÉÓ ÚÏÅÄË ÓÄÂÌÄÍÔÆÄ,
ÌÀÈ ÛÏÒÉÓ [x, x+ 2π]-ÆÄÝ. ÀÌÉÔÏÌ

2n∑
k=1

∣∣∣f(x+ k
π

n

)
− f

(
x+ (k − 1)

π

n

)∣∣∣ ≤ 2π
∨
0
(f). (5)

ÈÖ ÔÏËÏÁÀÛÉ

an =
1

π

2π∫
0

f(x) cosnxdx (6)

ÌÏÅÀáÃÄÍÈ ÂÀÒÃÀØÌÍÀÓ x = t+ π
n , ÌÉÅÉÙÄÁÈ an = − 1

π

∫ −π
n +2π

−π
n

f(t+
π
n ) cosntdt. ÖÊÀÍÀÓÊÍÄËÉ ÉÍÔÄÂÒÀËÉÓÈÅÉÓ ÝÍÏÁÉËÉ ÔÏËÏÁÉÓ (Éá.
ÈÀÅÉ 1, §3, ÔÏËÏÁÀ (8)) ÂÀÌÏÚÄÍÄÁÉÈ ÌÉÅÉÙÄÁÈ:

an = − 1

π

2π∫
0

f
(
x+

π

n

)
cosnxdx. (7)

(6) ÃÀ (7) ÔÏËÏÁÄÁÉÃÀÍ ÅÙÄÁÖËÏÁÈ

2an =
1

π

2π∫
0

[
f(x)− f

(
x+

π

n

)]
cosnxdx, (8)

ÓÀÉÃÀÍÀÝ

|an| ≤
1

2π

2π∫
0

∣∣∣f(x+
π

n

)
− f(x)

∣∣∣dx. (9)

ÌÄÏÒÄ ÌáÒÉÅ, x+ (k − 1)πn = t ÂÀÒÃÀØÌÍÉÈ ÌÉÅÉÙÄÁÈ

2π∫
0

∣∣∣f(x+ k)
π

n
− f

(
x+ (k − 1)

π

n

)∣∣∣dx =

−(k−1)π
n+2π∫

−(k−1)π
n

∣∣∣f(t+ π

n

)
− f(t)

∣∣∣dt = 2π∫
0

∣∣∣f(x+
π

n

)
− f(x)

∣∣∣dx. (10)
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(9) ÃÀ (10) ÃÀÌÏÊÉÃÄÁÖËÄÁÄÁÉÃÀÍ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄÏÁÓ

|an| ≤
1

2π

2π∫
0

∣∣∣f(x+ k
π

n

)
− f

(
x+ (k − 1)

π

n

)∣∣∣dx. (11)

ÈÖ (11) ÖÔÏËÏÁÄÁÓ ÛÄÅÊÒÄÁÈ ÌÍÉÛÅÍÄËÏÁÄÁÉÓÈÅÉÓ
k = 1, 2, . . . , 2n ÃÀ ÂÀÅÉÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÈ (5) ÖÔÏËÏÁÀÓ, ÌÉÅÉÙÄÁÈ:

2n|an| ≤
1

2π
·
2π
∨
0
(f)

2π∫
0

dx =
2π
∨
0
(f).

ÀÍÀËÏÂÉÖÒÀÃ ÌÉÅÉÙÄÁÈ

2n|bn| ≤
2π
∨
0
(f).

ÀÌÒÉÂÀÃ, (3) ÖÔÏËÏÁÀÍÉ ÌÀÒÈÄÁÖËÉÀ.

ÛÄÍÉÛÅÍÀ 10.5. ÒÏÂÏÒÝ ÝÍÏÁÉËÉÀ, ÓÀÓÒÖËÉ ÅÀÒÉÀÝÉÉÓ ÌØÏÍÄ ×Ö-
ÍØÝÉÀÓ ÛÄÉÞËÄÁÀ äØÏÍÃÄÓ ßÚÅÄÔÉÓ ßÄÒÔÉËÄÁÉ, ÉÓÉÝ ÌáÏËÏÃ
ÐÉÒÅÄËÉ ÂÅÀÒÉÓ. ÁÖÍÄÁÒÉÅÉÀ ÊÉÈáÅÀ: áÏÌ ÀÒ ÛÄÉÞËÄÁÀ (4) ÃÀÌÏ-
ÊÉÃÄÁÖËÄÁÀÍÉ ÂÀÖÌãÏÁÄÓÃÄÓ ×ÏÒÌÉÈ an = 0( 1n ) ÃÀ bn = 0( 1n ), ÈÖ
ÓÀÓÒÖËÉ ÅÀÒÉÀÝÉÉÓ f ×ÖÍØÝÉÀ ÉØÍÄÁÀ 2π ÐÄÒÉÏÃÖËÉ ÃÀ ÖßÚÅÄÔÉ
(−∞,+∞)-ÆÄ ÀÍÖ ÖßÚÅÄÔÉ ßÒÄßÉÒÆÄ?

ÐÀÓÖáÉ ÖÀÒÚÏ×ÉÈÉÀ (Éá. [7], ÂÅ. 203).

ÛÄÍÉÛÅÍÀ 10.6. ÀÒÓÄÁÏÁÓ ÓÀÓÒÖËÉ ÅÀÒÉÀÝÉÉÓ ÌØÏÍÄ ×ÖÍØÝÉÉÓ ×Ö-
ÒÉÄÓ ÊÏÄ×ÉÝÉÄÍÔÄÁÆÄ ÀÖÝÉËÄÁÄËÉ ÃÀ ÓÀÊÌÀÒÉÓÉ ÐÉÒÏÁÀ ÉÌÉÓÀ,
ÒÏÌ ÄÓ ×ÖÍØÝÉÀ ÉÚÏÓ ÖßÚÅÄÔÉ. ÓÀáÄËÃÏÁÒ, ÌÀÒÈÄÁÖËÉÀ ÅÉÍÄÒÉÓ
ÛÄÌÃÄÂÉ (Éá. [7], ÂÅ. 205)

ÈÄÏÒÄÌÀ 10.7 (ÅÉÍÄÒÉ, 1924 ß.). ÓÀÓÒÖËÉ ÅÀÒÉÀÝÉÉÓ ÌØÏÍÄ ×ÖÍØ-
ÝÉÉÓ ÖßÚÅÄÔÏÁÉÓÈÅÉÓ ÀÖÝÉËÄÁÄËÉ ÃÀ ÓÀÊÌÀÒÉÓÉÀ ÛÄÓÒÖËÃÄÓ
ÔÏËÏÁÀ

lim
n→∞

p1 + 2p2 + · · ·+ npn
n

= 0, (12)

ÓÀÃÀÝ p2n = a2n + b2n.

ÛÄÃÄÂÉ 10.8 ([7], ÂÅ. 208). ÓÀÓÒÖËÉ ÅÀÒÉÀÝÉÉÓ ÌØÏÍÄ f ×ÖÍØÝÉÉÓ
×ÖÒÉÄÓ an ÃÀ bn ÊÏÄ×ÉÝÉÄÍÔÄÁÉ ÈÖ ÀÊÌÀÚÏ×ÉËÄÁÄÍ ÐÉÒÏÁÄÁÓ

lim
n→∞

nan = 0, lim
n→∞

nbn = 0, (13)

ÌÀÛÉÍ f ×ÖÍØÝÉÀ ÖßÚÅÄÔÉÀ.
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ÛÄÍÉÛÅÍÀ 10.9 ([7], ÂÅ. 203). ÀÒÓÄÁÏÁÓ ÖßÚÅÄÔÉ ÃÀ ÓÀÓÒÖËÉ ÅÀÒÉ-
ÀÝÉÉÓ ÌØÏÍÄ ×ÖÍØÝÉÀ, ÒÏÌËÉÓ ×ÖÒÉÄÓ an ÃÀ bn ÊÏÄ×ÉÝÉÄÍÔÄÁÉ
ÀÒ ÀÊÌÀÚÏ×ÉËÄÁÄÍ (13) ÐÉÒÏÁÀÓ ÃÀ ÀÊÌÀÚÏ×ÉËÄÁÄÍ ÌáÏËÏÃ (4)
ÐÉÒÏÁÀÓ 10.4. ÈÄÏÒÄÌÉÃÀÍ.

11 ÐÀÒÀÌÄÔÒÉÀÍÉ ×ÖÍØÝÉÉÓ ×ÖÒÉÄÓ ÊÏÄ×ÉÝÉÄÍÔÄÁÉÓ
ÍÖËÉÓÊÄÍ ÈÀÍÀÁÒÀÃ ÊÒÄÁÀÃÏÁÀ

§9-ÛÉ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉ ÒÉÌÀÍ-ËÄÁÄÂÉÓ ÈÄÏÒÄÌÉÓ ÈÀÍÀáÌÀÃ, ãÀ-
ÌÄÁÀÃÉ ×ÖÍØÝÉÉÓ ×ÖÒÉÄÓ ÊÏÄ×ÉÝÉÄÍÔÄÁÉ ÔÒÉÂÏÍÏÌÄÔÒÉÖËÉ ÓÉ-
ÓÔÄÌÉÓ ÌÉÌÀÒÈ ÊÒÄÁÀÃÉÀ ÍÖËÉÓÊÄÍ.

×ÖÒÉÄÓ ÌßÊÒÉÅÉÓ ÊÒÄÁÀÃÏÁÉÓ ÓÀÊÉÈáÛÉ ÌÍÉÛÅÍÄËÏÅÀÍ ÒÏËÓ
ÀÓÒÖËÄÁÓ ÐËÄÓÍÄÒÉÓ ÈÄÏÒÄÌÀ ÉÌÉÓ ÛÄÓÀáÄÁ, ÒÏÌ ÐÀÒÀÌÄÔÒÆÄ
ÃÀÌÏÊÉÃÄÁÖËÉ ãÀÌÄÁÀÃÉ ×ÖÍØÝÉÉÓ ×ÖÒÉÄÓ ÊÏÄ×ÉÝÉÄÍÔÄÁÉ ÔÒÉ-
ÂÏÍÏÌÄÔÒÉÖËÉ ÓÉÓÔÄÌÉÓÈÅÉÓ, ÈÀÍÀÁÒÀÃ ÐÀÒÀÌÄÔÒÉÓ ÌÉÌÀÒÈ ÊÒÄ-
ÁÀÃÉÀ ÍÖËÉÓÊÄÍ.

ÀÌ ÈÄÏÒÄÌÀÛÉ ÀÒÓÄÁÉÈÉ ÌÏÌÄÍÔÉÀ ÈÀÍÀÁÒÀÃ ÊÒÄÁÀÃÏÁÀ, ÒÀÃ-
ÂÀÍ ÐÀÒÀÌÄÔÒÉÓ ÚÏÅÄËÉ ×ÉØÓÉÒÄÁÖËÉ ÌÍÉÛÅÍÄËÏÁÉÓÈÅÉÓ ÊÏÄ×É-
ÝÉÄÍÔÄÁÉÓ ÍÖËÉÓÊÄÍ ÊÒÄÁÀÃÏÁÀ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄÏÁÓ ÒÉÌÀÍ-ËÄÁÄÂÉÓ
ÈÄÏÒÄÌÉÃÀÍ!

ÐËÄÓÍÄÒÉÓ ÈÄÏÒÄÌÉÓ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ ÄÌÚÀÒÄÁÀ ÒÀÌÃÄÍÉÌÄ, ÈÀÅÉÓ-
ÈÀÅÀÃ ÓÀÉÍÔÄÒÄÓÏ ×ÀØÔÓ.

1. ÓßÏÒÄÃ ÀÌ ×ÀØÔÄÁÉÈ ÅÉßÚÄÁÈ.

ÈÄÏÒÄÌÀ 11.1. ÅÈØÅÀÈ, f ×ÖÍØÝÉÀ ãÀÌÄÁÀÃÉÀ [0, 2π] ÓÄÂÌÄÍÔÆÄ ÃÀ 2π
ÐÄÒÉÏÃÖËÉ. ÌÀÛÉÍ ÚÏÅÄËÉ ε > 0 ÒÉÝáÅÉÓÈÅÉÓ ÀÒÓÄÁÏÁÓ [0, 2π]-ÆÄ
ÖßÚÅÄÔÉ φ ×ÖÍØÝÉÀ ÉÓÄÈÉ, ÒÏÌ ÀÃÂÉËÉ ÀØÅÓ ÖÔÏËÏÁÀÓ

2π∫
0

|f(x)− φ(x)|dx < ε. (1)

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ËÄÁÄÂÉÓ ÉÍÔÄÂÒÀËÉÓ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÉÓ ÈÀÍÀáÌÀÃ3, ÀÒ-

3ÒÀÃÂÀÍ f ×ÖÍØÝÉÀ ãÀÌÄÁÀÃÉÀ [0, 2π]-ÆÄ, ÀÌÉÔÏÌ ÀÒÓÄÁÏÁÓ ([15], 338) ÌÀÒÔÉÅ
×ÖÍØÝÉÀÈÀ (fn) ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÀ, ÒÏÌÄËÉÝ ÈÀÍÀÁÒÀÃ ÊÒÄÁÀÃÉÀ [0, 2π] ÓÄÂÌÄÍÔÆÄ f
×ÖÍØÝÉÉÓÊÄÍ ÀÍÖ ÌÏÝÄÌÖËÉ ε > 0 ÒÉÝáÅÉÓÈÅÉÓ ÀÒÓÄÁÏÁÓ ÉÓÄÈÉ N(ε), ÒÏÌ |fn(x)−
f(x)| < ε

4π
, ÒÏÝÀ 0 ≤ x ≤ 2π ÃÀ n > N . ÀÌÉÔÏÌ, ÒÏÝÀ n > N , ÌÀÛÉÍ

∫ 2π
0 |f(x)−

fn(x)|dx < 2π · ε
4π

= ε/2. ÈÖ ÀáËÀ ψ ×ÖÍØÝÉÀÃ ÀÅÉÙÄÁÈ ÒÏÌÄËÉÌÄ fn-Ó, ÓÀÃÀÝ
n > N , ÌÀÛÉÍ ÂÅÄØÍÄÁÀ (2) ÖÔÏËÏÁÀ.
ÀÌÀÓÈÀÍ, ÆÏÌÀÃ fn ×ÖÍØÝÉÀÓ ÄßÏÃÄÁÀ ÌÀÒÔÉÅÉ, ÈÖ fn ×ÖÍØÝÉÉÓ ÌÉÄÒ [0, 2π]

ÓÄÂÌÄÍÔÆÄ ÌÉÙÄÁÖË ÌÍÉÛÅÍÄËÏÁÀÈÀ ÓÉÌÒÀÅËÄ ÓÀÓÒÖËÉÀ ÀÍ ÈÅËÀÃÉ ([15], ÂÅ.
336-338).
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ÓÄÁÏÁÓ [0, 2π]-ÆÄ ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉ ÃÀ 2π ÐÄÒÉÏÃÖËÉ ×ÖÍØÝÉÀ ψ
ÉÓÄÈÉ, ÒÏÌ

2π∫
0

|f(x)− ψ(x)|dx < ε/2. (2)

[0, 2π] ÓÄÂÌÄÍÔÆÄ ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ ×ÖÍØÝÉÀ

Ψ(x) =

x∫
0

ψ(t)dt (3)

ÃÀ ÖßÚÅÄÔ ×ÖÍØÝÉÀÈÀ ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÀ

ψn(x) =
Ψ(x+ 1/n)−Ψ(x)

1/n
=

∫ x+1/n

x
ψ(t)dt

1/n
. (4)

ÒÀÃÂÀÍ ψ ×ÖÍØÝÉÀ ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉÀ, ÀÌÉÔÏÌ ÀÒÓÄÁÏÁÓ ÉÓÄÈÉ
ÌÖÃÌÉÅÉ M , ÒÏÌ |ψ(x)| ≤M , ÒÏÝÀ 0 ≤ x ≤ 2π. ÀÌÉÓ ÂÀÌÏ

|ψn(x)| ≤
M

∫ x+1/n

x
dx

1/n
=M,

Ä.É. ×ÖÍØÝÉÀÈÀ (ψn) ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÀ ÄÒÈÏÁËÉÅ ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉÀ:

|ψn(x)| ≤M, ÒÏÝÀ 0 ≤ x ≤ 2π ÃÀ n = 1, 2, . . . . (5)

ÂÀÒÃÀ ÀÌÉÓÀ, ÝÅËÀÃÓÀÆÙÅÒÉÀÍÉ ÉÍÔÄÂÒÀËÉÓ ÂÀßÀÒÌÏÄÁÉÓ ÛÄ-
ÓÀáÄÁ ËÄÁÄÂÉÓ ÈÄÏÒÄÌÉÓ ÈÀÍÀáÌÀÃ ([15], ÂÅ. 380), ÈÉÈØÌÉÓ ÚÅÄËÀ
x ∈ [0, 2π]-ÉÓÈÅÉÓ ÀÃÂÉËÉ ÀØÅÓ ÔÏËÏÁÀÓ

lim
n→∞

ψn(x) = ψ(x) (6)

ÃÀ (5) ÖÔÏËÏÁÉÓ ÞÀËÉÈ

|ψ(x)| ≤M. (7)

ÄÂÏÒÏÅÉÓ ÌÉÄÒ 1911 ßÄËÓ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉ ÈÄÏÒÄÌÉÓ ÈÀÍÀá-
ÌÀÃ ([15], ÂÅ. 329), (6) ÔÏËÏÁÉÃÀÍ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄÏÁÓ, ÒÏÌ ÚÏÅÄËÉ
ÃÀÃÄÁÉÈÉ δ < ε/8M ÒÉÝáÅÉÓÈÅÉÓ ÀÒÓÄÁÏÁÓ ÆÏÌÀÃÉ ÓÉÌÒÀÅËÄ
E ⊂ [0, 2π], ÒÏÌËÉÓ ÆÏÌÀ |E| > 2π − δ ÃÀ E ÓÉÌÒÀÅËÄÆÄ (6)
ÔÏËÏÁÀ ÓÒÖËÃÄÁÀ ÈÀÍÀÁÒÀÃ. ÀÌÉÔÏÌ∫

E

|ψn(x)− ψ(x)|dx < ε/4, ÒÏÝÀ n > N∗. (8)
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ÀÌÀÓÈÀÍ ÄÒÈÀÃ, (5) ÃÀ (7) ÖÔÏËÏÁÄÁÉÓ ÂÀÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÉÈ ÂÅÀ-
ØÅÓ ∫

[0,2π]\E

|ψn(x)− ψ(x)|dx ≤
∫

[0,2π]\E

|ψn(x)|dx+

+

∫
[0,2π]\E

|ψ(x)|dx ≤Mδ +Mδ = 2Mδ < ε/4. (9)

ÌÀÛÀÓÀÃÀÌÄ, (8) ÃÀ (9) ÖÔÏËÏÁÄÁÉÃÀÍ ÅÙÄÁÖËÏÁÈ

2π∫
0

|ψn(x)− ψ(x)|dx < ε/2, ÒÏÝÀ n > N∗. (10)

(2) ÃÀ (10) ÖÔÏËÏÁÄÁÉÃÀÍ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄÏÁÓ, ÒÏÌ

2π∫
0

|f(x)− ψn(x)|dx < ε, ÒÏÝÀ n > N∗. (11)

ÀáËÀ, ÈÄÏÒÄÌÀÛÉ áÓÄÍÄÁÖËÉ ÖßÚÅÄÔÉ φ ×ÖÍØÝÉÉÓ ÒÏËÛÉ ÛÄ-
ÂÅÉÞËÉÀ ÀÅÉÙÏÈ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ ψn ×ÖÍØÝÉÀ, ÒÏÌËÉÓÈÅÉÓÀÝ n > N∗.
ÈÄÏÒÄÌÀ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉÀ.

ÈÄÏÒÄÌÀ 11.2. ÅÈØÅÀÈ, f ×ÖÍØÝÉÀ ãÀÌÄÁÀÃÉÀ [0, 2π] ÓÄÂÌÄÍÔÆÄ ÃÀ
2π ÐÄÒÉÏÃÖËÉ. ÌÀÛÉÍ ÀÃÂÉËÉ ÀØÅÓ ÔÏËÏÁÀÓ

lim
t→0

2π∫
0

|f(x+ t)− f(x)|dx = 0. (12)

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÈÖ f ×ÖÍØÝÉÀ ÖßÚÅÄÔÉÀ [0, 2π]-ÆÄ, ÌÀÛÉÍ f ÈÀÍÀÁÒÀÃ
ÖßÚÅÄÔÉÀ ÀÌÀÅÄ ÓÄÂÌÄÍÔÆÄ. ÀÌÉÓ ÂÀÌÏ, ÚÏÅÄË ε > 0 ÒÉÝáÅÓ ÌÏÄÞÄ-
ÁÍÄÁÀ ÃÀÃÄÁÉÈÉ δ ÉÓÄÈÉ, ÒÏÌ |f(x+ t)− f(x)| < ε

2π , ÒÏÝÀ |t| < δ.

ÀÌ ÌÉÆÄÆÉÈ
∫ 2π

0
|f(x+ t)− f(x)|dx < 2π · ε

2π = ε, ÒÏÝÀ |t| < δ, ÒÀÝ
ÍÉÛÍÀÅÓ (12) ÔÏËÏÁÉÓ ÛÄÓÒÖËÄÁÀÓ.

ÒÏÝÀ f ∈ L[0, 2π], ÌÀÛÉÍ ÈÄÏÒÄÌÀ 11.1-ÉÓ ÞÀËÉÈ ÀÒÓÄÁÏÁÓ
ÖßÚÅÄÔÉ ×ÖÍØÝÉÀ φ ÉÓÄÈÉ, ÒÏÌ ÀÃÂÉËÉ ÀØÅÓ (1) ÖÔÏËÏÁÀÓ.
ÔÏËÏÁÉÃÀÍ f(x+ t)−f(x) = [φ(x+ t)−φ(x)]+ [f(x+ t)−φ(x+ t)]+
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[φ(x)− f(x)] ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄÏÁÓ ÛÄ×ÀÓÄÁÀ

2π∫
0

|f(x+ t)− f(x)|dx ≤
2π∫
0

|φ(x+ t)− φ(x)|dx+

+

2π∫
0

|f(x+ t)− φ(x+ t)|dx+

2π∫
0

|φ(x)− f(x)|dx ≡ P +Q+R.

ÒÀÃÂÀÍ φ ×ÖÍØÝÉÀ ÖßÚÅÄÔÉÀ, ÀÌÉÔÏÌ ÖÊÅÄ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉÓ ÞÀËÉÈ

lim
t→0

P = 0 ⇔ P < ε, ÒÏÝÀ |t| < η. (13)

(1) ÖÔÏËÏÁÉÓ ÂÀÌÏ ÊÉ
R < ε. (14)

Q ÉÍÔÄÂÒÀËÛÉ x+t = y ÂÀÒÃÀØÌÍÉÈ Q =
∫ t+2π

t
|f(y)−φ(y)|dy. ÒÀÃ-

ÂÀÍ f ÃÀ φ (ÉÂÉÅÄ ψn, ÒÏÝÀ n > N∗) 2π ÐÄÒÉÏÃÖËÉ ×ÖÍØÝÉÄÁÉÀ4,

ÀÌÉÔÏÌ Q =
∫ 2π

0
|f(y)− φ(y)|. ÀáËÀ, (1) ÖÔÏËÏÁÉÓ ÂÀÌÏ

Q < ε. (15)

(13)-(15) ÖÔÏËÏÁÄÁÉÓ ÞÀËÉÈ

2π∫
0

|f(x+ t)− f(x)|dx < 3ε, ÒÏÝÀ |t| < η.

ÈÄÏÒÄÌÀ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉÀ.
2. ÀáËÀ ÃÀÅÀÌÔÊÉÝÏÈ ÞÉÒÉÈÀÃÉ

ÈÄÏÒÄÌÀ 11.3 (ÐËÄÓÍÄÒÉ, 1929 ß.). ÅÈØÅÀÈ ÌÏÝÄÌÖËÉÀ 2π ÐÄÒÉÏÃÖ-
ËÉ ×ÖÍØÝÉÄÁÉ f ÃÀ g, ÒÏÌÄËÈÀÂÀÍ [0, 2π]-ÆÄ f ãÀÌÄÁÀÃÉÀ ÃÀ g ÊÉ
ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉ. ÌÀÛÉÍ x ∈ (−∞,+∞) ÐÀÒÀÌÄÔÒÆÄ ÃÀÌÏÊÉÃÄÁÖËÉ
ÃÀ 0 ≤ t ≤ 2π-ÆÄ ãÀÌÄÁÀÃÉ ×ÖÍØÝÉÉÓ

χx(t) = f(x+ t)g(t) (16)

×ÖÒÉÄÓ ÊÏÄ×ÉÝÉÄÍÔÄÁÉ cn(χx) ÊÒÄÁÀÃÉÀ ÍÖËÉÓÊÄÍ ÈÀÍÀÁÒÀÃ x-ÉÓ
ÌÉÌÀÒÈ, Ä.É.

lim
n→∞

cn(χx) = 0 ÈÀÍÀÁÒÀÃ x-ÉÓ ÌÉÌÀÒÈ. (17)

4ψn(2π) =

∫ 2π+1/n
2π

ψ(t)dt

1/n
=

∫ 1/n
0

ψ(t)dt

1/n
= ψn(0). ÀØ ÂÀÌÏÚÄÍÄÁÖËÉÀ ψ ×ÖÍØÝÉÉÓ

2π ÐÄÒÉÏÃÖËÏÁÀ (Éá. ÈÀÅÉ 1, §3, ÔÏËÏÁÀ (8)).
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ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÒÏÂÏÒÝ ÅÉÝÉÈ (Éá. ÈÀÅÉ 2, §2, (6) ÔÏËÏÁÀ), 2π
ÐÄÒÉÏÃÖËÉ ÒÀÉÌÄ φ ∈ L[0, 2π] ×ÖÍØÝÉÉÓ cn ÊÏÄ×ÉÝÉÄÍÔÄÁÉÓÈÅÉÓ

ÂÅÀØÅÓ ÔÏËÏÁÄÁÉ 2πcn =
∫ 2π

0
φ(t)e−inxdx (n = 0,±1,±2, . . . ). ÈÖ

ÀØ ÌÏÅÀáÃÄÍÈ ÂÀÒÃÀØÌÍÀÓ x = t+ π/n, ÌÀÛÉÍ ÂÅÄØÍÄÁÀ

2πcn =

−π/n+2π∫
−π/n

φ
(
t+

π

n

)
e−in(t+

π
n )dt =

2π∫
0

φ
(
t+

π

n

)
e−inte−iπdt =

= −
2π∫
0

φ
(
x+

π

n

)
e−inxdx.

ÀÌÒÉÂÀÃ,

2πcn =

−2π∫
0

φ(x)e−inxdx ÃÀ 2πcn = −
2π∫
0

φ
(
x+

π

n

)
e−inxdx.

ÀÌÉÔÏÌ

4πcn =

2π∫
0

[
φ(x)− φ

(
x+

π

n

)]
e−inxdx.

ÀØÄÃÀÍ

|cn| ≤
1

4π

2π∫
0

∣∣∣φ(x+
π

n

)
− φ(x)

∣∣∣dx. (18)

ÀáËÀ, (18) ÖÔÏËÏÁÉÓ ÌÀÒãÅÄÍÀ ÌáÀÒÄÛÉ φ ×ÖÍØÝÉÉÓ ÒÏË-
ÛÉ ÀÅÉÙÏÈ (16) ÔÏËÏÁÉÈ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖËÉ χx(t) ×ÖÍØÝÉÀ, π/n
ÛÄÅÝÅÀËÏÈ h-ÉÈ ÃÀ ÂÀÅÉÈÅÀËÉÓßÉÍÏÈ ÔÏËÏÁÀ

χ(t+ h)− χ(t) = f(x+ t+ h)g(t+ h)− f(x+ t)g(t) =

= [f(x+ t+ h)− f(x+ t)]g(t+ h) + f(x+ t)[g(t+ h)− g(t)],

ÌÀÛÉÍ ÂÅÄØÍÄÁÀ

2π∫
0

|χ(t+ h)− χ(t)|dt ≤
2π∫
0

|f(x+ t+ h)− f(x+ t)| |g(t+ h)|dt+

+

2π∫
0

|f(x+ t)| |g(t+ h)− g(t)|dt ≡ P +Q.
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ÈÖ P ÉÍÔÄÂÒÀËÛÉ ÌÏÅÀáÃÄÍÈ ÂÀÒÃÀØÌÍÀÓ x+ t = y, ÌÉÅÉÙÄÁÈ

P =

x+2π∫
x

|f(y + h)− f(y)| |g(y − x+ h)|dy.

f ÃÀ g ×ÖÍØÝÉÄÁÉÓ 2π ÐÄÒÉÏÃÖËÏÁÉÓ ÂÀÌÏ (Éá. ÈÀÅÉ 1, §3,
ÔÏËÏÁÀ (8)) ÂÅÄØÍÄÁÀ

P =

2π∫
0

|f(y + h)− f(y)| |g(y − x+ h)|dy.

g ×ÖÍØÝÉÉÓ ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÏÁÉÓ ÂÀÌÏ |g| < M ÃÀ ÀÌÉÔÏÌ

P ≤M

2π∫
0

|f(y + h)− f(y)|dy.

(12) ÔÏËÏÁÉÓ ÞÀËÉÈ ÀÒÓÄÁÏÁÓ ÉÓÄÈÉ δ1 > 0, ÒÏÌ

P < ε/2, ÒÏÝÀ |h| < δ1. (19)

Q ÉÍÔÄÂÒÀËÛÉ ÊÉ f ßÀÒÌÏÅÀÃÂÉÍÏÈ f = f1 + f2 ÓÀáÉÈ, ÓÀÃÀÝ

f1 ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉÀ [0, 2π]-ÆÄ ÒÀÉÌÄ B ÒÉÝáÅÉÈ ÃÀ
∫ 2π

0
|f2(x)|dx <

ε/8M (Éá. ÖÔÏËÏÁÀ (2)). ÀÌÉÔÏÌ

Q =

2π∫
0

|f1(x+ t)| |g(t+ h)− g(t)|dt+
2π∫
0

|f2(x+ t)| |g(t+ h)− g(t)|dt ≤

≤ B

2π∫
0

|g(t+ h)− g(t)|dt+ 2M · ε

8M
.

(12) ÔÏËÏÁÉÓ ÂÀÌÏ
∫ 2π

0
|g(t+ h)− g(t)|dt < ε

4B , ÒÏÝÀ |h| < δ2.
ÀÌÂÅÀÒÀÃ,

Q ≤ B
ε

4B
+
ε

4
= ε/2, ÒÏÝÀ |h| < δ2. (20)

(19) ÃÀ (20) ÛÄ×ÀÓÄÁÄÁÉÃÀÍ ÅÙÄÁÖËÏÁÈ, ÒÏÌ

P +Q < ε, ÒÏÝÀ |h| < δ, ÓÀÃÀÝ δ = min{δ1, δ2} > 0. (21)
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(21) ÖÔÏËÏÁÀ ÊÄÒÞÏ ÛÄÌÈáÅÄÅÉÓÈÅÉÓ h = π
n ÌÉÉÙÄÁÓ ÓÀáÄÓ

P +Q < ε, ÒÏÝÀ n > N(ε). (22)

(22) ÖÔÏËÏÁÉÓ ÂÀÌÏÚÄÍÄÁÀ (18) ÖÔÏËÏÁÉÓ ÌÀÒãÅÄÍÀ ÌáÀÒÉÓ
ÌÉÌÀÒÈ ÉÞËÄÅÀ (17) ÔÏËÏÁÀÓ. ÈÄÏÒÄÌÀ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉÀ.

12 ×ÏÒÌÀËÖÒÉ ÏÐÄÒÀÝÉÄÁÉ ×ÖÒÉÄÓ ÌßÊÒÉÅÄÁÆÄ

1. ×ÏÒÌÀËÖÒÉ ÉÍÔÄÂÒÄÁÀ ÃÀ ÂÀßÀÒÌÏÄÁÀ. ÅÈØÅÀÈ 2π ÐÄÒÉÏÃÖËÉ
f ×ÖÍØÝÉÀ ãÀÌÄÁÀÃÉÀ ÐÄÒÉÏÃÆÄ ÃÀ Fc ÉÚÏÓ f-ÉÓ ÂÀÍÖÓÀÆÙÅÒÄËÉ
ÉÍÔÄÂÒÀËÉ.5 ÝáÀÃÉÀ, ÒÏÌ Fc(x) ×ÖÍØÝÉÉÓ 2π ÐÄÒÉÏÃÖËÏÁÉÓÈÅÉÓ
ÀÍÖ Fc(x + 2π) − Fc(x) = 0 ÔÏËÏÁÉÓÈÅÉÓ, ÀÖÝÉËÄÁÄËÉ ÃÀ ÓÀÊ-
ÌÀÒÉÓÉÀ 2π ÐÄÒÉÏÃÖËÉ ÉÚÏÓ ×ÖÍØÝÉÀ F (x) ≡ F0(x) =

∫ x
0
f(t)dt.

ÀÌÉÔÏÌ F (x) ×ÖÍØÝÉÉÓ 2π ÐÄÒÉÏÃÖËÏÁÉÓÈÅÉÓ ÀÖÝÉËÄÁÄËÉ ÃÀ

ÓÀÊÌÀÒÉÓÉÀ ÛÄÓÒÖËÃÄÓ ÔÏËÏÁÀ
∫ 2π

0
f(x)dx = 0 (Éá. ÈÀÅÉ 1, §2,

(4) ÔÏËÏÁÀ). ÄÓ ÊÉ ÍÉÛÍÀÅÓ, ÒÏÌ f ×ÖÍØÝÉÉÓ ×ÖÒÉÄÓ ÌßÊÒÉÅÛÉ
ÈÀÅÉÓÖ×ÀËÉ c0 ßÄÅÒÉ ÍÖËÉÀ, Ä.É.

f ∼
∑
|k|≥1

ck(f)e
ikx, (1)

5[0, 2π] ÓÄÂÌÄÍÔÆÄ ãÀÌÄÁÀÃÉ f ×ÖÍØÝÉÉÓ ÂÀÍÖÓÀÆÙÅÒÄËÉ ÉÍÔÄÂÒÀËÉ (ËÄÁÄÂÉÓ
ÀÆÒÉÈ) ÄßÏÃÄÁÀ ×ÖÍØÝÉÀÈÀ ÓÉÌÒÀÅËÄÓ

Fc(x) = c+

x∫
0

f(t)dt, Fc(0) = c, (À)

ÓÀÃÀÝ c ÀÙÍÉÛÍÀÅÓ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒ ÌÖÃÌÉÅÓ, Ä.É. f-Ó ÀØÅÓ ÖÓÀÓÒÖËÏ ÓÉÌÒÀÅËÄ ÂÀÍÖ-
ÓÀÆÙÅÒÄËÉ ÉÍÔÄÂÒÀËÄÁÉÓÀ, ÒÏÌÄËÍÉÝ ÄÒÈÉÌÄÏÒÉÓÂÀÍ ÌÖÃÌÉÅÉÈ ÂÀÍÓáÅÀÅÃÄÁÉÀÍ.
(À) ÔÏËÏÁÉÈ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖËÉ ÀÁÓÏËÖÔÖÒÀÃ ÖßÚÅÄÔÉ Fc ×ÖÍØÝÉÄÁÉÓ ÓÀÄÒÈÏ

ÈÅÉÓÄÁÀÀ ÉÓ, ÒÏÌ ÈÉÈØÌÉÓ ÚÅÄËÀ x ∈ [0, 2π] ßÄÒÔÉËÆÄ ÓÒÖËÃÄÁÀ ÔÏËÏÁÀ

F ′
c(x) = f(x). (Á)

ÓÀáÄËÃÏÁÒ, (Á) ÔÏËÏÁÀÓ ÀÃÂÉËÉ ÀØÅÓ f ×ÖÍØÝÉÉÓ ËÄÁÄÂÉÓ x ßÄÒÔÉËÆÄ. ÀÓÄ
ÄßÏÃÄÁÀ x ßÄÒÔÉËÓ, ÈÖ f(x) ̸= ±∞ ÃÀ ÓÒÖËÃÄÁÀ ÔÏËÏÁÀ

lim
h→0

1

h

x+h∫
x

|f(t)− f(x)|dt = 0.
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ÓÀÃÀÝ

ck(f) =
1

2π

2π∫
0

f(x)e−ikxdx =
1

2π

2π∫
0

F ′(x)e−ikxdx.

ÍÀßÉËÏÁÉÈÉ ÉÍÔÄÂÒÄÁÉÈ ÃÀ F (x) ×ÖÍØÝÉÉÓ 2π ÐÄÒÉÏÃÖËÏÁÉÓ
ÂÀÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÉÈ ÌÉÅÉÙÄÁÈ

ck(f) =
1

2π

[
F (x)eikx|2π0

]
− (−ik)

2π

2π∫
0

F (x)e−ikxdx = ik · ck(F ),

Ä.É.
ck(f) = ikck(F ), |k| ≥ 1. (2)

ÀÌÒÉÂÀÃ, ÃÀÌÏÊÉÃÄÁÖËÄÁÀ

F (x) ∼
∑
|k|≥1

ck(F )e
ikx (3)

ÌÉÉÙÄÁÓ ÓÀáÄÓ

F (x) ∼
∑
|k|≥1

ck(f)

ik
eikx. (4)

ÔÏËÏÁÀ (2)-ÉÓ ÌÀÒÝáÄÍÀ ÌáÀÒÉÓ ÌÉÌÀÒÈ ÒÉÌÀÍ-ËÄÁÄÂÉÓ ÈÄ-
ÏÒÄÌÉÓ ÂÀÌÏÚÄÍÄÁÉÈ (Éá. ÈÀÅÉ 3, §9, ÈÄÏÒÄÌÀ 9.2) ÌÉÉÙÄÁÀ

ßÉÍÀÃÀÃÄÁÀ 12.1. ÀÁÓÏËÖÔÖÒÀÃ ÖßÚÅÄÔÉ F ×ÖÍØÝÉÉÓ ×ÖÒÉÄÓ cn(F )
ÊÏÄ×ÉÝÉÄÍÔÄÁÓ ÀØÅÈ ÈÅÉÓÄÁÀ

lim
n→∞

|ncn(F )| = 0 ÀÍÖ cn(F ) = o
( 1

|n|

)
. (4′)

(4)-Ä ÃÀÌÏÊÉÃÄÁÖËÄÁÀ ÛÄÉÞËÄÁÀ ÂÀÌÏÉÈØÅÀÓ ÛÄÌÃÄÂÉ ßÉÍÀÃÀ-
ÃÄÁÉÓ ÓÀáÉÈ.

ßÉÍÀÃÀÃÄÁÀ 12.2. ÐÄÒÉÏÃÆÄ ãÀÌÄÁÀÃÉ ÃÀ 2π ÐÄÒÉÏÃÖËÉ f ×Ö-
ÍØÝÉÉÓ ×ÖÒÉÄÓ (1) ÌßÊÒÉÅÉÓ ×ÏÒÌÀËÖÒÉ ßÄÅÒÏÁÒÉÅÉ ÉÍÔÄÂÒÄÁÀ
ÛÄÓÀÞËÄÁÄËÉÀ ∼ ÓÉÌÁÏËÏÓ ÛÄÍÀÒÜÖÍÄÁÉÈ.

ÈÖÊÉ F (x) ×ÖÍØÝÉÀ ÀÒÀÀ 2π ÐÄÒÉÏÃÖËÉ, ÌÀÛÉÍ (4) ÃÀÌÏÊÉÃÄ-
ÁÖËÄÁÀÓ ÄØÍÄÁÀ ÓÀáÄ, ÒÏÌËÉÓ ÌÀÒÝáÄÍÀ ÌáÀÒÄ 2π ÐÄÒÉÏÃÖËÉÀ,

F (x)− c0(f)x ∼
∑
|k|≥1

ck(f)

ik
eikx =

∞∑
k=1

1

k
(ak sin kx− bk cos kx). (5)
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ÛÄÍÉÛÅÍÀ 12.3. ×ÖÒÉÄÓ ÌßÊÒÉÅÉÓ ÀÒÀ×ÏÒÌÀËÖÒÉ ßÄÅÒÏÁÒÉÅÉ ÉÍÔÄ-
ÂÒÄÁÉÓ ÌÀÒÈËÆÏÌÉÄÒÄÁÀ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖË ÉØÍÄÁÀ ØÅÄÌÏÈ (Éá. ÈÀÅÉ
4, §15), ÓÀÃÀÝ ÃÀÃÂÄÍÉË ÉØÍÄÁÀ, ÒÏÌ (5) ÃÀÌÏÊÉÃÄÁÖËÄÁÀÛÉ ÛÄ-
ÓÀÁÀÌÉÓÏÁÉÓ ''∼'' ÍÉÛÀÍÉ ÉÝÅËÄÁÀ ÔÏËÏÁÉÓ ''='' ÍÉÛÍÉÈ.

2. ÒÀÃÂÀÍ F ′(x) = f(x) ÈÉÈØÌÉÓ ÚÅÄËÂÀÍ, ÀÌÉÔÏÌ 2π ÐÄÒÉÏÃÖ-
ËÉ ÀÁÓÏËÖÔÖÒÀÃ ÖßÚÅÄÔÉ F (x) ×ÖÍØÝÉÉÓ ×ÖÒÉÄÓ (4) ÌßÊÒÉÅÉÃÀÍ
(1) ÌßÊÒÉÅÆÄ ÂÀÃÀÓÅËÀ ÛÄÉÞËÄÁÀ ÀÓÄ ÂÀÌÏÉÈØÅÀÓ.

ßÉÍÀÃÀÃÄÁÀ 12.4. ÀÁÓÏËÖÔÖÒÀÃ ÖßÚÅÄÔÉ 2π ÐÄÒÉÏÃÖËÉ ×ÖÍØÝÉÉÓ
×ÖÒÉÄÓ ÌßÊÒÉÅÉÓ ×ÏÒÌÀËÖÒÉ ßÄÅÒÏÁÒÉÅÉ ÂÀßÀÒÌÏÄÁÉÈ ÌÉÉÙÄÁÀ
ßÀÒÌÏÄÁÖËÉÓ ÛÄÓÀÁÀÌÉÓÉ ×ÖÒÉÄÓ ÌßÊÒÉÅÉ.

ÀÌ ßÉÍÀÃÀÃÄÁÀÛÉ ÀÁÓÏËÖÔÖÒÀÃ ÖßÚÅÄÔÏÁÀ ÀÒÓÄÁÉÈÉÀ, ÒÀÓÀÝ
ÂÅÉÜÅÄÍÄÁÓ ÌÀÂÀËÉÈÉ ×ÖÒÉÄÓ ÚÅÄËÂÀÍ ÊÒÄÁÀÃÉ ÌßÊÒÉÅÉ

∑∞
k=1

sin kx
k .

ÓáÅÀ ÓÉÔÚÅÄÁÉÈ: ãÀÌÄÁÀÃÉ 2π ÐÄÒÉÏÃÖËÉ φ ×ÖÍØÝÉÉÓ ×ÖÒÉÄÓ
(αk, βk, k ≥ 1) ÊÏÄ×ÉÝÉÄÍÔÄÁÉÓ ÌÉÓÀÙÄÁÀÃ ÀÖÝÉËÄÁÄËÉ ÃÀ ÓÀÊ-
ÌÀÒÉÓÉÀ, ÒÏÌ ÀÁÓÏËÖÔÖÒÀÃ ÖßÚÅÄÔÉ ÃÀ 2π ÐÄÒÉÏÃÖËÉ ϕ(x) =∫ x
0
φ(t)dt− 1

2α0x ×ÖÍØÝÉÉÓÈÅÉÓ ÛÄÅÀÃÂÉÍÏÈ ×ÖÒÉÄÓ (Ak, Bk, k ≥ 1)

ÊÏÄ×ÉÝÉÄÍÔÄÁÉÀÍÉ ÌßÊÒÉÅÉ. ÄÓ ÌßÊÒÉÅÉ ÊÉ ÌÉÉÙÄÁÀ (φ− 1
2α0) ×ÖÍØ-

ÝÉÉÓ ×ÖÒÉÄÓ (αk, βk,≥ 1) ÊÏÄ×ÉÝÉÄÍÔÄÁÉÀÍÉ ÌßÊÒÉÅÉÓ ßÄÅÒÏÁÒÉÅÉ
ÉÍÔÄÂÒÄÁÉÈ [0, x] ÓÄÂÌÄÍÔÆÄ, ÒÀÝ ÌÀÒÈËÆÏÌÉÄÒÉÀ ËÄÁÄÂÉÓ ÈÄ-
ÏÒÄÌÉÈ (Éá. ÈÀÅÉ 4, §15). ßÄÅÒÏÁÒÉÅÉ ÉÍÔÄÂÒÄÁÉÓ ÛÄÃÄÂÉÀ, ÌÖÃ-

ÌÉÅÉ ÛÄÓÀÊÒÄÁÉÓ ÓÉÆÖÓÔÉÈ, ÌßÊÒÉÅÉ
∑∞
k=1

(
− βk

k cos kx+
αk

k sin kx
)
,

ÒÏÌËÉÓ ßÄÅÒÏÁÒÉÅÉ ÂÀßÀÒÌÏÄÁÉÈ ÌÉÉÙÄÁÀ ÓßÏÒÄÃ φ ×ÖÍØÝÉÉÓ
(αk, βk, k ≥ 1) ÊÏÄ×ÉÝÉÄÍÔÄÁÉÀÍÉ ÌßÊÒÉÅÉ.

3. ÅÈØÅÀÈ 2π ÐÄÒÉÏÃÖË ÃÀ (−∞,+∞)-ÆÄ ÖßÚÅÄÔ f ×ÖÍØÝÉÀÓ
ÀØÅÓ ÀÁÓÏËÖÔÖÒÀÃ ÖßÚÅÄÔÉ ßÀÒÌÏÄÁÖËÉ f ′(x). ÌÀÛÉÍ ÌÄÏÒÄ ÒÉ-
ÂÉÓ ßÀÒÌÏÄÁÖËÉ f ′′(x) ãÀÌÄÁÀÃÉÀ ÃÀ ÌÉÓÉ ×ÖÒÉÄÓ cn(f

′′) ÊÏÄ×É-
ÝÉÄÍÔÄÁÉ, ÒÉÌÀÍ-ËÄÁÄÂÉÓ ÈÄÏÒÄÌÉÓ ÞÀËÉÈ, ÊÒÄÁÀÃÉÀ ÍÖËÉÓÊÄÍ:

lim
n→∞

cn(f
′′) = 0. (6)

ÌÄÏÒÄ ÌáÒÉÅ, ÀÁÓÏËÖÔÖÒÀÃ ÖßÚÅÄÔÉ f ′ ×ÖÍØÝÉÉÓ ×ÖÒÉÄÓ ÊÏ-
Ä×ÉÝÉÄÍÔÄÁÉ, ÔÏËÏÁÀ (2)-ÉÓ ÂÀÌÏ6, ÌÏÉÝÄÌÀ ÔÏËÏÁÉÈ cn(f

′) =
1
incn(f

′′). ÀÓÄÅÄ, cn(f) =
1
incn(f

′) = 1
(in)2 cn(f

′′). ÀØÄÃÀÍ, (6) ÔÏËÏ-
ÁÉÓ ÞÀËÉÈ, ÅÙÄÁÖËÏÁÈ

cn(f) = o
( 1

|n|2
)
. (7)

6(2) ÔÏËÏÁÉÓ ÌÀÒÝáÍÉÅ ÌÃÂÏÌÉ f ÀÒÉÓ ÌÀÒãÅÍÉÅ ÌÃÂÏÌÉ F -ÉÓ ßÀÒÌÏÄÁÖËÉ.
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ÈÖ f ×ÖÍØÝÉÉÓ ×ÖÒÉÄÓ ÌßÊÒÉÅÉ ÍÀÌÃÅÉËÉ ×ÏÒÌÉÈÀÀ ÌÏÝÄÌÖ-
ËÉ ÃÀ f ∼ (an, bn), ÌÀÛÉÍ (7) ÛÄÉÝÅËÄÁÀ ÃÀÌÏÊÉÃÄÁÖËÄÁÄÁÉÈ

an = o
( 1

n2

)
, bn = o

( 1

n2

)
. (8)

4. ×ÖÒÉÄÓ ÌßÊÒÉÅÄÁÉÓ ÛÄÊÒÄÁÀ-ÂÀÌÏÊËÄÁÀ. ÈÖ f ÃÀ g ×ÖÍØÝÉÄÁÓ
ÛÄÄÓÀÁÀÌÄÁÀÈ ×ÖÒÉÄÓ ÛÄÌÃÄÂÉ ÌßÊÒÉÅÄÁÉ

f ∼
+∞∑

n=−∞
cn(f)e

inx (9)

g ∼
+∞∑

n=−∞
dn(g)e

inx, (10)

ÌÀÛÉÍ

f ± g ∼
+∞∑

n=−∞
(cn ± dn)e

inx. (11)

ÌÀÒÈËÀÝ,

1

2π

2π∫
0

[f(x)± g(x)]e−inxdx =

=
1

2π

2π∫
0

f(x)e−inxdx± 1

2π

2π∫
0

g(x)e−inxdx = cn ± dn.

ÈÖ ×ÖÒÉÄÓ ÌßÊÒÉÅÉ ÜÀßÄÒÉËÉÀ ÍÀÌÃÅÉËÉ ×ÏÒÌÉÈ ÃÀ f ∼ (an, bn)
ÃÀ g ∼ (cn, dn), ÌÀÛÉÍ f ± g ∼ (an ± cn, bn ± dn).

5. ×ÖÒÉÄÓ ÌßÊÒÉÅÉÓ ÂÀÌÒÀÅËÄÁÀ ÌÖÃÌÉÅÆÄ. ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ p ÌÖÃ-
ÌÉÅÉÓÈÅÉÓ, (9) ÃÀÌÏÊÉÃÄÁÖËÄÁÉÃÀÍ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄÏÁÓ, ÒÏÌ

pf ∼
+∞∑

n=−∞
(pcn(f))e

inx. (12)

6. ×ÖÒÉÄÓ ÌßÊÒÉÅÉ f(x+α)-ÓÈÅÉÓ. ÈÖ α ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ ÌÖÃÌÉÅÉÀ,
ÌÀÛÉÍ (9) ÃÀÌÏÊÉÃÄÁÖËÄÁÉÃÀÍ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄÏÁÓ

f(x+ α) ∼
+∞∑

n=−∞
cn(f)e

in(x+α) =
+∞∑

n=−∞
(einα)cn(f)e

inx. (13)



12. ×ÏÒÌÀËÖÒÉ ÏÐÄÒÀÝÉÄÁÉ ×ÖÒÉÄÓ ÌßÊÒÉÅÄÁÆÄ 81

ÌÀÒÈËÀÝ,

cn(f(x+ α)) =
1

2π

2π∫
0

f(x+ α)e−inxdx =
1

2π

α+2π∫
α

f(y)ein(y−α)dy =

=

2π∫
0

f(y)e−in(y−α)dy = einα
2π∫
0

f(y)e−inydy = einαcn(f).

ÌÀÛÀÓÀÃÀÌÄ, f(x + α) ×ÖÍØÝÉÉÓ ×ÖÒÉÄÓ ÌßÊÒÉÅÉ ÌÉÉÙÄÁÀ f(x)
×ÖÍØÝÉÉÓ ×ÖÒÉÄÓ ÌßÊÒÉÅÉÓÂÀÍ, ÈÖ ÀØ x-Ó ÛÄÅÝÅËÉÈ (x+ α)-ÈÉ,
ÒÀÝ ÂÀÌÏÉßÅÄÅÓ cn(f) ÊÏÄ×ÉÝÉÄÍÔÉÓ ÂÀÌÒÀÅËÄÁÀÓ einα-ÆÄ.

7. ×ÖÒÉÄÓ ÌßÊÒÉÅÉ f(x)eimx ×ÖÍØÝÉÉÓÈÅÉÓ, ÓÀÃÀÝ m ÌÈÄËÉÀ.
ÒÀÃÂÀÍ

cn(f(x)e
imx) =

1

2π

2π∫
0

f(x)eimxe−inxdx =

=
1

2π

2π∫
0

f(x)e−i(n−m)xdx = cn−m(f),

ÀÌÉÔÏÌ

f(x)eimx ∼
+∞∑

n=−∞
cn−m(f)einx, (14)

ÒÏÌËÉÓ ÌÉÙÄÁÀ ÛÄÉÞËÄÁÀ ×ÏÒÌÀËÖÒÀÃÀÝ

f(x)eimx ∼
( +∞∑
n=−∞

cne
inx

)
eimx =

=

+∞∑
n=−∞

cne
i(n+m)x =

+∞∑
k=−∞

ck−me
ikx. (15)

8. |f |-ÉÓ ÌßÊÒÉÅÉ. ÒÀÃÂÀÍ f ÃÀ |f | ÄÒÈÃÒÏÖËÀÃ ÀÒÉÀÍ ÀÍ ÀÒ
ÀÒÉÀÍ ãÀÌÄÁÀÃÉ ×ÖÍØÝÉÄÁÉ, ÀÌÉÔÏÌ ãÀÌÄÁÀÃÉ f ×ÖÍØÝÉÉÓ ×ÖÒÉ-
ÄÓ S[f ] ÌßÊÒÉÅÈÀÍ ÛÄÉÞËÄÁÀ ÃÀÅÀÊÀÅÛÉÒÏÈ ÀÓÄÅÄ ãÀÌÄÁÀÃÉ |f |
×ÖÍØÝÉÉÓ ×ÖÒÉÄÓ ÌßÊÒÉÅÉ. ÌÀÒÈËÀÝ, ÅÈØÅÀÈ

f ∼
+∞∑

n=−∞
cne

inx (16)
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ÓÀÃÀÝ (Éá. ÈÀÅÉ 2, §2)

cn(f) =
1

2π

π∫
−n

f(x)e−inxdx. (17)

ÒÀÃÂÀÍ ÀÒÓÄÁÏÁÓ7 ([1], ÂÅ. 454) ßÀÒÌÏÃÂÄÍÀ f = f1 − f2, ÓÀÃÀÝ
f1 ≥ 0, f2 ≥ 0 ÃÀ |f | = f1+f2, ÀÌÉÔÏÌ (17) ÔÏËÏÁÉÃÀÍ ÅÙÄÁÖËÏÁÈ,
(11) ÔÏËÏÁÉÓ ÞÀËÉÈ, cn(f) = cn(f1) − cn(f2) ÃÀ ÀÓÄÅÄ cn(|f |) =
cn(f1) + cn(f2). ÀÌÉÔÏÌ

|f | ∼
+∞∑

n=−∞
[cn(f1) + cn(f2)]e

inx. (18)

7f1(x) =
1
2
[|f(x)|+ f(x)] ≥ 0, f2(x) =

1
2
[|f(x)|− f(x)] ≥ 0 ãÀÌÄÁÀÃÉ ×ÖÍØÝÉÄÁÉÀ

f-ÉÓÀ ÃÀ |f |-ÉÓ ãÀÌÄÁÀÃÏÁÉÓ ÂÀÌÏ. ÀØÄÃÀÍ, f(x) = f1(x)− f2(x) ÃÀ
∫ 2π
0 f(x)dx =∫ 2π

0 f1(x)dx−
∫ 2π
0 f2(x)dx.



ÈÀÅÉ 4

ÊÒÄÁÀÃÏÁÉÓ ÓÀÊÉÈáÄÁÉ

1 ×ÖÒÉÄÓ ÌßÊÒÉÅÉÓ ÀÁÓÏËÖÔÖÒÀÃ ÃÀ ÈÀÍÀÁÒÀÃ ÊÒÄ-
ÁÀÃÏÁÉÓ ÌÀÒÔÉÅÉ ÛÄÌÈáÅÄÅÀ

ÈÄÏÒÄÌÀ 1.1. ÅÈØÅÀÈ, 2π ÐÄÒÉÏÃÖË ÃÀ (−∞,+∞)-ÆÄ ÖßÚÅÄÔ f

×ÖÍØÝÉÀÓ ÂÀÀÜÍÉÀ ÐÄÒÉÏÃÆÄ ãÀÌÄÁÀÃÉ1 ÌÄÏÒÄ ÒÉÂÉÓ ßÀÒÌÏÄÁÖËÉ
f ′′(x), x ∈ (−∞,+∞). ÌÀÛÉÍ f ×ÖÍØÝÉÉÓ ×ÖÒÉÄÓ ÔÒÉÂÏÍÏÌÄÔÒÉ-
ÖËÉ ÌßÊÒÉÅÉ

f ∼ a0
2

+

∞∑
n=1

(an cosnx+ bn sinnx) (1)

ÀÁÓÏËÖÔÖÒÀÃ ÊÒÄÁÀÃÉÀ ÚÅÄËÀ x ∈ (−∞,+∞) ßÄÒÔÉËÆÄ. ÂÀÒÃÀ
ÀÌÉÓÀ, (1) ÌßÊÒÉÅÉ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒ [a, b] ⊂ (−∞,+∞) ÓÄÂÌÄÍÔÆÄ ÈÀÍÀÁ-
ÒÀÃ ÊÒÄÁÀÃÉÀ f(x) ×ÖÍØÝÉÉÓÊÄÍ:

f(x) =
a0
2

+
∞∑
n=1

(an cosnx+ bn sinnx) ÈÀÍÀÁÒÀÃ [a, b]− ÆÄ. (2)

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÈÄÏÒÄÌÉÓ ÐÉÒÏÁÄÁÛÉ ÂÅÀØÅÓ ÔÏËÏÁÀÍÉ (Éá. ÈÀÅÉ 3,
§12)

an = o
( 1

n2

)
ÃÀ bn = o

( 1

n2

)
(3)

ÀÍÖ limn→∞ n2an = 0 ÃÀ limn→∞ n2bn = 0. ÀØÄÃÀÍ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄÏÁÓ
(n2an) ÃÀ (n2bn) ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÄÁÉÓ ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÏÁÀ ÀÍÖ ÀÒÓÄÁÏÁÀ

12π ÐÄÒÉÏÃÖËÉ ÃÀ (−∞,+∞)-ÆÄ ÌÄÏÒÄ ÒÉÂÉÓ f ′′(x) ßÀÒÌÏÄÁÖËÉÓ ÌØÏÍÄ f
×ÖÍØÝÉÉÓÈÅÉÓ, f ′′(x) ÀÒÉÓ 2π ÐÄÒÉÏÃÖËÉ ×ÖÍØÝÉÀ (Éá. ÈÀÅÉ 1, §2, ÌÔÊÉÝÄÁÀ 2.4).
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ÉÓÄÈÉ M ÌÖÃÌÉÅÉÓÀ, ÒÏÌ ÀÃÂÉËÉ ÀØÅÓ ÖÔÏËÏÁÄÁÓ

|an| <
M

n2
ÃÀ |bn| <

M

n2
(n = 1, 2, . . . ). (4)

ÒÀÃÂÀÍ ÌßÊÒÉÅÉ
∑∞
n=1

1
n2 ÊÒÄÁÀÃÉÀ, ÀÌÉÔÏÌ ÌßÊÒÉÅÄÁÉÝ

∑∞
n=1 |an|

ÃÀ
∑∞
n=1 |bn| ÊÒÄÁÀÃÉÀ ÀÍÖ

∞∑
n=1

(|an|+ |bn|) < +∞. (5)

ÀÌÀÓÈÀÍ,

|a0|
2

+
∞∑
n=1

|an cosnx+ bn sinnx| ≤
|a0|
2

+

+
∞∑
n=1

[
|an|| cosnx|+ |bn|| sinnx|

]
≤

≤ |a0|
2

+

∞∑
n=1

(|an|+ |bn|) < +∞

ÚÅÄËÀ x ∈ (−∞,+∞)-ÉÓÈÅÉÓ.
ÀÌÒÉÂÀÃ, (1) ÌßÊÒÉÅÉ ÀÁÓÏËÖÔÖÒÀÃ ÊÒÄÁÀÃÉÀ ÚÅÄËÀ

x ∈ (−∞,+∞) ßÄÒÔÉËÆÄ.
(1) ÌßÊÒÉÅÉÓ ÈÀÍÀÁÒÀÃ ÊÒÄÁÀÃÏÁÀ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒ ÓÄÂÌÄÍÔÆÄ [a, b] ⊂

(−∞,+∞), ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄÏÁÓ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ x ∈ [a, b]-ÉÓÈÅÉÓ ÌÀÒÈÄ-
ÁÖËÉ ÛÄ×ÀÓÄÁÄÁÉÃÀÍ∣∣∣∣ ∞∑

n=p

(an cosnx+ bn sinnx)

∣∣∣∣ ≤ ∞∑
n=p

(|an|| cosnx|+ |bn|| sinnx|) ≤

≤
∞∑
n=p

(|an|+ |bn|) ≤ 2M
∞∑
n=p

1

n2
.

ÌÀÒÈËÀÝ, ÒÀÃÂÀÍ ÌßÊÒÉÅÉ
∑∞
n=1 1/n

2 ÊÒÄÁÀÃÉÀ, ÀÌÉÔÏÌ ÚÏÅÄËÉ
ε > 0 ÒÉÝáÅÉÓÈÅÉÓ ÀÒÓÄÁÏÁÓ ÉÓÄÈÉ N(ε), ÒÏÌ

∞∑
n=N

1

n2
<

ε

2M
.
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ÀÌÉÔÏÌ, ∣∣∣∣ ∞∑
n=N

(an cosnx+ bn sinnx)

∣∣∣∣ < ε (6)

ÄÒÈÁÀÛÀÃ ÚÅÄËÀ x-ÉÓÈÅÉÓ [a, b]-ÃÀÍ. ÄÓ ÊÉ ÍÉÛÍÀÅÓ (1) ÌßÊÒÉÅÉÓ
ÈÀÍÀÁÒÀÃ ÊÒÄÁÀÃÏÁÀÓ ÓÄÂÌÄÍÔÆÄ [a, b] ⊂ (−∞,+∞).

ÌÄÏÒÄ ÌáÒÉÅ, (1) ÌßÊÒÉÅÉÓ ÈÀÍÀÁÒÀÃ ÊÒÄÁÀÃÏÁÀ ÚÏÅÄË ÓÄÂ-
ÌÄÍÔÆÄ [a, b] ⊂ (−∞,+∞) ÉßÅÄÅÓ (1) ÌßÊÒÉÅÉÓ [a, b]-ÆÄ ÈÀÍÀÁÒÀÃ
ÊÒÄÁÀÃÏÁÀÓ f(x)-ÉÓÊÄÍ (Éá. ÈÀÅÉ 3, §1). ÈÄÏÒÄÌÀ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉÀ.

ÈÄÏÒÄÌÀ 1.2. ÈÖ 2π ÐÄÒÉÏÃÖËÉ F ×ÖÍØÝÉÀ ÀÁÓÏËÖÔÖÒÀÃ ÖßÚÅÄ-
ÔÉÀ ÚÏÅÄË ÓÄÂÌÄÍÔÆÄ [A,B] ⊂ (−∞,+∞) ÃÀ ÌÉÓÉ ÈÉÈØÌÉÓ ÚÅÄË-
ÂÀÍ ÀÒÓÄÁÖËÉ ßÀÒÌÏÄÁÖËÉ F ′(x) ≡ f(x) ßÀÒÌÏÀÃÂÄÍÓ ÊÅÀÃÒÀÔÉÈ
ãÀÌÄÁÀÃ ×ÖÍØÝÉÀÓ [−π, π]-ÆÄ, ÌÀÛÉÍ F ×ÖÍØÝÉÉÓ ×ÖÒÉÄÓ

F ∼ A0

2
+

∞∑
n=1

(An cosnx+Bn sinnx) (7)

ÌßÊÒÉÅÉ ÀÁÓÏËÖÔÖÒÀÃ ÊÒÄÁÀÃÉÀ ÚÅÄËÀ x ∈ (−∞,+∞) ßÄÒÔÉ-
ËÆÄ ÃÀ ÈÀÍÀÁÒÀÃ ÊÒÄÁÀÃÉÀ F (x)-ÉÓÊÄÍ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒ ÓÄÂÌÄÍÔÆÄ
(−∞,+∞)-ÃÀÍ.

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÒÀÃÂÀÍ f ∈ L2[−π, π], ÀÌÉÔÏÌ ÌÉÓÉ ×ÖÒÉÄÓ an ÃÀ bn
ÊÏÄ×ÉÝÉÄÍÔÄÁÉ ÀÊÌÀÚÏ×ÉËÄÁÄÍ ÐÀÒÓÄÅÀËÉÓ ÔÏËÏÁÀÓ (Éá. ÈÀÅÉ 3,
§6, ÔÏËÏÁÀ (6))

1

π

π∫
−π

f2(x)dx =
a20
2

+
∞∑
n=1

(a2n + b2n), (8)

Ä.É.
∑∞
n=1(a

2
n + b2n) < +∞.

ÌÄÏÒÄ ÌáÒÉÅ, ÍÀßÉËÏÁÉÈÉ ÉÍÔÄÂÒÄÁÉÈ ÌÉÅÉÙÄÁÈ

An =
1

π

π∫
−π

F (x) cosnxdx =
1

π
F (x)

sinnx

n

∣∣∣π
−π

− 1

nπ

π∫
−π

F ′(x) sinnxdx =

= − 1

nπ

π∫
−n

f(x) sinnxdx = −bn
n

(n = 1, 2, . . . ).

ÀÍÀËÏÂÉÖÒÀÃ ÌÉÅÉÙÄÁÈ

Bn =
an
n

(n = 1, 2, . . . ).
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ÂÀÒÃÀ ÀÌÉÓÀ, A0 = 1
π

∫ π
−π F (x)dx ÓÀÓÒÖËÉÀ, ÒÀÃÂÀÍ F ×ÖÍØÝÉÀ

ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉÀ [−π, π]-ÆÄ. ÀÌÒÉÂÀÃ,

|A0|
2

+

∞∑
n=1

(|An|+ |Bn|) =
|A0|
2

+

∞∑
n=1

( |bn|
n

+
|an|
n

)
.

ÄÓ ÌßÊÒÉÅÉ ÊÉ ÊÒÄÁÀÃÉÀ, ÒÀÃÂÀÍÀÝ

|bn|
n

≤ 1

2

(
b2n +

1

n2

)
ÃÀ

|an|
n

≤ 1

2

(
a2n +

1

n2

)
,

áÏËÏ (8) ÃÀ
∑∞
n=1

1
n2 ÌßÊÒÉÅÄÁÉ ÊÒÄÁÀÃÉÀ.

ÌÀÛÀÓÀÃÀÌÄ,

|A0|
2

+
∞∑
n=1

(|An|+ |Bn|) < +∞. (9)

ÀÌÉÓ ÛÄÌÃÄÂ ÌÓãÄËÏÁÀ ÂÀÂÒÞÄËÃÄÁÀ ÉÓÄÅÄ, ÒÏÂÏÒÝ 1.1 ÈÄÏÒÄÌÉÓ
ÌÔÊÉÝÄÁÉÓÀÓ, ÃÀßÚÄÁÖËÉ (5) ÖÔÏËÏÁÉÃÀÍ. ÈÄÏÒÄÌÀ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖ-
ËÉÀ.

2 ÃÀÍÑÖÀ-ËÖÆÉÍÉÓ ÃÀ ÊÀÍÔÏÒ-ËÄÁÄÂÉÓ ÈÄÏÒÄÌÄÁÉ

ÆÏÂÀÃÉ ÔÒÉÂÏÍÏÌÄÔÒÉÖËÉ ÌßÊÒÉÅÄÁÉÓ ÛÄÓÀáÄÁ, ÀØ ÃÀÌÔÊÉÝÄ-
ÁÖËÉ ÉØÍÄÁÀ ÏÒÉ ÌÍÉÛÅÍÄËÏÅÀÍÉ ÈÄÏÒÄÌÀ.

1. ÐÉÒÅÄËÉ ÈÄÏÒÄÌÀ ÀÔÀÒÄÁÓ ÃÀÍÑÖÀÓ ÃÀ ËÖÆÉÍÉÓ ÓÀáÄËÄÁÓ,
ÒÏÌÄËÉÝ ÌÀÈ ÃÀÀÌÔÊÉÝÄÓ 1912 ßÄËÓ ÄÒÈÉÌÄÏÒÉÓÂÀÍ ÃÀÌÏÖÊÉÃÄ-
ÁËÀÃ. ÌÉÓÉ ×ÏÒÌÖËÉÒÄÁÉÓÀÓ ÂÀÌÏÅÉÚÄÍÄÁÈ ÔÏËÏÁÀÓ (Éá. ÈÀÅÉ
1, §4)

an cosnx+ bn sinnx = cne
inx + c−ne

−inx, n ≥ 1. (1)

ÈÄÏÒÄÌÀ 2.1 (ÃÀÍÑÖÀ, ËÖÆÉÍÉ [7]; ÂÅ. 173). ÃÀÃÄÁÉÈÉ ÆÏÌÉÓ ÓÉÌ-
ÒÀÅËÄÆÄ ÔÒÉÂÏÍÏÌÄÔÒÉÖËÉ ÌßÊÒÉÅÉÓ

a0
2

+
∞∑
n=1

(an cosnx+ bn sinnx) (2)

ÀÁÓÏËÖÔÖÒÀÃ ÊÒÄÁÀÃÏÁÉÓÈÅÉÓ ÀÍÖ, ÒÀÝ ÉÂÉÅÄÀ ÌßÊÒÉÅÉÓ

|a0|
2

+
∞∑
n=1

|an cosnx+ bn sinnx| ≡ |c0|+
∞∑
n=1

|cneinx + c−ne
−inx| (3)
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ÊÒÄÁÀÃÏÁÉÓÈÅÉÓ ÚÅÄËÀ x ßÄÒÔÉËÆÄ ÃÀÃÄÁÉÈÉ ÆÏÌÉÓ ÒÀÉÌÄ E ⊂
[0, 2π] ÓÉÌÒÀÅËÉÃÀÍ, |E| > 0, ÀÖÝÉËÄÁÄËÉ ÃÀ ÓÀÊÌÀÒÉÓÉÀ ÐÉÒÏÁÀ

|a0|
2

+

∞∑
n=1

(|an|+ |bn|) < +∞ (4)

ÀÍÖ, ÒÀÝ ÉÂÉÅÄÀ, ÐÉÒÏÁÀ2

+∞∑
n=−∞

|cn| < +∞. (6)

ÓÀÊÌÀÒÉÓÏÁÀ. ÈÖ ÛÄÓÒÖËÄÁÖËÉÀ (4) ÐÉÒÏÁÀ ÀÍ (5), ÌÀÛÉÍ

|a0|
2

+
∞∑
n=1

|an cosnx+ bn sinnx| ≤
|a0|
2

+
∞∑
n=1

(|an|+ |bn|) < +∞,

Ä.É. (2) ÌßÊÒÉÅÉ ÀÁÓÏËÖÔÖÒÀÃ ÊÒÄÁÀÃÉÀ ÚÅÄËÀ x ∈ (−∞,+∞)
ßÄÒÔÉËÆÄ, ÊÄÒÞÏÃ, ÃÀÃÄÁÉÈÉ ÆÏÌÉÓ E ÓÉÌÒÀÅËÄÆÄÝ.

ÀÖÝÉËÄÁËÏÁÀ. ÀÙÅÍÉÛÍÏÈ ρn =
√
a2n + b2n (n ≥ 1) ÃÀ ÛÄÌÏÅÉÙÏÈ

α0 = 0 ÃÀ a0
2 = ρ0. ÂÀÒÃÀ ÀÌÉÓÀ, ÀÒÓÄÁÏÁÓ ÉÓÄÈÉ αn ÌÖÃÌÉÅÄÁÉ,

ÒÏÌ an = ρn cosαn ÃÀ bn = ρn sinαn. ÀÌÉÔÏÌ (2) ÌßÊÒÉÅÉ ÌÉÉÙÄÁÓ
ÓÀáÄÓ

∞∑
n=0

ρn cos(nx− αn). (7)

(2) ÌßÊÒÉÅÉÓ ÀÍÖ, ÒÀÝ ÉÂÉÅÄÀ, (7) ÌßÊÒÉÅÉÓ ÀÁÓÏËÖÔÖÒÀÃ ÊÒÄ-
ÁÀÃÏÁÀ E ÓÉÌÒÀÅËÄÆÄ ÍÉÛÍÀÅÓ, ÒÏÌ

∞∑
n=0

ρn| cos(nx− αn)| < +∞ ÚÅÄËÀ x ∈ E − ÉÓÈÅÉÓ. (8)

ÄÂÏÒÏÅÉÓ ÈÄÏÒÄÌÉÓ ÈÀÍÀáÌÀÃ ([1], ÂÅ. 368) ÀÒÓÄÁÏÁÓ ÃÀÃÄ-
ÁÉÈÉ ÆÏÌÉÓ ÜÀÊÄÔÉËÉ ÓÉÌÒÀÅËÄ F ⊂ E, |F | > 0, ÒÏÌÄËÆÄÝ (8)
ÌßÊÒÉÅÉ ÈÀÍÀÁÒÀÃ ÊÒÄÁÀÃÉÀ ÃÀ ÌÉÓÉ ãÀÌÉ ÀÙÅÍÉÛÍÏÈ s(x)-ÉÈ.

2ÔÏËÏÁÄÁÉÃÀÍ (Éá. ÈÀÅÉ I, §4) c0 = 1
2
a0, cn = 1

2
(an− ibn), c−n = 1

2
(an+ ibn),

n ≥ 1, ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄÏÁÓ an = cn+c−n ÃÀ bn = i(cn−c−n). ÀØÄÃÀÍ |an| ≤ |cn|+|c−n|
ÃÀ |bn| ≤ |cn|+ |c−n|. ÀÌÀÓÈÀÍ ÄÒÈÀÃ,

|cn| ≤
1

2
(|an|+ |bn|), |c−n| ≤

1

2
(|an|+ |bn|),

|cn|+ |c−n| ≤ |an|+ |bn|. (5)



88 ÈÀÅÉ 4. ÊÒÄÁÀÃÏÁÉÓ ÓÀÊÉÈáÄÁÉ

ÒÀÃÂÀÍ F ÓÉÌÒÀÅËÄÆÄ ÈÀÍÀÁÒÀÃ ÊÒÄÁÀÃÉ (8) ÌßÊÒÉÅÉÓ ßÄÅ-
ÒÄÁÉ ρn| cos(nx − αn)| ÖßÚÅÄÔÉ ×ÖÍØÝÉÄÁÉÀ, ÀÌÉÔÏÌ s(x) ×ÖÍØÝÉÀ
ÖßÚÅÄÔÉÀ F ÓÉÌÒÀÅËÄÆÄ ([1], ÂÅ. 289).

F ÓÉÌÒÀÅËÄÆÄ (8) ÌßÊÒÉÅÉÓ ÈÀÍÀÁÒÀÃ ÊÒÄÁÀÃÏÁÉÓ ÂÀÌÏ, ÔÏ-
ËÏÁÉÓ

s(x) =
∞∑
n=0

ρn| cos(nx− αn)| (9)

ßÄÅÒÏÁÒÉÅÉ ÉÍÔÄÂÒÄÁÀ F -ÆÄ ÌÀÒÈËÆÏÌÉÄÒÉÀ, Ä.É.∫
F

s(x)dx =
∞∑
n=0

ρn

∫
F

| cos(nx− αn)|dx. (10)

ÌÀÂÒÀÌ (Éá. ÈÀÅÉ 3, §9, ÈÄÏÒÄÌÀ 9.3)∫
F

| cos(nx− αn)|dx ≥
∫
F

cos2(nx− αn)dx→ 1

2
|F |, ÒÏÝÀ n→ ∞.

ÀÌÉÔÏÌ ÀÒÓÄÁÏÁÓ ÉÓÄÈÉ N , ÒÏÌ∫
F

| cos(nx− αn)|dx >
1

4
|F |, ÒÏÝÀ n ≥ N. (11)

ÝáÀÃÉÀ, ÒÏÌ∫
F

s(x)dx ≥
∞∑
n=N

ρn

∫
F

| cos(nx− αn)|dx >
1

4
|F |

∞∑
n=N

ρn

ÀÍÖ
∞∑
n=N

ρn <
4

|F |

∫
F

s(x)dx,

Ä.É. ÌßÊÒÉÅÉ
∑∞
n=N ρn ÊÒÄÁÀÃÉÀ. ÀÌÉÔÏÌ

∑∞
n=0 ρn < +∞. ÌÀÂÒÀÌ∑∞

n=0 |an| ≤
∑∞
n=0 ρn < +∞ ÃÀ

∑∞
n=0 |bn| ≤

∑∞
n=1 ρn < +∞.

ÌÀÛÀÓÀÃÀÌÄ, ÀÃÂÉËÉ ÀØÅÓ (4) ÖÔÏËÏÁÀÓ, ÓÀÉÃÀÍÀÝ ÂÀÌÏÌÃÉ-
ÍÀÒÄÏÁÓ ÖÔÏËÏÁÀ (6)-ÉÝ (Éá. ÖÔÏËÏÁÀ (5)). ÈÄÏÒÄÌÀ ÃÀÌÔÊÉ-
ÝÄÁÖËÉÀ.

ÛÄÃÄÂÉ 2.2. ÈÖ (an) ÃÀ (bn) ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÄÁÉ (ÛÄÓÀÁÀÌÉÓÀÃ (cn) ÌÉ-
ÌÃÄÅÒÏÁÀ) ÀÒ ÀÊÌÀÚÏ×ÉËÄÁÄÍ (4) ÖÔÏËÏÁÀÓ (ÛÄÓÀÁÀÌÉÓÀÃ, (6)
ÖÔÏËÏÁÀÓ), ÌÀÛÉÍ (3) ÌßÊÒÉÅÉ ÂÀÍÛËÀÃÉÀ ÈÉÈØÌÉÓ ÚÅÄËÂÀÍ [0, 2π]
ÓÄÂÌÄÍÔÆÄ.



2. ÃÀÍÑÖÀ-ËÖÆÉÍÉÓ ÃÀ ÊÀÍÔÏÒ-ËÄÁÄÂÉÓ ÈÄÏÒÄÌÄÁÉ 89

ÀØ, ÖÍÃÀ ÀÙÉÍÉÛÍÏÓ

ÈÄÏÒÄÌÀ 2.3 (ËÖÆÉÍÉ, 1912 ß.). ÈÖ (3) ÌßÊÒÉÅÉ ÊÒÄÁÀÃÉÀ II ÊÀÔÄ-
ÂÏÒÉÉÓ ÓÉÌÒÀÅËÄÆÄ, ÈÖÍÃÀÝ ÉÓ ÉÚÏÓ ÍÖËÉ ÆÏÌÉÓ, ÌÀÛÉÍ ÀÃÂÉËÉ
ÀØÅÓ (4) ÃÀ (6) ÖÔÏËÏÁÄÁÓ ÃÀ, ÌÀÛÀÓÀÃÀÌÄ, (3) ÌßÊÒÉÅÉ ÊÒÄÁÀÃÉÀ
ÚÅÄËÂÀÍ [0, 2π] ÓÄÂÌÄÍÔÆÄ.

ÛÄÍÉÛÅÍÀ 2.4. ×ÀÔÖÌ 1906 ßÄËÓ ÃÀÀÌÔÊÉÝÀ, ÒÏÌ ÈÖ (3) ÌßÊÒÉÅÉ
ÊÒÄÁÀÃÉÀ ÒÀÉÌÄ (α, β) ⊂ [0, 2π] ÉÍÔÄÒÅÀËÉÓ ÚÏÅÄË x ßÄÒÔÉËÆÄ,
ÈÖÍÃÀÝ β−α ÓáÅÀÏÁÀ ÉÚÏÓ ÒÀÂÉÍÃ ÌÝÉÒÄ ÃÀÃÄÁÉÈÉ ÒÉÝáÅÉ, ÌÀÛÉÍ
ÀÃÂÉËÉ ÀØÅÓ (4) ÃÀ (6) ÖÔÏËÏÁÄÁÓ, Ä.É. (3) ÌßÊÒÉÅÉ ÊÒÄÁÀÃÉÀ
ÚÅÄËÂÀÍ [0, 2π]-ÆÄ.

ÛÄÍÉÛÅÍÀ 2.5. ÒÏÂÏÒÝ ÅáÄÃÀÅÈ, ÈÄÏÒÄÌÀ 1.1. ÜÀÌÏÚÀËÉÁÄÁÖËÉÀ
ÔÒÉÂÏÍÏÌÄÔÒÉÖËÉ ÌßÊÒÉÅÉÓ ÏÒÉÅÄ ×ÏÒÌÉÓÈÅÉÓ ÄÒÈÁÀÛÀÃ ÃÀ ÄÓ
ÒÄÀËÉÆÄÁÖËÉÀ ÉÌÉÓ ÓÀ×ÖÞÅÄËÆÄ, ÒÏÌ ÍÀÌÃÅÉËÉ ×ÏÒÌÉÓ ÔÒÉÂÏ-
ÍÏÌÄÔÒÉÖËÉ ÌßÊÒÉÅÉÓ ÊÒÄÁÀÃÏÁÀ ÄÊÅÉÅÀËÄÍÔÖÒÉÀ ÊÏÌÐËÄØÓÖÒÉ
×ÏÒÌÉÓ ÔÒÉÂÏÍÏÌÄÔÒÉÖËÉ ÌßÊÒÉÅÉÓ ÓÉÌÄÔÒÉÖËÉ ÀÍÖ, ÒÀÝ ÉÂÉ-
ÅÄÀ, ÌÈÀÅÀÒÉ ÌÍÉÛÅÍÄËÏÁÉÈ ÊÒÄÁÀÃÏÁÉÓ (Éá. ÈÀÅÉ 1, §4, ÔÏËÏÁÄÁÉ
(11)-(13)).

ÂÀÒÃÀ ÀÌÉÓÀ, ÂÀÍÉáÉËÄÁÀ ÊÏÌÐËÄØÓÖÒÉ ×ÏÒÌÉÓ ÔÒÉÂÏÍÏÌÄÔ-
ÒÉÖËÉ ÌßÊÒÉÅÉÓ ÊÒÄÁÀÃÏÁÀ ÊÏÛÉÓ ÀÆÒÉÈÀÝ (Éá. ÈÀÅÉ 1, §4, 4.1
ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÀ), ÒÀÝ ÍÉÛÍÀÅÓ ÏÒÌÀÂÉ ÆÙÅÒÉÓ ÀÒÓÄÁÏÁÀÓ3

lim
m→∞
n→∞

n∑
k=−m

cke
ikx ≡

+∞∑
k=−∞

cke
ikx. (12)

ÒÏÂÏÒÝ ÅÉÝÉÈ, (12) ÔÏËÏÁÉÓ ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉ ÓÀØÌÄ ÂÅÀØÅÓ ËÏÒÀ-
ÍÉÓ ÌßÊÒÉÅÈÀÍ ÃÀ (Éá. ÉØÅÄ, ÛÄÍÉÛÅÍÀ 4.7)

+∞∑
n=−∞

cne
inx =

+∞∑
n=0

cne
inx +

−∞∑
n=−1

cne
inx.

ÀÌÉÔÏÌ ÌßÊÒÉÅÉÓ
+∞∑

n=−∞
cne

inx (13)

3(12) ÔÏËÏÁÉÓ ÌÀÒãÅÄÍÀ ÌáÀÒÄÛÉ ÀÒ ßÄÒÉÀ (PV ), ÒÏÂÏÒÝ ÄÓÀÀ (13) ÔÏËÏÁÀÛÉ
ÉØÅÄ.
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ÒÏÌÄËÉÌÄ x0 ßÄÒÔÉËÆÄ ÀÁÓÏËÖÔÖÒÀÃ ÊÒÄÁÀÃÏÁÀ ÀÍÖ∑+∞
n=−∞ |cneinx0 | < +∞ ÉßÅÄÅÓ ÖÔÏËÏÁÀÓ

∑+∞
n=−∞ |cn| < +∞, ÒÀ-

ÃÂÀÍÀÝ |einx| = 1 ÚÏÅÄËÉ x-ÉÓÈÅÉÓ ÃÀ ÚÏÅÄËÉ n-ÉÓÈÅÉÓ.
ÌÀÛÀÓÀÃÀÌÄ, (13) ÌßÊÒÉÅÉÓ ÀÁÓÏËÖÔÖÒÀÃ ÊÒÄÁÀÃÏÁÀ ÈÖÍÃÀÝ

ÄÒÈ ÒÏÌÄËÉÌÄ ßÄÒÔÉËÆÄ ÉßÅÄÅÓ ÉÂÉÅÄ (13) ÌßÊÒÉÅÉÓ ÀÁÓÏËÖ-
ÔÖÒÀÃ ÊÒÄÁÀÃÏÁÀÓ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ x ∈ [0, 2π] ßÄÒÔÉËÆÄ!

ÖÊÀÍÀÓÊÍÄË ×ÀØÔÓ ÀÃÂÉËÉ ÀÒ ÀØÅÓ, ÓÀÆÏÂÀÃÏÃ, ÍÀÌÃÅÉËÉ
×ÏÒÌÉÓ ÔÒÉÂÏÍÏÌÄÔÒÉÖËÉ ÌßÊÒÉÅÉÓÈÅÉÓ. ÌÀÒÈËÀÝ,

∞∑
n=1

sin(n!x) (14)

ÌßÊÒÉÅÉ ÀÁÓÏËÖÔÖÒÀÃ ÊÒÄÁÀÃÉÀ ÍÖËÉÓÊÄÍ ÚÅÄËÀ x ßÄÒÔÉËÆÄ,
ÒÏÌÄËÉÝ ãÄÒÀÃÉÀ π-Ó ÒÀÝÉÏÍÀËÖÒÉ ÊÏÄ×ÉÝÉÄÍÔÉÈ. ÀÌÀÅÄ ÃÒÏÓ,∑∞
n=1 1 = +∞. ÀÌÒÉÂÀÃ, ÀÒÓÄÁÉÈÉ ÂÀÍÓáÅÀÅÄÁÀÀ

∑+∞
n=−∞ cne

inx ÃÀ

(PV )
∑+∞
n=−∞ cne

inx ÌßÊÒÉÅÄÁÓ ÛÏÒÉÓ.
2. ÀØ ÂÀÍÅÉáÉËÀÅÈ ÔÒÉÂÏÍÏÌÄÔÒÉÖËÉ ÌßÊÒÉÅÉÓ ÊÏÄ×ÉÝÉÄÍ-

ÔÄÁÉÓ ÍÖËÉÓÊÄÍ ÓßÒÀ×ÅÉÓ ÈÅÉÓÄÁÀÓ, ÒÏÝÀ ÄÓ ÌßÊÒÉÅÉ ÊÒÄÁÀÃÉÀ
(ÀÒÀÀÁÓÏËÖÔÖÒÀÃ) ÃÀÃÄÁÉÈÉ ÆÏÌÉÓ ÒÀÉÌÄ ÓÉÌÒÀÅËÄÆÄ. ÈÖ ÒÀ-
ÌÃÄÍÀÃ ÌÍÉÛÅÍÄËÏÅÀÍÉÀ ÃÀÃÄÁÉÈÉ ÆÏÌÉÓ ÓÉÌÒÀÅËÄÆÄ ÊÒÄÁÀÃÏÁÀ,
ÊÀÒÂÀÃ ÜÀÍÓ (14) ÌßÊÒÉÅÉÓ ÌÀÂÀËÉÈÆÄ.

ÀÌ ÌÉÌÀÒÈÖËÄÁÉÈ ÂÀÃÌÏÝÄÌÖË ÉØÍÄÁÀ ÈÄÏÒÄÌÀ, ÒÏÌÄËÉÝ 1870
ßÄËÓ ÃÀÀÌÔÊÉÝÀ Â. ÊÀÍÔÏÒÌÀ ÉÍÔÄÒÅÀËÉÓ ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉ, áÏËÏ
ËÄÁÄÂÌÀ 1906 ßÄËÓ ÃÀÃÄÁÉÈÉ ÆÏÌÉÓ ÓÉÌÒÀÅËÉÓÈÅÉÓ.

ÈÄÏÒÄÌÀ 2.6 (ÊÀÍÔÏÒÉ, ËÄÁÄÂÉ). ÈÖ ÔÒÉÂÏÍÏÌÄÔÒÉÖËÉ

a0
2

+
∞∑
n=1

(an cosnx+ bn sinnx) ≡ c0 +
∞∑
n=1

(cne
inx + c−ne

−inx) (15)

ÌßÊÒÉÅÉÓÈÅÉÓ ÔÏËÏÁÀ

lim
n→∞

(an cosnx+ bn sinnx) = 0 (16)

ÀÍÖ, ÒÀÝ ÉÂÉÅÄÀ, ÔÏËÏÁÀ

lim
n→∞

(cne
inx + c−ne

−inx) = 0 (16)

ÛÄÓÒÖËÄÁÖËÉÀ ÚÏÅÄË x ßÄÒÔÉËÆÄ ÃÀÃÄÁÉÈÉ ÆÏÌÉÓ ÒÀÉÌÄ E ⊂
[0, 2π] ÓÉÌÒÀÅËÉÃÀÍ, ÊÄÒÞÏÃ, ÈÖ (15) ÌßÊÒÉÅÉ ÊÒÄÁÀÃÉÀ E ÓÉÌÒÀ-
ÅËÄÆÄ, ÌÀÛÉÍ

lim
|n|→∞

cn = 0 (17)
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ÀÍÖ, ÒÀÝ ÉÂÉÅÄÀ,

lim
n→∞

an = 0 ÃÀ lim
n→∞

bn = 0. (17)

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÈÖ ÅÉÓÀÒÂÄÁËÄÁÈ ÃÀÍÑÖÀ-ËÖÆÉÍÉÓ ÈÄÏÒÄÌÉÓ ÃÀÌÔ-
ÊÉÝÄÁÉÓÀÓ ÂÀÌÏÚÄÍÄÁÖËÉ ÀÙÍÉÛÅÍÄÁÉÈ, ÌÀÛÉÍ ÀÌ ÈÄÏÒÄÌÉÓ ÌÏÝÄ-
ÌÖËÏÁÀ ÍÉÛÍÀÅÓ ÔÏËÏÁÉÓ limn→∞ ρn cos(nx − αn) = 0 ÀÍÖ, ÒÀÝ
ÉÂÉÅÄÀ, ÔÏËÏÁÉÓ

lim
n→∞

ρn| cos(nx− αn)| = 0 (18)

ÛÄÓÒÖËÄÁÀÓ ÚÏÅÄË ßÄÒÔÉËÆÄ x ∈ E.
ÄÂÏÒÏÅÉÓ ÈÄÏÒÄÌÉÈ, ÀÒÓÄÁÏÁÓ ÜÀÊÄÔÉËÉ ÓÉÌÒÀÅËÄ F ⊂ E,

|F | > 0, ÒÏÌÄËÆÄÝ ρn| cos(nx− αn)| → 0 ÈÀÍÀÁÒÀÃ, ÒÏÝÀ n → ∞.
ÀÌÉÔÏÌ ρn

∫
F
| cos(nx− αn)|dx→ 0, ÒÏÝÀ n→ ∞.

ÌÀÂÒÀÌ (11) ÖÔÏËÏÁÉÓ ÞÀËÉÈ∫
F

| cos(nx− αn)|dx >
1

4
|F |, ÒÏÝÀ n ≥ N. (19)

ÀÌÉÔÏÌ ÀÖÝÉËÄÁËÀÃ ρn → 0, ÒÏÝÀ n → ∞. ÌÄÏÒÄ ÌáÒÉÅ,
|an| ≤ ρn, |bn| ≤ ρn ÃÀ |c±n| ≤ 1

2 (|an| + |bn|). ÌÀÛÀÓÀÃÀÌÄ, ÀÃÂÉËÉ
ÀØÅÓ (17) ÔÏËÏÁÄÁÓ. ÈÄÏÒÄÌÀ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉÀ.

ÛÄÃÄÂÉ 2.7. ÈÖ (cn)
+∞
n=−∞ ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÀ ÀÒ ÉÊÒÉÁÄÁÀ ÍÖËÉÓÊÄÍ, ÒÏÝÀ

|n| → +∞ ÀÍÖ, ÒÀÝ ÉÂÉÅÄÀ, (an)∞n=1 ÃÀ (bn)
∞
n=1 ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÄÁÉÃÀÍ

ÄÒÈÉ ÌÀÉÍÝ ÀÒ ÉÊÒÉÁÄÁÀ ÍÖËÉÓÊÄÍ, ÒÏÝÀ n → ∞, ÌÀÛÉÍ (15)
ÌßÊÒÉÅÉ ÂÀÍÛËÀÃÉÀ ÈÉÈØÌÉÓ ÚÅÄËÂÀÍ [0, 2π]-ÆÄ.

ÛÄÍÉÛÅÍÀ 2.8 (×ÀÔÖÓ ÊÉÈáÅÀ ÃÀ ËÖÆÉÍÉÓ ÐÀÓÖáÉ). ÁÖÍÄÁÒÉÅÉÀ
ÊÉÈáÅÀ, ÒÏÌÄËÉÝ 1906 ßËÉÓ ÛÒÏÌÀÛÉ ÃÀÓÅÀ ×ÀÔÖÌ: ÛÄÉÞËÄÁÀ
ÈÖ ÀÒÀ ÊÀÍÔÏÒ-ËÄÁÄÂÉÓ 1.6 ÈÄÏÒÄÌÉÓ ÛÄÁÒÖÍÄÁÀ?

ÀÌ ÊÉÈáÅÀÆÄ ËÖÆÉÍÌÀ 1912 ßÄËÓ ÂÀÓÝÀ ÖÀÒÚÏ×ÉÈÉ ÐÀÓÖáÉ:
ÀÒÓÄÁÏÁÓ [0, 2π] ÓÄÂÌÄÍÔÉÓ ÚÏÅÄË ßÄÒÔÉËÆÄ ÂÀÍÛËÀÃÉ ÔÒÉÂÏÍÏ-
ÌÄÔÒÉÖËÉ ÌßÊÒÉÅÉ, ÒÏÌËÉÓ ÊÏÄ×ÉÝÉÄÍÔÄÁÉ ÊÒÄÁÀÃÉÀ ÍÖËÉÓÊÄÍ
([16], ÂÅ. 195, 455).

ÓÀÉÍÔÄÒÄÓÏÀ ÀÂÒÄÈÅÄ ÉÀÍÂÉÓ ÛÄÌÃÄÂÉ

ÈÄÏÒÄÌÀ 2.9 (ÉÀÍÂÉ, [46]; [16], ÂÅ. 189). ÈÖ (15) ÌßÊÒÉÅÉ ÊÒÄÁÀÃÉÀ
ÌÄÏÒÄ ÊÀÔÄÂÏÒÉÉÓ ÒÀÉÌÄ E ⊂ [0, 2π] ÓÉÌÒÀÅËÄÆÄ, ÈÖÍÃÀÝ E ÉÚÏÓ
ÍÖËÉ ÆÏÌÉÓ, ÌÀÛÉÍ ÀÃÂÉËÉ ÀØÅÓ (17) ÔÏËÏÁÄÁÓ.
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ÛÄÍÉÛÅÍÀ 2.10. ÝÍÏÁÉËÉÀ, ÒÏÌ ÌßÊÒÉÅÉ

∞∑
n=1

sin2n x (20)

ÊÒÄÁÀÃÉÀ [0, 2π]-ÆÄ ÚÅÄËÂÀÍ ÌÊÅÒÉÅ ÓÉÌÒÀÅËÄÆÄ, ÈÖÌÝÀ ÌÉÓÉ ÊÏ-
Ä×ÉÝÉÄÍÔÄÁÉ ÀÒ ÉÓßÒÀ×ÅÉÀÍ ÍÖËÉÓÊÄÍ ([16], ÂÅ. 453-454).

ÛÄÍÉÛÅÍÀ 2.11. ÃÀÍÑÖÀ-ËÖÆÉÍÉÓ 2.1 ÈÄÏÒÄÌÀÓÈÀÍ ÃÀÊÀÅÛÉÒÄÁÉÈ
ÓÀÉÍÔÄÒÄÓÏÀ ÐÒÉÅÀËÏÅÉÓ ÛÄÌÃÄÂÉ ÈÄÏÒÄÌÀ. ×ÖÍØÝÉÀÈÀ ÄÒÈÏ-
ÁËÉÅ ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉ ÏÒÈÏÂÏÍÖËÉ {ωn(x)} ÓÉÓÔÄÌÉÓ ÌÉÌÀÒÈ∑
cnωn(x) ÌßÊÒÉÅÉÓ ÈÉÈØÌÉÓ ÚÅÄËÂÀÍ ÀÁÓÏËÖÔÖÒÀÃ ÊÒÄÁÀÃÏÁÀ

ÉßÅÄÅÓ
∑

|cn| ÌßÊÒÉÅÉÓ ÊÒÄÁÀÃÏÁÀÓ. ÈÖÊÉ {ωn(x)} ÓÉÓÔÄÌÀ ÀÒ
ÉØÍÄÁÀ ÄÒÈÏÁËÉÅ ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉ, ÌÀÛÉÍ ÛÄÉÞËÄÁÀ ÀÃÂÉËÉ ÀÒ
äØÏÍÃÄÓ cn ÊÏÄ×ÉÝÉÄÍÔÄÁÉÓ ÍÖËÉÓÊÄÍ ÊÒÄÁÀÃÏÁÉÓ ÈÅÉÓÄÁÀÓÀÝ ÊÉ
([24]; [19], ÂÅ. 396; [6], ÂÅ. 332).

3 ÃÉÒÉäËÄÓ ÂÖËÉ ÃÀ ÛÄÖÙËÄÁÖËÉ ÂÖËÉ

ÔÒÉÂÏÍÏÌÄÔÒÉÖËÉ ÌßÊÒÉÅÄÁÉÓ ÊÒÄÁÀÃÏÁÉÓ ÓÀÊÉÈáÄÁÛÉ ÌÍÉÛÅ-
ÍÄËÏÅÀÍ ÒÏËÓ ÀÓÒÖËÄÁÄÍ ÃÉÒÉäËÄÓ ÂÖËÉ-ËÖßÉ ×ÖÍØÝÉÀ

Dn(x) =
1

2
+ cosx+ cos 2x+ · · ·+ cosnx (1)

ÃÀ ÃÉÒÉäËÄÓ ÛÄÖÙËÄÁÖËÉ ÂÖËÉ-ÊÄÍÔÉ ×ÖÍØÝÉÀ

D̃n(x) = sinx+ sin 2x+ · · ·+ sinnx. (2)

ÀÌ ÔÏËÏÁÄÁÉÃÀÍ ÖÛÖÀËÏÃ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄÏÁÓ (Éá. ÈÀÅÉ 1, §3,
ÔÏËÏÁÄÁÉ (3)), ÒÏÌ

π∫
−π

Dn(x)dx = π, (3)

π∫
−π

D̃n(x)dx = 0. (4)
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ÃÀÌÏÊÉÃÄÁÖËÄÁÉÃÀÍ

2 sin
x

2
Dn(x) = sin

x

2
+

n∑
k=1

2 sin
x

2
cos kx = sin

x

2
+

+
n∑
k=1

[
sin

(
k +

1

2

)
x− sin

(
k − 1

2

)
x
]
= sin

x

2
+
[
sin

3

2
x− sin 1

2
x
]
+

+
[
sin

5

2
x− sin 3

2
x
]
+· · ·+

[
sin

(
n+

1

2

)
x− sin

(
n− 1

2
x
)]

=sin
(
n+

1

2

)
x

ÊÉ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄÏÁÓ ÔÏËÏÁÀ

Dn(x) =
sin(n+ 1

2 )x

2 sin x2
, x ̸= 2kπ. (5)

ÀÍÀËÏÂÉÖÒÀÃ,

2 sin
x

2
D̃n(x) = 2 sinx sin

x

2
+ 2 sin 2x sin

x

2
+ · · ·+ 2 sinnx sin

x

2
=

=
[
cos

(
x− x

2

)
− cos

(
x+

x

2

)]
+
[
cos

(
2x− x

2

)
−cos

(
2x+

x

2

)]
+· · ·+

+
[
cos

(
nx− x

2

)
− cos

(
nx+

x

2

)]
= cos

(
x− x

2

)
− cos

(
nx+

x

2

)
=

= cos
x

2
− cos

(
n+

1

2

)
x.

ÀØÄÃÀÍ

D̃n(x) =
cos x2 − cos(n+ 1

2x)

2 sin x2
, x ̸= 2kπ. (6)

(3), (4) ÃÀ (5), (6) ÔÏËÏÁÄÁÉÃÀÍ ÅÙÄÁÖËÏÁÈ

π∫
−π

sin(n+ 1
2 )x

sin x2
dx = 2π, (7)

π∫
−π

cos x2 − cos(n+ 1
2 )x

sin x2
dx = 0. (8)

(5) ÃÀ (6) ÔÏËÏÁÄÁÉÃÀÍ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄÏÁÓ

|Dn(x)| ≤
1

2| sin x2 |
, ÒÏÝÀ x ≠ 2kπ, (9)

|D̃n(x)| ≤
1

| sin x2 |
, ÒÏÝÀ x ̸= 2kπ. (10)



94 ÈÀÅÉ 4. ÊÒÄÁÀÃÏÁÉÓ ÓÀÊÉÈáÄÁÉ

ÒÀÃÂÀÍ
sinx

x
×ÖÍØÝÉÀ ÊËÄÁÀÃÉÀ (0, π/2) ÉÍÔÄÒÅÀËÆÄ4, ÀÌÉÔÏÌ

sinx

x
>
sinπ/2

π/2
=

1

π/2
=

2

π
. ÌÀÛÀÓÀÃÀÌÄ,

sinx

x
>

2

π
, ÒÏÝÀ 0 < x <

π

2
. (11)

ÀØÄÃÀÍ
sinx/2

x/2
>

2

π
, ÒÏÝÀ 0 < x < π. ÀÌÂÅÀÒÀÃ,

sin
x

2
>
x

π
, ÒÏÝÀ 0 < x < π. (12)

(12) ÖÔÏËÏÁÉÓ ÂÀÌÏÚÄÍÄÁÀ (9) ÃÀ (10) ÖÔÏËÏÁÄÁÉÓ ÌÉÌÀÒÈ ÂÅÀ-
ÞËÄÅÓ5

|Dn(x)| <
π

2|x|
, ÒÏÝÀ 0 < |x| < π, (13)

|D̃n(x)| <
π

|x|
, ÒÏÝÀ 0 < |x| < π, (14)

(13) ÃÀ (14) ÛÄ×ÀÓÄÁÄÁÓ ÆÏÂãÄÒ ßÄÒÄÍ ÀÓÄ:

Dn(x) = O
( 1

x

)
ÃÀ D̃n(x) = O

( 1

x

)
, ÒÏÝÀ x→ 0. (15)

(13) ÃÀ (14) ÖÔÏËÏÁÄÁÉÃÀÍ ÌÉÉÙÄÁÀ

|Dn(x)| <
π

2δ
ÃÀ |D̃n(x)| <

π

δ
, ÒÏÝÀ δ ≤ |x| < π ÃÀ 0 < δ < π.

(16)

4×ÖÍØÝÉÀ φ(x) = sin x
x

ÊËÄÁÀÃÉÀ ÉÍÔÄÒÅÀËÆÄ (0, π
2
). ÌÀÒÈËÀÝ, ÌÉÓÉ ßÀÒÌÏÄÁÖ-

ËÉ φ′(x) = x cos x−sin x
x2

=
cos x(x−tg x)

x2
< 0, ÒÀÃÂÀÍÀÝ (0, π

2
) ÉÍÔÄÒÅÀËÆÄ x−tgx < 0

(ÅÉÍÀÉÃÀÍ sin x < x < tgx) ÃÀ cosx > 0.
5ÈÖ −π < x < 0, ÌÀÛÉÍ 0 < −x < π ÃÀ (12)-ÉÓ ÞÀËÉÈ sin −x

2
> −x

π
, ÀÍÖ

− sin x
2
>

|x|
π
. ÀØÄÃÀÍ | sin x

2
| > |x|

π
, ÒÀÃÂÀÍ sin x

2
< 0, ÒÏÝÀ −π < x < 0. ÌÀÛÀÓÀÃÀÌÄ,

| sin
x

2
| >

|x|
π
, ÒÏÝÀ − π < x < 0. (12′)

(12) ÃÀ (12′) ÖÔÏËÏÁÄÁÉÃÀÍ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄÏÁÓ | sin x
2
| > |x|

π
, ÒÏÝÀ x ∈ (−π, 0) ∪

(0, π) ÀÍÖ

| sin
x

2
| >

|x|
π
, ÒÏÝÀ 0 < |x| < π. (12′′)
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Dn(x) ÃÀ D̃n(x) ×ÖÍØÝÉÄÁÉÓ 2π ÐÄÒÉÏÃÖËÏÁÉÓ ÂÀÌÏ, (16)
ÖÔÏËÏÁÄÁÓ ÀÃÂÉËÉ ÀØÅÓ, ÒÏÝÀ δ ≤ x ≤ 2π − δ.

ÛÄÅÍÉÛÍÏÈ, ÒÏÌ (11) ÃÀ (12) ÖÔÏËÏÁÀÍÉ ÝÍÏÁÉËÉÀ ÑÏÒÃÀÍÉÓ
ÖÔÏËÏÁÄÁÉÓ ÓÀáÄËßÏÃÄÁÉÈ.

4 ×ÖÒÉÄÓ ÌßÊÒÉÅÉÓ ÃÀ ÛÄÖÙËÄÁÖËÉ ÌßÊÒÉÅÉÓ ÊÄÒÞÏ
ãÀÌÄÁÉÓ ÉÍÔÄÂÒÀËÖÒÉ ßÀÒÌÏÃÂÄÍÄÁÉ

×ÖÒÉÄÓ ÌßÊÒÉÅÉÓ ÊÒÄÁÀÃÏÁÉÓ ÂÀÓÀÒÊÅÄÅÀÃ ÞÀËÉÀÍ ÌÏáÄÒ-
áÄÁÖËÉÀ ÀÌ ÌßÊÒÉÅÉÓ ÊÄÒÞÏ ãÀÌÉÓ ÉÍÔÄÂÒÀËÖÒÉ ßÀÒÌÏÃÂÄÍÀ,
ÒÏÌÄËÉÝ ÃÉÒÉäËÄÌ ÃÀÀÃÂÉÍÀ 1929 ßÄËÓ.

1. ÅÈØÅÀÈ, f 2π ÐÄÒÉÏÃÖËÉ ÃÀ ÐÄÒÉÏÃÆÄ ãÀÌÄÁÀÃÉ ×ÖÍØÝÉÀÀ.
ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ f-ÉÓ ÛÄÓÀÁÀÌÉÓÉ ×ÖÒÉÄÓ ÌßÊÒÉÅÉ

S[f ] =
a0
2

+
∞∑
n=1

(an cosnx+ bn sinnx). (1)

ÀØ ÔÏËÏÁÉÓ ÍÉÛÀÍÉ ''='' ÍÉÛÍÀÅÓ ÌáÏËÏÃ ÉÌÀÓ, ÒÏÌ S[f ]-ÉÈ ÀÙ-
ÍÉÛÍÖËÉÀ (1) ÃÀÌÏÊÉÃÄÁÖËÄÁÉÓ ÌÀÒãÅÄÍÀ ÌáÀÒÄ, ÒÏÌÄËÛÉÝ a0,
an ÃÀ bn (n ≥ 1) ÒÉÝáÅÄÁÉ ßÀÒÌÏÀÃÂÄÍÄÍ f ×ÖÍØÝÉÉÓ ×ÖÒÉÄÓ
ÊÏÄ×ÉÝÉÄÍÔÄÁÓ ÀÍÖ (Éá. ÈÀÅÉ 2, §2)

a0=
1
π

π∫
−π

f(x)dx,

an=
1
π

π∫
−π
f(x) cosnxdx, bn=

1
π

π∫
−π
f(x) sinnxdx (n=1, 2, . . . ).

 (2)

(1) ÃÀÌÏÊÉÃÄÁÖËÄÁÉÓ ÌÀÒãÅÄÍÀ ÌáÀÒÄÛÉ ÌÃÂÏÌÉ ÌßÊÒÉÅÉÓ n-ÒÉ
ÊÄÒÞÏ ãÀÌÉÓ ÌÍÉÛÅÍÄËÏÁÀÓ x ßÄÒÔÉËÆÄ ÀÙÅÍÉÛÍÀÅÈ ÓÉÌÁÏËÏÈÉ
Sn(f ;x) ÀÍÖ

Sn(f ;x) =
a0
2

+
n∑
k=1

(ak cos kx+ bk sin kx). (3)

ÀÌ ÔÏËÏÁÀÛÉ, (2) ÊÏÄ×ÉÝÉÄÍÔÄÁÉÓ ÜÀÓÌÉÈ ÌÉÅÉÙÄÁÈ

Sn(f ;x) =
1

2π

π∫
−π

f(t)dt+

+
n∑
k=1

[(
1

π

π∫
−π

f(t) cos ktdt

)
cos kx+

(
1

π

π∫
−π

f(t) sin ktdt

)
sin kx

]
.
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ÀØ ÌÀÒãÅÄÍÀ ÌáÀÒÄÛÉ ÂÅÀØÅÓ ÛÄÓÀÊÒÄÁÈÀ ÓÀÓÒÖËÉ ÒÀÏÃÄÍÏÁÀ,
ÀÌÉÔÏÌ ÉÍÔÄÂÒÄÁÉÓÀ ÃÀ ÛÄÊÒÄÁÉÓ ÏÐÄÒÀÝÉÄÁÓ ÛÄÉÞËÄÁÀ ÛÄÅÖÝ-
ÅÀËÏÈ ÀÃÂÉËÄÁÉ. ÌÉÅÉÙÄÁÈ

Sn(f ;x) =
1

π

π∫
−π

f(t)

[
1

2
+

n∑
k=1

(cos kt cos kx+ sin kt sin kx)

]
dt =

=
1

π

π∫
−π

f(t)

[
1

2
+

n∑
k=1

cos k(t− x)

]
dt =

1

π

π∫
−π

f(t)Dn(t− x)dt,

ÓÀÃÀÝ ËÖßÉ ×ÖÍØÝÉÀ Dn(u) ÀÍÖ ÃÉÒÉäËÄÓ ÂÖËÉ (Éá.§3) ÌÏÝÄ-
ÌÖËÉÀ ÔÏËÏÁÄÁÉÈ

Dn(u) =
sin

(
n+ 1

2

)
u

2 sin u2
, ÒÏÝÀ u ̸= 2kπ (4)

ÃÀ

Dn(2kπ) = n+
1

2
, k = 0,±1,±2, . . . . (5)

ÀÌÒÉÂÀÃ,

Sn(f ;x) =
1

π

π∫
−π

f(t)Dn(t− x)dt. (6)

ÈÖ ÌÏÅÀáÃÄÍÈ t ÝÅËÀÃÉÓ ÂÀÒÃÀØÌÍÀÓ y = t− x, ÌÉÅÉÙÄÁÈ

Sn(f ;x) =
1

π

π−x∫
−π−x

f(x+ y)Dn(y)dy. (7)

ÒÀÃÂÀÍ f ÃÀ Dn 2π ÐÄÒÉÏÃÖËÉ ×ÖÍØÝÉÄÁÉÀ, ÀÌÉÔÏÌ (7) ÛÄ-
ÉÞËÄÁÀ ÀÓÄ ÜÀÉßÄÒÏÓ (Éá. ÈÀÅÉ 1, §3, (8) ÔÏËÏÁÀ)

Sn(f ;x) =
1

π

π∫
−π

f(x+ y)Dn(y)dy (8)

ÀÍÖ

Sn(f ;x) =
1

π

π∫
−π

f(x+ y)
sin(n+ 1

2 )y

2 sin y2
dy − ÃÉÒÉäËÄÓ ÉÍÔÄÂÒÀËÉ. (9)
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ÀØÅÄ ÀÙÅÍÉÛÍÏÈ, ÒÏÌ Dn(x)-ÉÓ ÂÀÌÏÓÀáÖËÄÁÉÃÀÍ (Éá. §3, ÔÏ-
ËÏÁÀ (1)) ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄÏÁÓ

|Dn(y)| ≤ n+
1

2
, −∞ < y < +∞, (10)

ÃÀ

Dn(2kπ) = n+
1

2
, k = 0,±1;±2, . . . . (11)

(10) ÛÄ×ÀÓÄÁÉÓ ÞÀËÉÈ, (8)-ÃÀÍ ÅÙÄÁÖËÏÁÈ

|Sn(f ;x)| ≤ (n+
1

2
)
1

π

π∫
−π

|f(t)|dt, −∞ < x < +∞. (12)

2. ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ f ×ÖÍØÝÉÉÓ ×ÖÒÉÄÓ (1) ÌßÊÒÉÅÉÓÀÃÌÉ

a0
2

+

∞∑
n=1

(an cosnx+ bn sinnx) (13)

ÛÄÖÙËÄÁÖËÉ ÔÒÉÂÏÍÏÌÄÔÒÉÖËÉ (Éá. ÈÀÅÉ 1, §5, ÌßÊÒÉÅÉ (9))

∞∑
n=1

(−bn cosnx+ an sinnx) (14)

ÌßÊÒÉÅÉÓ n-ÒÉ ÊÄÒÞÏ S̃n(f ;x) ãÀÌÉ

S̃n(f ;x) =
n∑
k=1

(−bk cos kx+ ak sin kx). (15)

ÈÖ (15)-ÉÓ ÌÀÒãÅÄÍÀ ÌáÀÒÄÛÉ ÜÀÅÓÅÀÌÈ ak ÃÀ bk ÊÏÄ×ÉÝÉÄÍ-
ÔÄÁÉÓ (2) ÂÀÌÏÓÀáÅÀÓ, ÒÏÝÀ k = 1, 2, . . . ÌÉÅÉÙÄÁÈ

S̃n(f ;x) = − 1

π

π∫
−π

f(t)D̃n(t− x)dt, (16)

ÓÀÃÀÝ ÊÄÍÔÉ D̃n(u) ×ÖÍØÝÉÉÓÈÅÉÓ ÂÅÀØÅÓ (Éá. ÔÏËÏÁÀ (2) §3-ÃÀÍ)

D̃n(u) =
n∑
k=1

sin ku. (17)
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ÒÏÂÏÒÝ ÅÍÀáÄÈ (Éá. §3, ÔÏËÏÁÀ (6))

D̃n(u) =
cos u2 − cos(n+ 1

2 )u

2 sin u2
, ÒÏÝÀ u ̸= 2kπ (k = 0,±1, . . . ) (18)

ÃÀ

D̃(mπ) = 0, m = 0,±1,±2, . . . . (19)

ÀÌÉÔÏÌ

S̃n(f ;x) = − 1

π

π∫
−π

f(t)
cos t−x2 − cos

(
n+ 1

2

)
(t− x)

2 sin t−x2
dt (20)

ÀÍÖ

S̃n(f ;x) = − 1

π

π∫
−π

f(x+ u)
cos u2 − cos

(
n+ 1

2

)
u

2 sin u2
du. (21)

5 ×ÖÒÉÄÓ ÌßÊÒÉÅÉÓ ÊÄÒÞÏ ãÀÌÄÁÉÓ ÂÀÌÀÒÔÉÅÄÁÖËÉ
×ÏÒÌÀ

1. ÂÅÀØÅÓ ÃÀÌÏÊÉÃÄÁÖËÄÁÀÍÉ

sin(n+ 1
2 )u

2 sin 1
2u

=
sinnu cos 1

2u+ cosnu sin 1
2u

2 sin 1
2u

=
sinnu cos 1

2u

2 sin 1
2u

+

+
1

2
cosnu =

sinnu

2 tg 1
2u

+
1

2
cosnu. (1)

ÀáËÀ [−π, π] ÓÄÂÌÄÍÔÆÄ ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ ×ÖÍØÝÉÀ

g(u) =


− 1
π , ÒÏÝÀ u = π,

1
π , ÒÏÝÀ u = −π,
0, ÒÏÝÀ u = 0,

1
2 tg 1

2u
− 1

u , ÒÏÝÀ − π < u < π.

(2)

ÒÏÝÀ −π < u < π, ÌÀÛÉÍ ×ÖÍØÝÉÀ g(u) =
cos 1

2u

2 sin 1
2u

− 1
u ÃÀ ÅÉÐÏÅÏÈ:
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(1) g(u)-Ó ÆÙÅÀÒÉ u = 0 ßÄÒÔÉËÆÄ. ÂÅÀØÅÓ

lim
u→0

g(u) = lim
u→0

( cos 1
2u

2 sin 1
2u

− 1

u

)
=

lim
u→0

(cos 1
2u

2 · 1
2u

− 1

u

)
= lim
u→0

(cos 1
2u

u
− 1

u

)
= − lim

u→0

1− cos 1
2u

u
=

= − lim
u→0

2 sin2 1
4u

u
= − lim

u→0

2 · 1
16u

2

u
= − lim

u→0

1

8
u = 0 = g(0).

ÀÌÒÉÂÀÃ, g(u) ×ÖÍØÝÉÀ ÖßÚÅÄÔÉÀ u = 0 ßÄÒÔÉËÆÄ.
(2) g(u)-Ó ÌÀÒÝáÄÍÀ ÆÙÅÀÒÉ u = π ßÄÒÔÉËÆÄ. ÂÅÀØÅÓ

limu→π−

(
cos 1

2u

2 sin 1
2u

− 1
u

)
= 0

2·1 − 1
π = − 1

π = g(π). ÌÀÛÀÓÀÃÀÌÄ, g(u)

ÖßÚÅÄÔÉÀ u = π ßÄÒÔÉËÆÄ6.
(3) g(u)-Ó ÌÀÒãÅÄÍÀ ÆÙÅÀÒÉ u = −π ßÄÒÔÉËÆÄ. ÂÅÀØÅÓ

limu→−π+ g(u) =
0

2(−1) −
1

−π = 1
π = g(−π), Ä.É. g(u) ÖßÚÅÄÔÉÀ u = −π

ßÄÒÔÉËÆÄÝ.
ÌÀÛÀÓÀÃÀÌÄ, g(u) ×ÖÍØÝÉÀ ÖßÚÅÄÔÉÀ [−π, π] ÓÄÂÌÄÍÔÆÄ ÃÀ ÀÌÉ-

ÔÏÌ ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉÝÀÀ ÀÌ ÓÄÂÌÄÍÔÆÄ.
ÃÂÄÁÀ ÓÀàÉÒÏÄÁÀ g(u) ×ÖÍØÝÉÉÓ 2π ÐÄÒÉÏÃÉÈ ÂÀÂÒÞÄËÄÁÉÓÀ

[−π, π]-Ó ÂÀÒÄÈ ÌÈÄË (−∞,+∞)-ÆÄ. ÒÀÃÂÀÍ g(−π) ̸= g(π), ÀÌÉ-
ÔÏÌ g ×ÖÍØÝÉÉÓ ÌÍÉÛÅÍÄËÏÁÀ [−π, π]-Ó ÄÒÈ-ÄÒÈ ÁÏËÏÆÄ ÖÍÃÀ
ÛÄÉÝÅÀËÏÓ ÌÄÏÒÄ ÁÏËÏÆÄ ÌÉÓÉ ÌÍÉÛÅÍÄËÏÁÉÈ. ÌÀÂÀËÉÈÀÃ ÀÓÄ,
g(−π) = − 1

π ÃÀ ÀáËÀ ÂÅÄØÍÄÁÀ g(−π) = g(π) (Éá. ÈÀÅÉ 1, §4).
ÀÌÉÓ ÛÄÌÃÄÂ ÌÏÅÀáÃÉÍÏÈ 2π ÐÄÒÉÏÃÉÈ ÂÀÂÒÞÄËÄÁÀ ÔÏËÏÁÉÈ
g(x+ 2π) = g(x). ÀÓÄ ÛÄÝÅËÉËÉ g ×ÖÍØÝÉÀ ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉ ÃÀ-
ÒÜÄÁÀ, ÂÀáÃÀ 2π ÐÄÒÉÏÃÖËÉ, ÏÙÏÍÃ u = −π ßÄÒÔÉËÆÄ ÂÀÖÜÍÃÀ
ÓÀÓÒÖËÉ ßÚÅÄÔÀ, ÒÀÝ ÂÀÅËÄÍÀÓ ÅÄÒ ÌÏÀáÃÄÍÓ ÉÍÔÄÂÒÀËÄÁÆÄ.
ÀÌÉÓ ÛÄÌÃÄÂ, g(u) ×ÖÍØÝÉÀÓ ÅÉÂÖËÉÓáÌÄÁÈ ÀÓÄÈÍÀÉÒÀÃ ÛÄÓßÏÒÄ-
ÁÖËÓ!

6ÒÏÝÀ ÀÌÁÏÁÄÍ, ÒÏÌ φ(t) ×ÖÍØÝÉÀ ÌÏÝÄÌÖËÉÀ [a, b] ÓÄÂÌÄÍÔÆÄ, ÌÀÛÉÍ φ-Ó
ÌÍÉÛÅÍÄËÏÁÀÍÉ [a, b]-Ó ÂÀÒÄÈ ÌÃÄÁÀÒÄ ßÄÒÔÉËÆÄ, ÈÖÊÉ ÀÓÄÈÉ ÌÍÉÛÅÍÄËÏÁÀÍÉ ÌÀÓ
ÂÀÀÜÍÉÀ, ÌáÄÃÅÄËÏÁÀÛÉ ÀÒ ÌÉÉÙÄÁÀ. ÀØÄÃÀÍ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄ, φ ×ÖÍØÝÉÉÓ ÖßÚÅÄÔÏÁÀ
[a, b] ÓÄÂÌÄÍÔÆÄ ÍÉÛÍÀÅÓ φ-Ó ÖßÚÅÄÔÏÁÀÓ [a, b]-Ó ÚÅÄËÀ ÛÉÂÀ t ßÄÒÔÉËÆÄ, a <
t < b ÃÀ a ßÄÒÔÉËÆÄ ÌÀÒãÅÍÉÃÀÍ ÖßÚÅÄÔÏÁÀÓ, áÏËÏ b ßÄÒÔÉËÆÄ ÊÉ ÌÀÒÝáÍÉÃÀÍ
ÖßÚÅÄÔÏÁÀÓ (ÉÂÖËÉÓáÌÄÁÀ, ÒÏÂÏÒÝ ÚÏÅÄËÈÅÉÓ, ÒÏÌ a < b).
ÌÀÛÀÓÀÃÀÌÄ, φ ×ÖÍØÝÉÉÓ ÖßÚÅÄÔÏÁÀ a ßÄÒÔÉËÆÄ ÍÉÛÍÀÅÓ φ-Ó ÌáÏËÏÃ ÌÀÒãÅ-

ÍÉÃÀÍ ÖßÚÅÄÔÏÁÀÓ a-ÆÄ. ÀÓÄÅÄ, φ ×ÖÍØÝÉÉÓ ÖßÚÅÄÔÏÁÀ b ßÄÒÔÉËÆÄ ÍÉÛÍÀÅÓ ÌÉÓ
ÌÀÒÝáÍÉÃÀÍ ÖßÚÅÄÔÏÁÀÓ b-ÆÄ ([12], ÂÅ. 507).
ÀÍÀËÏÂÉÖÒÀÃ ÂÀÍÉáÉËÄÁÀ ÓÄÂÌÄÍÔÆÄ ßÀÒÌÏÄÁÀÃÏÁÉÓ ÓÀÊÉÈáÉÝ ([4], ÂÅ. 160-

163).
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(1) ÃÀ (2) ÔÏËÏÁÄÁÉÃÀÍ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄÏÁÓ

sin(n+ 1
2 )u

2 sin 1
2u

=
sinnu

u
+ g(u) sinu+

1

2
cosnu. (3)

ÀÌÉÔÏÌ, §4-ÉÓ (9) ÔÏËÏÁÀ ÌÉÉÙÄÁÓ ÓÀáÄÓ:

Sn(f ;x) =
1

π

π∫
−π

f(x+ u)
sinnu

u
du+

+
1

π

π∫
−π

f(x+ u)g(u) sinnudu+
1

2π

π∫
−π

f(x+ u) cosnudu. (4)

2. ÈÀÅÉ 3-ÃÀÍ §11-ÛÉ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉ ÉÚÏ ÐËÄÓÍÄÒÉÓ ÈÄÏÒÄÌÀ
11.3 ÉÌÉÓ ÛÄÓÀáÄÁ, ÒÏÌ χx(t) = f(x + t)g(t) ×ÖÍØÝÉÉÓ ×ÖÒÉÄÓ
ÊÏÄ×ÉÝÉÄÍÔÉ cn(χx) = 1

2π

∫ π
−π χx(t)e

−intdt = 1
2π

∫ π
−π χx(t) cosntdt −

i 1
2π

∫ π
−π χx(t) sinntdt→ 0 ÈÀÍÀÁÒÀÃ x-ÉÓ ÌÉÌÀÒÈ, ÒÏÝÀ n→ ∞.
ÄÓ ÍÉÛÍÀÅÓ, ÒÏÌ ÉÍÔÄÂÒÀËÄÁÉ

∫ π
−π χx(t) cosntdt ÃÀ

∫ π
−π χx(t)×

sinntdt ÈÀÍÀÁÒÀÃ x-ÉÓ ÌÉÌÀÒÈ ÉÓßÒÀ×ÅÉÀÍ ÍÖËÉÓÊÄÍ, ÒÏÝÀ n→ ∞.
ÌÀÛÀÓÀÃÀÌÄ, (4) ÔÏËÏÁÉÓ ÏÒÉ ÁÏËÏ ÉÍÔÄÂÒÀËÉ ÈÀÍÀÁÒÀÃ

x ∈ [−π, π]-ÉÓ ÌÉÌÀÒÈ ÉÓßÒÀ×ÅÉÓ ÍÖËÉÓÊÄÍ, ÒÏÝÀ n→ ∞.
ÄÓ ÍÉÛÍÀÅÓ ÔÏËÏÁÀÓ

Sn(f ;x) =
1

π

π∫
−π

f(x+ u)
sinnu

u
du+ o(1), (5)

ÓÀÃÀÝ o(1) ÀÒÉÓ n-ÆÄ ÃÀ x ∈ [−π, π]-ÆÄ ÃÀÌÏÊÉÃÄÁÖËÉ ×ÖÍØ-
ÝÉÀ, ÒÏÌÄËÉÝ x-ÉÓ ÌÉÌÀÒÈ ÈÀÍÀÁÒÀÃ ÉÓßÒÀ×ÅÉÓ ÍÖËÉÓÊÄÍ, ÒÏÝÀ
n→ ∞.

3. ÛÄÓÀÞËÄÁÄËÉÀ (5) ÔÏËÏÁÀÛÉ ÛÄÌÀÅÀËÉ ÉÍÔÄÂÒÀËÉÓ ÂÀÌÀ-
ÒÔÉÅÄÁÀÝ. ÅÈØÅÀÈ, 0 < δ < π ÃÀ [−π, π] ÓÄÂÌÄÍÔÆÄ ÂÀÍÅÓÀÆÙÅÒÏÈ
ψ ×ÖÍØÝÉÀ ÔÏËÏÁÄÁÉÈ

ψ(u) =


0, ÒÏÝÀ − δ ≤ u ≤ δ,
1
u , ÒÏÝÀ u ∈ (−π,−δ) ∪ (δ, π],
1
π , ÒÏÝÀ u = −π.

(6)

ÀØÄÃÀÍ ÜÀÍÓ, ÒÏÌ ψ(π) = 1
π = ψ(−π) ÃÀ [−π, π]-Ó ÂÀÒÄÈ ψ ×ÖÍØÝÉÀ

ÂÀÅÀÂÒÞÄËÏÈ 2π ÐÄÒÉÏÃÖËÀÃ: ψ(x + 2π) = ψ(x). ÀÌÒÉÂÀÃ, ψ
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×ÖÍØÝÉÀ ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉÀ [−π, π]-ÆÄ ÃÀ, ÀÌÀÅÄ ÃÒÏÓ, ÀÒÉÓ 2π
ÐÄÒÉÏÃÖËÉ.

(5) ÔÏËÏÁÀÛÉ ÌÏÍÀßÉËÄ ÉÍÔÄÂÒÀËÉ ÂÀÃÀÅßÄÒÏÈ ÀÓÄ:

π∫
−π

f(x+ u)
sinnu

u
du =

=

δ∫
−δ

f(x+ u)
sinnu

u
du+

∫
[−π,π]\[−δ,δ]

f(x+ u)
sinnu

u
du. (7)

ÌÀÂÒÀÌ∫
[−π,π]\[−δ,δ]

f(x+ u)
1

u
sinnudu =

π∫
−π

f(x+ u)ψ(u) sinnudu = o(1)

ÈÀÍÀÁÒÀÃ x ∈ [−π, π]-ÉÓ ÌÉÌÀÒÈ, ÈÀÅÉ 3-ÃÀÍ §11-ÛÉ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉ
ÐËÄÓÍÄÒÉÓ 11.3 ÈÄÏÒÄÌÉÓ ÞÀËÉÈ. ÀÌÂÅÀÒÀÃ, (7) ÌÉÉÙÄÁÓ ÓÀáÄÓ:

π∫
−π

f(x+ u)
sinnu

u
du =

δ∫
−δ

f(x+ u)
sinnu

u
+ o(1). (8)

ÉÌÉÓ ÂÀÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÉÈ, ÒÏÌ o(1)+ o(1) = o(1), (8)-ÉÓ ÜÀÓÌÀ (5)
ÔÏËÏÁÀÛÉ ÌÏÂÅÝÄÌÓ

Sn(f ;x) =
1

π

δ∫
−δ

f(x+ u)
sinnu

u
du+ o(1), (9)

ÓÀÃÀÝ o(1) ÉÓÄÅ ÀÒÉÓ n-ÆÄ ÃÀ x-ÆÄ ÃÀÌÏÊÉÃÄÁÖËÉ ÒÀÙÀÝ ×Ö-
ÍØÝÉÀ, ÒÏÌËÉÓ ÆÙÅÀÒÉ ÍÖËÉÀ ÈÀÍÀÁÒÀÃ x ∈ [−π, π]-ÉÓ ÌÉÌÀÒÈ,
ÒÏÝÀ n→ ∞.

6 ËÏÊÀËÉÆÄÁÉÓ ÒÉÌÀÍÉÓ ÐÒÉÍÝÉÐÉ

×ÖÒÉÄÓ ÌßÊÒÉÅÉÓ ÊÄÒÞÏ ãÀÌÄÁÉÓ ÉÍÔÄÂÒÀËÖÒÉ (9) ×ÏÒÌÖËÀ
ßÉÍÀ ÐÀÒÀÂÒÀ×ÉÃÀÍ ÓÀÛÖÀËÄÁÀÓ ÉÞËÄÅÀ ÃÀÅÀÌÔÊÉÝÏÈ ÒÉÌÀÍÉÓ ÌÄ-
ÔÀÃ ÌÍÉÛÅÍÄËÏÅÀÍÉ ÈÄÏÒÄÌÀ, ÒÏÌÄËÉÝ ÝÍÏÁÉËÉÀ ËÏÊÀËÉÆÄÁÉÓ
ÒÉÌÀÍÉÓ ÐÒÉÍÝÉÐÉÓ ÓÀáÄËßÏÃÄÁÉÈ.
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ÈÄÏÒÄÌÀ 6.1 (ÒÉÌÀÍÉ, 1853, [7], ÂÅ. 110). 2π ÐÄÒÉÏÃÖËÉ ÃÀ ÐÄÒÉ-
ÏÃÆÄ ãÀÌÄÁÀÃÉ f ×ÖÍØÝÉÉÓ ×ÖÒÉÄÓ S[f ] ÌßÊÒÉÅÉÓ ÊÒÄÁÀÃÏÁÀ ÀÍ
ÂÀÍÛËÀÃÏÁÀ ÒÀÉÌÄ x0 ßÄÒÔÉËÆÄ, ÃÀÌÏÊÉÃÄÁÖËÉÀ ÌáÏËÏÃ ÃÀ
ÌáÏËÏÃ f ×ÖÍØÝÉÉÓ ÌÍÉÛÅÍÄËÏÁÄÁÆÄ x0 ßÄÒÔÉËÉÓ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÀÃ
ÌÝÉÒÄ ÌÉÃÀÌÏÛÉ.

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. §5-ÉÓ (9) ÔÏËÏÁÀÓ x0 ßÄÒÔÉËÉÓÈÅÉÓ ÀØÅÓ ÓÀáÄ

Sn(f ;x0) =
1

π

δ∫
−δ

f(x0 + u)
sinnu

u
du+ o(1). (1)

ÀØÄÃÀÍ ÜÀÍÓ, ÒÏÌ Sn(f ;x0) ÒÉÝáÅÉÈÉ ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÉÓ ÆÙÅÒÉÓ ÀÒÓÄ-
ÁÏÁÀ ÀÍ ÀÒÀÒÓÄÁÏÁÀ x0 ßÄÒÔÉËÆÄ, ÒÏÝÀ n→ ∞, ÃÀÌÏÊÉÃÄÁÖËÉÀ
f ×ÖÍØÝÉÉÓ ÌÍÉÛÅÍÄËÏÁÄÁÆÄ ÌáÏËÏÃ (x0 − δ, x0 + δ) ÌÉÃÀÌÏÛÉ
ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÀÃ ÌÝÉÒÄ δ > 0 ÒÉÝáÅÉÓÈÅÉÓ.

Ö×ÒÏ ÌÄÔÉ, ÒÀÃÂÀÍ ßÉÍÀ ÐÀÒÀÂÒÀ×ÉÓ (9) ÔÏËÏÁÀÛÉ o(1) ×Ö-
ÍØÝÉÀ ÈÀÍÀÁÒÀÃ x-ÉÓ ÌÉÌÀÒÈ [−π, π] ÓÄÂÌÄÍÔÆÄ ÉÓßÒÀ×ÅÉÓ ÍÖËÉ-
ÓÊÄÍ, ÒÏÝÀ n→ ∞, ÀÌÉÔÏÌ Sn(f ;x) ×ÖÍØÝÉÖÒÉ ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÉÓ x-ÉÓ
ÌÉÌÀÒÈ ÈÀÍÀÁÒÀÃ ÊÒÄÁÀÃÏÁÀ ÒÀÉÌÄ (a, b) ÉÍÔÄÒÅÀËÆÄ ÄÊÅÉÅÀËÄ-
ÍÔÖÒÉÀ (9) ÔÏËÏÁÉÓ ÉÍÔÄÂÒÀËÉÓ ÈÀÍÀÁÒÀÃ ÊÒÄÁÀÃÏÁÉÓ ÉÌÀÅÄ
(a, b) ÉÍÔÄÒÅÀËÆÄ, ÒÏÝÀ n→ ∞.

ÀÌÀÓÈÀÍ ÄÒÈÀÃ, ÀÌ ÉÍÔÄÂÒÀËÉÓ ÆÙÅÀÒÉ ÄÌÈáÅÄÅÀ, ÈÖ ÉÓ ÀÒ-
ÓÄÁÏÁÓ, Sn(f ;x)-ÉÓ ÆÙÅÀÒÓ.

ÖÊÀÍÀÓÊÍÄËÉ ×ÀØÔÉ ÛÄÉÞËÄÁÀ ÀÓÄ ÂÀÌÏÉÈØÅÀÓ:

ÈÄÏÒÄÌÀ 6.2. ÈÖ 2π ÐÄÒÉÏÃÖËÉ f1 ∈ L[−π, π] ÃÀ f2 ∈ L[−π, π]
×ÖÍØÝÉÄÁÉ ÄÒÈÉÌÄÏÒÉÓ ÔÏËÉÀ ÒÀÉÌÄ (a, b) ÉÍÔÄÒÅÀËÆÄ, ÌÀÛÉÍ
ÌÀÈÉ ×ÖÒÉÄÓ S[f1] ÃÀ S[f2] ÌßÊÒÉÅÄÁÉ ÚÏÅÄË [a + ε, b − ε], ε >
0, ÌÏÍÀÊÅÄÈÆÄ ÈÀÍÀÁÒÀÃ ÔÏËÀÃÊÒÄÁÀÃÄÁÉÀ ÀÍÖ, ÒÀÝ ÉÂÉÅÄÀ, ÀÌ
ÌßÊÒÉÅÄÁÉÓ ÓáÅÀÏÁÀ S[f1] − S[f2] ÈÀÍÀÁÒÀÃ ÊÒÄÁÀÃÉÀ ÍÖËÉÓÊÄÍ
[a+ ε, b− ε] ÓÄÂÌÄÍÔÆÄ.

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ ÓáÅÀÏÁÀ f(x) = f1(x) − f2(x), ÒÏÌÄËÉÝ
ÍÖËÉÓ ÔÏËÉÀ (a, b) ÉÍÔÄÒÅÀËÆÄ. ÀÅÉÙÏÈ 0 < δ ≤ ε ÃÀ x ∈
[a+ε, b−ε]. ÌÀÛÉÍ u+x ∈ (a, b), ÒÏÝÀ −δ ≤ u ≤ δ. ÀÌÉÔÏÌ f(x+u) = 0,
ÒÏÝÀ −δ ≤ u ≤ δ.

ÀáËÀ ßÉÍÀ ÐÀÒÀÂÒÀ×ÉÓ (9) ÔÏËÏÁÉÃÀÍ ÅÙÄÁÖËÏÁÈ, ÒÏÌ x-ÉÓ
ÌÉÌÀÒÈ ÈÀÍÀÁÒÀÃ [a+ ε, b− ε] ÓÄÂÌÄÍÔÆÄ ÀÃÂÉËÉ ÀØÅÓ ÔÏËÏÁÀÓ

Sn(f ;x) = o(1), a+ ε ≤ x ≤ b− ε, (2)
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ÓÀÃÀÝ o(1) ×ÖÍØÝÉÀ ÈÀÍÀÁÒÀÃ x-ÉÓ ÌÉÌÀÒÈ [a+ε, b−ε] ÌÏÍÀÊÅÄÈÆÄ
ÊÒÄÁÀÃÉÀ ÍÖËÉÓÊÄÍ, ÒÏÝÀ n→ ∞.

ÌÀÛÀÓÀÃÀÌÄ, f ×ÖÍØÝÉÉÓ ×ÖÒÉÄÓ ÌßÊÒÉÅÉ ÈÀÍÀÁÒÀÃ ÊÒÄÁÀÃÉÀ
[a+ ε, b− ε] ÓÄÂÌÄÍÔÆÄ ÍÖËÉÓÊÄÍ ÀÍÖ, ÒÀÝ ÉÂÉÅÄÀ, f(x)-ÓÊÄÍ.

ÄÓ ÍÉÛÍÀÅÓ, ÒÏÌ S[f1] − S[f2] = S[f1 − f2] ÈÀÍÀÁÒÀÃ ÊÒÄÁÀÃÉÀ
ÍÖËÉÓÊÄÍ [a+ ε, b− ε] ÓÄÂÌÄÍÔÆÄ. ÈÄÏÒÄÌÀ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉÀ.

7 ÃÉÒÉäËÄÓ ÂÀÌÀÒÔÉÅÄÁÖËÉ ÂÖËÉ

ÃÉÒÉäËÄÓ ÂÀÌÀÒÔÉÅÄÁÖËÉ ÂÖËÉ ÄßÏÃÄÁÀ ×ÖÍØÝÉÀÓ

D∗
n(u) =

sinnu

u
. (1)

§3-ÉÓ (5) ÔÏËÏÁÉÃÀÍ ÃÀ §5-ÉÓ (3) ÔÏËÏÁÉÃÀÍ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄÏÁÓ

Dn(u) = D∗
n(u) +O(1). (2)

ÒÀÃÂÀÍ D∗
n(−u) =

sinn(−u)
−u = − sinnu

−u = sinnu
u = D∗

n(u), ÀÌÉÔÏÌ D
∗
n(u)

ËÖßÉ ×ÖÍØÝÉÀ:
D∗
n(−u) = D∗

n(u). (3)

ÀáËÀ §5-ÉÓ (9) ÔÏËÏÁÀ ßÀÒÌÏÅÀÃÂÉÍÏÈ ÀÓÄ:

Sn(f ;x) =
1

π

0∫
−δ

f(x+ u)D∗
n(u)du+

1

π

δ∫
0

f(x+ u)D∗
n(u)du+ o(1).

ÈÖ ÀØ ÐÉÒÅÄË ÉÍÔÄÂÒÀËÛÉ ÌÏÅÀáÃÄÍÈ ÂÀÒÃÀØÌÍÀÓ v = −u, ÌÀÛÉÍ
ÉÓ ÌÉÉÙÄÁÓ ÓÀáÄÓ, D∗

n(u) ×ÖÍØÝÉÉÓ ËÖßÏÁÉÓ ÂÀÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÉÈ,

0∫
−δ

f(x+ u)D∗
n(u)du =

δ∫
0

f(x− v)D∗
n(v)dv.

ÌÀÛÀÓÀÃÀÌÄ:

Sn(f ;x) =
1

π

δ∫
0

[f(x+ u) + f(x− u)]
sinnu

u
du+ o(1). (4)
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ÛÄÍÉÛÅÍÀ 7.1. ÔÒÉÂÏÍÏÌÄÔÒÉÖËÉ ÓÉÓÔÄÌÉÓ

1, cosx, sinx, cos 2x, sin 2x, . . . (5)

ÒÏÌÄËÉÌÄ ßÄÅÒÉÓÈÅÉÓ ×ÖÒÉÄÓ ÌßÊÒÉÅÉ ÉÌÀÅÄ (5) ÓÉÓÔÄÌÉÓ ÌÉ-
ÌÀÒÈ ÉØÍÄÁÀ ÈÅÉÈ ÄÓ ßÄÅÒÉ. ÀÌÀÛÉ ÒÏÌ ÃÀÅÒßÌÖÍÃÄÈ, ÓÀàÉÒÏÀ
ÀÌ ßÄÅÒÉÓÈÅÉÓ ÂÀÌÏÅÈÅÀËÏÈ ×ÖÒÉÄÓ ÊÏÄ×ÉÝÉÄÍÔÄÁÉ ÃÀ ÅÍÀáÀÅÈ,
ÒÏÌ ÀÌ ßÄÅÒÈÀÍ ÌÃÂÏÌÉ ÊÏÄ×ÉÝÉÄÍÔÉ ÉØÍÄÁÀ 1, áÏËÏ ÚÅÄËÀ ÃÀ-
ÍÀÒÜÄÍÉ ÊÏÄ×ÉÝÉÄÍÔÉ ÍÖËÉÀ. ÈÅÀËÓÀÜÉÍÏÄÁÉÓÈÅÉÓ ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ
ÒÀÌÃÄÍÉÌÄ ÛÄÌÈáÅÄÅÀ.

1) ÈÖ f ×ÖÍØÝÉÀ ÌÖÃÌÉÅÉÀ ÀÍÖ f(x) = C ÚÅÄËÀ x ∈ [−π, π]-
ÉÓÈÅÉÓ, ÌÀÛÉÍ ÌÉÓÉ a0 ÊÏÄ×ÉÝÉÄÍÔÉ ÉØÍÄÁÀ (Éá. ÈÀÅÉ 2, §2) a0 =
1
π

∫ π
−π Cdx = 1

π ·C ·2π = 2C ÃÀ ÀÌÉÔÏÌ a0
2 = C . ÚÅÄËÀ ÃÀÍÀÒÜÄÍÉ ak

ÃÀ bk (k = 1, 2, . . . ) ÊÏÄ×ÉÝÉÄÍÔÉ ÍÖËÉÀ (Éá. ÉØÅÄ (3) ×ÏÒÌÖËÄÁÉ).
ÀÌÒÉÂÀÃ C ∼ C .

2) ÈÖ f(x) = B cosnx, ÌÀÛÉÍ ÚÅÄËÀ ak = 0, ÒÏÝÀ k ̸= n
ÃÀ ÚÅÄËÀ bk = 0 (k = 1, 2, . . . ) (Éá. ÉØÅÄ (6) ÔÏËÏÁÄÁÉ). ÈÅÉÈ
an = 1

π

∫ π
−π B cos

2 nxdx = B
π ·π = B (Éá. ÉØÅÄ ÔÏËÏÁÀ (4)). ÀÌÂÅÀÒÀÃ,

B cosnx ∼ B cosnx.
3) ÈÖ f(x) = cos 2x sin 3x, ÌÀÛÉÍ cos 2x sin 3x = 1

2 [cos(2x − 3x) −
cos(2x + 3x)] = 1

2 [cosx − cos 5x]. ÀØÄÃÀÍ, 2) ÛÄÌÈáÅÄÅÉÓ ÂÀÈÅÀËÉÓ-
ßÉÍÄÁÉÈ ÅÙÄÁÖËÏÁÈ cos 2x sin 3x ∼ 1

2 cosx− 1
2 cos 5x.

(4) ÔÏËÏÁÀÛÉ ÀÅÉÙÏÈ ÊÄÒÞÏ ÛÄÌÈáÅÄÅÀ f(t) = 1 ÚÅÄËÀ t ∈
[−π, π] ÌÍÉÛÅÍÄËÏÁÉÓÈÅÉÓ. ÌÀÛÉÍ, 1) ÛÄÌÈáÅÄÅÉÓ ÂÀÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÉÈ
1 ∼ 1 ÃÀ ÀÌÉÔÏÌ Sn(1;x) = 1 ÚÅÄËÀ x-ÉÓÈÅÉÓ [−π, π]-ÃÀÍ ÃÀ
ÚÅÄËÀ ÌÍÉÛÅÍÄËÏÁÉÓÈÅÉÓ n = 0, 1, 2, . . . . ÀÌÉÔÏÌ (4) ÔÏËÏÁÉÃÀÍ
ÅÙÄÁÖËÏÁÈ

1 =
1

π

δ∫
0

(1 + 1)
sinnu

u
du+ o(1) ÀÍÖ 1 =

2

π

δ∫
0

sinnu

u
du+ o(1). (6)

ÈÖ ÀØ ÜÀÅÓÅÀÌÈ nu = t, ÌÀÛÉÍ ÌÉÅÉÙÄÁÈ 1 = 2
π

∫ nδ
0

sin t
t/n · 1

ndt+ o(1) =

2
π

∫ nδ
0

sin t
t dt+ o(1). ÀØÄÃÀÍ

lim
n→∞

nδ∫
0

sin t

t
dt =

π

2
(7)
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ÀÍÖ
∞∫
0

sin t

t
dt =

π

2
. (8)

8 ×ÖÒÉÄÓ ÌßÊÒÉÅÉÓ ÊÒÄÁÀÃÏÁÉÓ ÊÒÉÔÄÒÉÖÌÉ

ÜÅÄÍÉ ÌÈÀÅÀÒÉ ÌÉÆÀÍÉÀ ÃÀÅÀÃÂÉÍÏÈ f ×ÖÍØÝÉÉÓ ×ÖÒÉÄÓ S[f ]
ÌßÊÒÉÅÉÓ ÒÀÉÌÄ x ßÄÒÔÉËÆÄ L ÒÉÝáÅÉÓÊÄÍ, ÊÄÒÞÏÃ, f(x) ÌÍÉÛÅ-
ÍÄËÏÁÉÓÊÄÍ, ÊÒÄÁÀÃÏÁÉÓ ÀÖÝÉËÄÁÄËÉ ÃÀ ÓÀÊÌÀÒÉÓÉ ÐÉÒÏÁÀ.

§7-ÉÓ (4) ÔÏËÏÁÉÓ ÈÀÍÀáÌÀÃ,

Sn(f ;x) =
1

π

δ∫
0

[f(x+ u) + f(x− u)]
sinnu

u
du+ o(1), (1)

ÓÀÃÀÝ o(1) ÀÙÍÉÛÍÀÅÓ n-ÆÄ ÃÀ x-ÆÄ ÃÀÌÏÊÉÃÄÁÖË ×ÖÍØÝÉÀÓ,
ÒÏÌÄËÉÝ [−π, π]-ÆÄ ÈÀÍÀÁÒÀÃ ÊÒÄÁÀÃÉÀ ÍÖËÉÓÊÄÍ, ÒÏÝÀ n→ ∞.

ÈÖ §7-ÉÓ (6) ÔÏËÏÁÀÓ ÂÀÅÀÌÒÀÅËÄÁÈ ÒÀÉÌÄÓ L ̸= 0 ÒÉÝáÅÆÄ,
ÌÉÅÉÙÄÁÈ:

L =
2

π

δ∫
0

L
sinnu

u
du+ o(1). (2)

(1) ÃÀ (2) ÔÏËÏÁÄÁÉÃÀÍ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄÏÁÓ

Sn(f ;x)− L =
1

π

δ∫
0

[f(x+ u) + f(x− u)− 2L]
sinnu

u
du+ o(1). (3)

ÀØÄÃÀÍ ÝáÀÃÉÀ, ÒÏÌ S[f ] ÌßÊÒÉÅÉÓ ÊÒÄÁÀÃÏÁÉÓÈÅÉÓ x ßÄÒ-
ÔÉËÆÄ L ÒÉÝáÅÉÓÊÄÍ ÀÖÝÉËÄÁÄËÉ ÃÀ ÓÀÊÌÀÒÉÓÉÀ ÛÄÓÒÖËÃÄÓ
ÔÏËÏÁÀ

lim
n→∞

δ∫
0

[f(x+ u) + f(x− u)− 2L]
sinnu

u
du = 0. (4)

áÏËÏ f(x) ÌÍÉÛÅÍÄËÏÁÉÓÊÄÍ S[f ] ÌßÊÒÉÅÉÓ ÊÒÄÁÀÃÏÁÉÓÈÅÉÓ x
ßÄÒÔÉËÆÄ ÊÉ ÀÖÝÉËÄÁÄËÉ ÃÀ ÓÀÊÌÀÒÉÓÉÀ ÛÄÓÒÖËÃÄÓ ÔÏËÏÁÀ

lim
n→∞

δ∫
0

[f(x+ u) + f(x− u)− 2f(x)]
sinnu

u
du = 0. (5)
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ÈÖ f ×ÖÍØÝÉÀÓÈÀÍ ÃÀÊÀÅÛÉÒÄÁÖË f(x + u) + f(x − u) − 2f(x)
ÂÀÌÏÓÀáÖËÄÁÀÓ ÀÙÅÍÉÛÍÀÅÈ Ff (x, u) ÓÉÌÁÏËÏÈÉ ÀÍÖ

Ff (x, u) = f(x+ u) + f(x− u)− 2f(x), (6)

ÌÀÛÉÍ (5) ÔÏËÏÁÀ ÛÄÂÅÉÞËÉÀ ÀÓÄ ÜÀÌÏÅÀÚÀËÉÁÏÈ.

ÈÄÏÒÄÌÀ 8.1. f ∈ L[−π, π] ×ÖÍØÝÉÉÓ ×ÖÒÉÄÓ S[f ] ÌßÊÒÉÅÉÓ ÊÒÄÁÀ-
ÃÏÁÉÓÈÅÉÓ x ßÄÒÔÉËÆÄ f(x) ÌÍÉÛÅÍÄËÏÁÉÓÊÄÍ, ÀÖÝÉËÄÁÄËÉ ÃÀ
ÓÀÊÌÀÒÉÓÉÀ ÛÄÓÒÖËÃÄÓ ÔÏËÏÁÀ

lim
n→0

δ∫
0

Ff (x, u)
sinnu

u
du = 0, (7)

ÓÀÃÀÝ δ > 0 ÃÀ Ff (x, u) ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖËÉÀ (6) ÔÏËÏÁÉÈ.

ÈÖÊÉ f ×ÖÍØÝÉÀ ÖßÚÅÄÔÉÀ ÒÀÉÌÄ (a, b) ÉÍÔÄÒÅÀËÆÄ, ÌÀÛÉÍ
ÛÄÉÞËÄÁÀ ÃÀÉÓÅÀÓ ÓÀÊÉÈáÉ ÌÉÓÉ ×ÖÒÉÄÓ S[f ] ÌßÊÒÉÅÉÓ f(x)-ÉÓÊÄÍ
ÈÀÍÀÁÒÀÃ ÊÒÄÁÀÃÏÁÉÓ ÛÄÓÀáÄÁ ØÅÄÉÍÔÄÒÅÀËÆÄ (α, β) ⊂ (a, b).

ÈÖÊÉ ε > 0 ÒÉÝáÅÓ ÀÅÉÙÄÁÈ ÉÓÄÈÓ, ÒÏÌ ÓÄÂÌÄÍÔÉ [a+ε, b−ε] ⊂
(a, b), ÌÀÛÉÍ f ×ÖÍØÝÉÀ ÖßÚÅÄÔÉ ÃÀ ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉÀ [a+ ε, b− ε]
ÓÄÂÌÄÍÔÆÄ. §7-ÉÓ (6) ÔÏËÏÁÉÓ ÂÀÌÒÀÅËÄÁÉÈ f(x) ÌÍÉÛÅÍÄËÏÁÀÆÄ,
x ∈ [a+ ε, b− ε], ÌÉÅÉÙÄÁÈ:

f(x) =
2

π

δ∫
0

f(x)
sinnu

u
du+ o(1), (8)

ÓÀÃÀÝ o(1) ÈÀÍÀÁÒÀÃ ÊÒÄÁÀÃÉÀ ÍÖËÉÓÊÄÍ [a+ ε, b− ε] ÓÄÂÌÄÍÔÆÄ,
ÒÏÝÀ n→ ∞. (1) ÃÀ (8) ÔÏËÏÁÄÁÉÃÀÍ ÅÙÄÁÖËÏÁÈ:

Sn(f ;x)− f(x) =
1

π

δ∫
0

[f(x+ u) + f(x− u)− 2f(x)]
sinnu

u
+ o(1). (9)

ÈÖ ÀØ ÀÅÉÙÄÁÈ 0 < δ < ε, ÌÀÛÉÍ x±u ∈ (a, b), ÒÏÝÀ x ∈ [a+ε, b−ε]
ÃÀ ÈÖ |u| < δ. ÀÌÉÔÏÌ (6) ÔÏËÏÁÉÈ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖËÉ Ff (x, u)
×ÖÍØÝÉÀ ÖßÚÅÄÔÉÀ (a, b) ÉÍÔÄÒÅÀËÆÄ.

ÀØÄÃÀÍ, (9) ÔÏËÏÁÉÓ ÂÀÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÉÈ ÌÉÉÙÄÁÀ
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ÈÄÏÒÄÌÀ 8.2. ÈÖ ×ÖÍØÝÉÀ f ∈ L[−π, π] ÖßÚÅÄÔÉÀ (a, b) ÉÍÔÄÒÅÀËÆÄ
ÃÀ 0 < ε < 1

2 (b − a), ÌÀÛÉÍ ×ÖÒÉÄÓ S[f ] ÌßÊÒÉÅÉÓ ÈÀÍÀÁÒÀÃ ÊÒÄ-
ÁÀÃÏÁÉÓÈÅÉÓ f(x)-ÓÊÄÍ [a + ε, b − ε] ÓÄÂÌÄÍÔÆÄ, ÀÖÝÉËÄÁÄËÉ ÃÀ
ÓÀÊÌÀÒÉÓÉÀ ÔÏËÏÁÉÓ

lim
n→0

δ∫
0

Ff (x, u)
sinnu

u
du = 0 (10)

ÛÄÓÒÖËÄÁÀ ÈÀÍÀÁÒÀÃ x-ÉÓ ÌÉÌÀÒÈ [a+ ε, b− ε] ÓÄÂÌÄÍÔÆÄ.

ÀØ 0 < δ < ε ÃÀ (6) ÔÏËÏÁÉÈ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖËÉ Ff (x, u) ×ÖÍØÝÉÀ
ÖßÚÅÄÔÉÀ x-ÉÓ ÌÉÌÀÒÈ [a+ ε, b− ε] ÓÄÂÌÄÍÔÆÄ, ÀÌÀÓÈÀÍ |u| ≤ δ.

9 ÒÉÌÀÍÉÓ ÀÆÒÉÈ ÂËÖÅÉ ×ÖÍØÝÉÀ

ÒÉÌÀÍÉÌ ÈÀÅÉÓ ×ÖÍÃÀÌÄÍÔÖÒ ÛÒÏÌÀÛÉ ''×ÖÍØÝÉÉÓ ßÀÒÌÏÃÂÄÍÀ
ÔÒÉÂÏÍÏÌÄÔÒÉÖËÉ ÌßÊÒÉÅÉÈ'' (1854 ß.), ÛÄÌÏÉÙÏ ÌÄÔÀÃ ÌÍÉÛÅ-
ÍÄËÏÅÀÍÉ ÊËÀÓÉ ×ÖÍØÝÉÄÁÉÓÀ, ÒÏÌÄËÈÀÝ ÆÉÂÌÖÍÃÌÀ ÈÀÅÉÓ 1945
ßËÉÓ ÛÒÏÌÀÛÉ [47] ÖßÏÃÀ ''ÂËÖÅÉ ×ÖÍØÝÉÄÁÉ''.

ÀÌ ÔÄÒÌÉÍÉÓ ÓÀ×ÖÞÅÄËÉÀ ÉÓ ×ÀØÔÉ, ÒÏÌ ×ÖÍØÝÉÉÓ ÂËÖÅÏÁÉÓ
ßÄÒÔÉËÆÄ ÌÉÓ ÂÒÀ×ÉÊÓ ÀÒ ÛÄÉÞËÄÁÀ äØÏÍÃÄÓ ÊÖÈáÉÀÍÉ ßÄÒÔÉËÉ
ÀÍÖ ÌÀÓ ÀÌ ßÄÒÔÉËÆÄ ÀÒ ÀØÅÓ ÖÒÈÉÄÒÈÂÀÍÓáÅÀÅÄÁÖËÉ ÝÀËÌá-
ÒÉÅÉ ßÀÒÌÏÄÁÖËÄÁÉ, ÒÏÌÄËÈÀÂÀÍ ÄÒÈÉ ÌÀÉÍÝ ÓÀÓÒÖËÉÀ. Ö×ÒÏ
ÆÖÓÔÀÃ, ÂËÖÅÏÁÉÓ ßÄÒÔÉËÆÄ ×ÖÍØÝÉÉÓ ÂÒÀ×ÉÊÓ ÀÍ ÀØÅÓ ÌáÄÁÉ
ÀÍ ÀÒ ÀØÅÓ ÀÒÝ ÄÒÈÉ ÝÀËÌáÒÉÅÉ ÌáÄÁÉ.

1. ÂËÖÅ ×ÖÍØÝÉÄÁÓ áÛÉÒÉ ÃÀ ÌÒÀÅÀËÌáÒÉÅÉ ÂÀÌÏÚÄÍÄÁÀ ÀØÅÈ
×ÖÍØÝÉÀÈÀ ÈÄÏÒÉÀÛÉ, ÊÄÒÞÏÃ ÊÉ ÔÒÉÂÏÍÏÌÄÔÒÉÖËÉ ÌßÊÒÉÅÄÁÉÓ
ÊÒÄÁÀÃÏÁÀ-ÛÄãÀÌÄÁÀÃÏÁÉÓ ÓÀÊÉÈáÄÁÛÉ ([7], ÂÅ. 181; [12], ÂÅ. 75).

ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÀ 9.1. x0 ßÄÒÔÉËÉÓ ÌÉÃÀÌÏÛÉ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖË f ×ÖÍØÝÉÀÓ
ÄßÏÃÄÁÀ ÂËÖÅÉ x0 ßÄÒÔÉËÆÄ, ÒÏÝÀ ÓÒÖËÃÄÁÀ ÔÏËÏÁÀ

lim
u→0

f(x0 + u) + f(x0 − u)− 2f(x0)

u
= 0. (1)

ÀØÅÄ ÛÄÅÍÉÛÍÏÈ, ÒÏÌ ÝÀËÌáÒÉÅ ÂËÖÅÏÁÀÓ ÀÆÒÉ ÀÒ ÀØÅÓ! ÀÒÀÀ
ÓÀÅÀËÃÄÁÖËÏ, ÒÏÌ ÂËÖÅÏÁÉÓ ßÄÒÔÉËÆÄ ×ÖÍØÝÉÀ ÖßÚÅÄÔÉ ÉÚÏÓ.
ÌÀÂÀËÉÈÀÃ, (1) ÐÉÒÏÁÀÓ ÀÓÒÖËÄÁÓ x0 ßÄÒÔÉËÉÓ ÌÉÌÀÒÈ ÊÄÍÔÉ
×ÖÍØÝÉÀ, ÈÖÍÃÀÝ ÉÓ ÖßÚÅÄÔÉ ÀÒ ÉÚÏÓ x0 ßÄÒÔÉËÆÄ.

ÖßÚÅÄÔÏÁÀÓÈÀÍ ÃÀÊÀÅÛÉÒÄÁÉÈ ÝÍÏÁÉËÉÀ, ÒÏÌ ÐÉÒÏÁÀ ([44], ÂÅ.
266)

lim
u→0

[f(x0 + u) + f(x0 − u)− 2f(x0)] = 0 (2)
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ÉßÅÄÅÓ f ×ÖÍØÝÉÉÓ ÖßÚÅÄÔÏÁÀÓ ÈÉÈØÌÉÓ ÚÅÄËÀ ÀÓÄÈ x0 ßÄÒÔÉËÆÄ
(x0 ßÄÒÔÉËÆÄ f ×ÖÍØÝÉÉÓ ÖßÚÅÄÔÏÁÀ ÒÏÌ ÉßÅÄÅÓ (2) ÔÏËÏÁÀÓ,
ÝáÀÃÉÀ).

ÀÒÓÄÁÏÁÓ [a, b] ÓÄÂÌÄÍÔÆÄ ÖßÚÅÄÔÉ g ×ÖÍØÝÉÀ, ÒÏÌÄËÉÝ ÂËÖ-
ÅÉÀ (a, b) ÉÍÔÄÒÅÀËÉÓ ÚÏÅÄË ßÄÒÔÉËÆÄ ÃÀ g′(x) ÀÒÓÄÁÏÁÓ ÌáÏ-
ËÏÃ ÍÖËÉ ÆÏÌÉÓ ÓÉÌÒÀÅËÄÆÄ ([12], ÂÅ. 83, 330-331).

ÀÌÀÓÈÀÍ, [a, b] ÓÄÂÌÄÍÔÆÄ ÖßÚÅÄÔÉ ÃÀ (a, b)-ÛÉ ÂËÖÅÉ ×ÖÍØÝÉÉÓ
ßÀÒÌÏÄÁÖËÉ ÀÒÓÄÁÏÁÓ (a, b)-ÛÉ ÚÅÄËÂÀÍ ÌÊÅÒÉÅ ÓÉÌÒÀÅËÄÆÄ ([7],
ÂÅ. 182; [12], ÂÅ. 76).

ÖÍÃÀ ÀÙÉÍÉÛÍÏÓ [a, b] ÓÄÂÌÄÍÔÆÄ ÖßÚÅÄÔÉ ÃÀ (a, b)-ÛÉ ÂËÖÅÉ
×ÖÍØÝÉÉÓ ÉÓ ÌÍÉÛÅÍÄËÏÅÀÍÉ ÈÅÉÓÄÁÀ, ÒÏÌ ÌÉÓÈÅÉÓ ÌÀÒÈÄÁÖËÉÀ
ËÀÂÒÀÍÑÉÓ ÓÀÛÖÀËÏ ÌÍÉÛÅÍÄËÏÁÉÓ ×ÏÒÌÖËÀ, ÈÖÍÃÀÝ ÉÓ ßÀÒ-
ÌÏÄÁÖËÓ ÌÏÊËÄÁÖËÉ ÉÚÏÓ ÈÉÈØÌÉÓ ÚÅÄËÂÀÍ, ÒÏÌÄËÉÝ ÀÒÓÄÁÏÁÓ
ÚÅÄËÂÀÍ ÌÊÅÒÉÅ ÓÉÌÒÀÅËÄÆÄ ([7], ÂÅ. 182).

ÀÃÅÉËÀÃ ÌÔÊÉÝÃÄÁÀ, ÒÏÌ f ′(x0) ßÀÒÌÏÄÁÖËÉÓ ÓÀÓÒÖËÏÁÀ Éß-
ÅÄÅÓ f-ÉÓ ÂËÖÅÏÁÀÓ x0 ßÄÒÔÉËÆÄ. ÄÓ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄÏÁÓ (1) ÐÉÒÏ-
ÁÉÓ ÛÄÌÃÄÂÉ ÜÀßÄÒÉÃÀÍ:

lim
u→0

(f(x0 + u)− f(x0)

u
− f(x0 − u)− f(x0)

−u

)
= 0. (3)

ßÉÍÀÃÀÃÄÁÀ 9.2. ÈÖ x0 ßÄÒÔÉËÆÄ ÂËÖÅ f ×ÖÍØÝÉÀÓ x0-ÆÄ ÀØÅÓ
ÝÀËÌáÒÉÅÉ ÓÀÓÒÖËÉ ßÀÒÌÏÄÁÖËÉ, ÌÀÛÉÍ f-Ó x0-ÆÄ ÀØÅÓ ßÀÒÌÏ-
ÄÁÖËÉÝ f ′(x0).

ÄÓ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄÏÁÓ (3) ÔÏËÏÁÉÃÀÍ.
ÖÊÀÍÀÓÊÍÄËÉ ßÉÍÀÃÀÃÄÁÀ ÍÉÛÍÀÅÓ, ÒÏÌ x0 ßÄÒÔÉËÆÄ ÂËÖÅÉ F

×ÖÍØÝÉÉÓ ÂÒÀ×ÉÊÉÓÈÅÉÓ (x0, F (x0)) ßÄÒÔÉËÉ ÀÒ ÀÒÉÓ ÊÖÈáÉÀÍÉ7

ßÄÒÔÉËÉ (ÀØÄÃÀÍ ÌÏÌÃÉÍÀÒÄÏÁÓ ÔÄÒÌÉÍÉ ''ÂËÖÅÉ ×ÖÍØÝÉÀ'').
2. ÒÏÂÏÒÝ ÖÊÅÄ ÅÉÝÉÈ, ÂËÖÅ ×ÖÍØÝÉÀÓ ÛÄÉÞËÄÁÀ ÀÒ äØÏ-

ÍÃÄÓ ßÀÒÌÏÄÁÖËÉ. ÀÌÀÓÈÀÍ ÃÀÊÀÅÛÉÒÄÁÉÈ ÉÓÌÄÁÀ ÊÉÈáÅÀ: ÂËÖ-
ÅÉ ×ÖÍØÝÉÉÓ ÊÉÃÄÅ ÒÀ ÃÀÌÀÔÄÁÉÈÉ ÈÅÉÓÄÁÀ ÖÆÒÖÍÅÄËÚÏ×Ó ÌÉÓ
ßÀÒÌÏÄÁÀÃÏÁÀÓ? ÀÌ ÊÉÈáÅÀÆÄ ÐÀÓÖáÉÓ ÂÀÓÀÝÄÌÀÃ ÃÀÂÅàÉÒÃÄÁÀ
ÓÉÌÄÔÒÉÖËÉ ßÀÒÌÏÄÁÖËÉÓ ÝÍÄÁÀ.

ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÀ 9.3. φ ×ÖÍØÝÉÉÓ ÓÉÌÄÔÒÉÖËÉ ßÀÒÌÏÄÁÖËÉ x0 ßÄÒ-

ÔÉËÆÄ, ÓÉÌÁÏËÖÒÀÃ φ(′)(x0), ÄßÏÃÄÁÀ ÛÄÌÃÄÂ ÆÙÅÀÒÓ, ÈÖ ÉÂÉ

7ÅÈØÅÀÈ, x0 ÀÒÉÓ φ ×ÖÍØÝÉÉÓ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÉÓ ÉÍÔÄÒÅÀËÉÓ ÛÉÂÀ ßÄÒÔÉËÉ ÃÀ
ÃÀÅÖÛÅÀÈ ÀÌÀÅÄ ßÄÒÔÉËÆÄ ÌÀÒÝáÄÍÀ φ′

−(x0) ÃÀ ÌÀÒãÅÄÍÀ φ′
+(x0) ßÀÒÌÏÄÁÖËÄ-

ÁÉÓ ÀÒÓÄÁÏÁÀ. ÈÖ φ′
−(x0) ÃÀ φ′

+(x0) ÒÉÝáÅÈÀÂÀÍ ÄÒÈÉ ÌÀÉÍÝ ÓÀÓÒÖËÉÀ ÃÀ,
ÂÀÒÃÀ ÀÌÉÓÀ, ÀÃÂÉËÉ ÀØÅÓ ÖÔÏËÏÁÀÓ φ′

−(x0) ̸= φ′
+(x0), ÌÀÛÉÍ ÝÀËÌáÒÉÅÉ ÌáÄÁÄ-

ÁÉ (x0, φ(x0)) ßÄÒÔÉËÆÄ ØÌÍÉÀÍ ÊÖÈáÄÓ. ÀÓÄÈ ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉ (x0, φ(x0)) ßÄÒÔÉËÓ
ÄßÏÃÄÁÀ y = φ(x) ×ÖÍØÝÉÉÓ Γ ÂÒÀ×ÉÊÉÓ ÊÖÈáÉÀÍÉ ßÄÒÔÉËÉ.
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ÀÒÓÄÁÏÁÓ ÓÀÓÒÖËÉ ÀÍ ÍÉÛÍÉÀÍÉ ÖÓÀÓÒÖËÏ,

lim
u→0

φ(x0 + u)− φ(x0 − u)

2u
= φ(′)(x0). (4)

ÛÄÅÍÉÛÍÏÈ, ÒÏÌ (4) ÔÏËÏÁÀÛÉ ÆÙÅÀÒØÅÄÛ ÌÃÂÏÌÉ ÛÄ×ÀÒÃÄÁÀ
ËÖßÉ ×ÖÍØÝÉÀ ÀÒÉÓ u-Ó ÌÉÌÀÒÈ ÃÀ ÀÌÉÔÏÌ (4) ÔÏËÏÁÀÛÉ ÛÄÂ-
ÅÉÞËÉÀ ÅßÄÒÏÈ u→ 0+, ÆÏÂÀÃÏÁÉÓ ÛÄÖÆÙÖÃÀÅÀÃ.

ßÉÍÀÃÀÃÄÁÀ 9.4. ÈÖ ÀÒÓÄÁÏÁÓ ÜÅÄÖËÄÁÒÉÅÉ φ′(x0) ßÀÒÌÏÄÁÖËÉ,
ÌÀÛÉÍ ÀÒÓÄÁÏÁÓ ÓÉÌÄÔÒÉÖËÉ ßÀÒÌÏÄÁÖËÉÝ ÃÀ ÀÃÂÉËÉ ÀØÅÓ ÔÏ-
ËÏÁÀÓ φ(′)(x0) = φ′(x0). ÛÄÁÒÖÍÄÁÖËÉ ÂÀÌÏÈØÌÀ ÌÝÃÀÒÉÀ.

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÔÏËÏÁÉÓ

φ(x0 + u)− φ(x0 − u)

2u
=

=
1

2
· φ(x0 + u)− φ(x0)

u
+

1

2
· φ(x0 − u)− φ(x0)

−u
(5)

ÌÀÒãÅÄÍÀ ÌáÀÒÄ ÉÓßÒÀ×ÅÉÓ 1
2φ

′(x0) +
1
2φ

′(x0) = φ′(x0) ÒÉÝáÅÉÓÊÄÍ,
ÒÏÝÀ u→ 0+.

ÛÄÁÒÖÍÄÁÖËÉ ÂÀÌÏÈØÌÉÓ ÌÝÃÀÒÏÁÀ ÜÀÍÓ µ(t) = |t| ×ÖÍØÝÉÉÓ
ÌÀÂÀËÉÈÆÄ, ÒÏÝÀ t0 = 0. ÌÀÒÈËÀÝ µ′

+(0) = 1 ÃÀ µ′
−(0) = −1, Ä.É.

µ′(0) ÀÒ ÀÒÓÄÁÏÁÓ. ÀÌÀÅÄ ÃÒÏÓ ÀÃÂÉËÉ ÀØÅÓ ÔÏËÏÁÀÓ µ(′)(0) = 0,
ÒÀÝ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄÏÁÓ ÛÄÌÃÄÂÉ ßÉÍÀÃÀÃÄÁÉÃÀÍ.

ßÉÍÀÃÀÃÄÁÀ 9.5. ÓÀÓÒÖËÉ ÝÀËÌáÒÉÅÉ λ′+(t0) ÃÀ λ′−(t0) ßÀÒÌÏÄÁÖ-
ËÄÁÉÓ ÀÒÓÄÁÏÁÀ ÉßÅÄÅÓ ÓÀÓÒÖËÉ ÓÉÌÄÔÒÉÖËÉ λ(′)(t0) ßÀÒÌÏÄÁÖ-
ËÉÓ ÀÒÓÄÁÏÁÀÓ ÃÀ ÔÏËÏÁÀÓ:

λ(′)(t0) =
1

2
[λ′+(t0) + λ′−(t0)]. (6)

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. (6) ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄÏÁÓ (5)-ÃÀÍ ÉÌÉÓ ÂÀÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÉÈ,
ÒÏÌ (5)-ÛÉ ÛÄÂÅÉÞËÉÀ ÅßÄÒÏÈ u → 0+, ÒÏÂÏÒÝ ÖÊÅÄ ÀÙ-
ÅÍÉÛÍÄÈ.

ÌÉÖáÄÃÀÅÀÃ ÀÌÉÓÀ, ßÉÍÀÃÀÃÄÁÀ 9.4-ÉÓ ÛÄÁÒÖÍÄÁÖËÉ ÌÀÒÈÄÁÖ-
ËÉÀ ÈÉÈØÌÉÓ ÚÅÄËÂÀÍ, ÒÏÂÏÒÝ ÀÌÀÓ ÀÃÀÓÔÖÒÄÁÓ áÉÍÜÉÍÉÓ ÛÄÌÃÄÂÉ

ÈÄÏÒÄÌÀ 9.6 (áÉÍÜÉÍÉ, [32], ÂÅ. 381). ÈÖ ÆÏÌÀÃ φ ×ÖÍØÝÉÀÓ ÆÏÌÀ-
ÃÉ E ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ÚÏÅÄË ßÄÒÔÉËÆÄ ÀØÅÓ ÓÀÓÒÖËÉ ÓÉÌÄÔÒÉÖËÉ
ßÀÒÌÏÄÁÖËÉ, ÌÀÛÉÍ φ ×ÖÍØÝÉÀÓ E ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ÈÉÈØÌÉÓ ÚÅÄËÀ x0
ßÄÒÔÉËÆÄ ÀØÅÓ ÓÀÓÒÖËÉ ÜÅÄÖËÄÁÒÉÅÉ ßÀÒÌÏÄÁÖËÉ ÃÀ ÀÃÂÉËÉ
ÀØÅÓ ÔÏËÏÁÀÓ φ′(x0) = φ(′))(x0).
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ÂËÖÅÉ ×ÖÍØÝÉÉÓÈÅÉÓ ÓÉÔÖÀÝÉÀ ÓáÅÀÂÅÀÒÉÀ. ÓÀáÄËÃÏÁÒ, ÌÀ-
ÒÈÄÁÖËÉÀ

ßÉÍÀÃÀÃÄÁÀ 9.7 ([16], ÂÅ. 475). x0 ßÄÒÔÉËÆÄ ÂËÖÅ φ ×ÖÍØÝÉÀÓ
ßÀÒÌÏÄÁÖËÉ φ′(x0) ÀØÅÓ ÌÀÛÉÍ ÃÀ ÌáÏËÏÃ ÌÀÛÉÍ, ÒÏÝÀ ÀÒÓÄÁÏÁÓ
ÌÉÓÉÅÄ ÓÉÌÄÔÒÉÖËÉ ßÀÒÌÏÄÁÖËÉ φ(′)(x0). ÒÏÝÀ ÀÒÓÄÁÏÁÓ φ(′)(x0),
ÌÀÛÉÍ ÀÃÂÉËÉ ÀØÅÓ ÔÏËÏÁÀÓ

φ′(x0) = φ(′)(x0). (7)

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÓÀÊÌÀÒÉÓÉÀ ÂÀÌÏÅÉÚÄÍÏÈ ÛÄÌÃÄÂÉ ÔÏËÏÁÀ:

φ(x0 + u) + φ(x0 − u)− 2φ(x0)

u
+
φ(x0 + u)− φ(x0 − u)

u
=

= 2
φ(x0 + u)− φ(x0)

u
. (8)

(ÃÀÌÀÔÄÁÉÈÉ ÉÍ×ÏÒÌÀÝÉÉÓÈÅÉÓ [4], ÂÅ: 159, 165, 166, 281, 326).

10 ÂËÖÅÉ ×ÖÍØÝÉÉÓ ×ÖÒÉÄÓ ÌßÊÒÉÅÉÓ ÊÒÄÁÀÃÏÁÀ

ÈÄÏÒÄÌÀ 10.1. f ∈ L[−π, π] ×ÖÍØÝÉÀÓ ÈÖ ÀØÅÓ ÂËÖÅÏÁÉÓ x0 ßÄÒ-
ÔÉËÉ, ÌÀÛÉÍ f-ÉÓ ×ÖÒÉÄÓ S[f ] ÌßÊÒÉÅÉ ÊÒÄÁÀÃÉÀ x0 ßÄÒÔÉËÆÄ
f(x0) ÌÍÉÛÅÍÄËÏÁÉÓÊÄÍ.

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. §9-ÃÀÍ (1) ÔÏËÏÁÉÓ ÛÄÓÒÖËÄÁÀ ÍÉÛÍÀÅÓ, ÒÏÌ ÚÏÅÄ-
ËÉ ε > 0 ÒÉÝáÅÉÓÈÅÉÓ ÀÒÓÄÁÏÁÓ ÉÓÄÈÉ δ(ε, x0) > 0 ÒÉÝáÅÉ, ÒÏÌ
ÀÃÂÉËÉ ÀØÅÓ ÖÔÏËÏÁÀÓ∣∣∣f(x0 + u) + f(x0 − u)− 2f(x0)

u

∣∣∣ < ε, ÒÏÝÀ 0 < |u| < δ. (1)

§8-ÉÓ (9) ÔÏËÏÁÉÓ ÈÀÍÀáÌÀÃ ÊÉ

Sn(f ;x0)− f(x0) =

=
1

π

δ∫
0

f(x0 + u) + f(x0 − u)− 2f(x0)

u
sinnudu+ o(1), (2)

ÓÀÃÀÝ n-ÆÄ ÃÀ x0-ÆÄ ÃÀÌÏÊÉÃÄÁÖËÉ o(1) ×ÖÍØÝÉÉÓ ÆÙÅÀÒÉ
ÍÖËÉÀ, ÒÏÝÀ n → ∞. ÀÌÉÔÏÌ ÀÒÓÄÁÏÁÓ ÉÓÄÈÉ ÍÀÔÖÒÀËÖÒÉ
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N(x0, ε) ÒÉÝáÅÉ, ÒÏÌ |o(1)| < ε, ÒÏÝÀ n > N(x0, ε). ÀÌÉÓ ÂÀ-
ÌÏ ÃÀ (1) ÖÔÏËÏÁÉÓ ÞÀËÉÈ, (2)-ÃÀÍ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄÏÁÓ ÖÔÏËÏÁÀ
|Sn(f ;x0)− f(x0)| < ε, n > N(x0, ε).

ÌÀÛÀÓÀÃÀÌÄ,
lim
n→∞

Sn(f, x0) = f(x0). (3)

ÛÄÃÄÂÉ 10.2 ([7], ÂÅ. 120). ÈÖ f ∈ L[−π, π] ×ÖÍØÝÉÀÓ ÒÀÉÌÄ x0
ßÄÒÔÉËÆÄ ÀØÅÓ ÓÀÓÒÖËÉ ßÀÒÌÏÄÁÖËÉ f ′(x0), ÌÀÛÉÍ f-ÉÓ ×ÖÒÉÄÓ
S[f ] ÌßÊÒÉÅÉ ÊÒÄÁÀÃÉÀ x0 ßÄÒÔÉËÆÄ f(x0) ÌÍÉÛÅÍÄËÏÁÉÓÊÄÍ.

ÛÄÃÄÂÉ 10.3. ÈÖ f ∈ L[−π, π] ÃÉ×ÄÒÄÍÝÉÒÄÁÀÃÉÀ, Ä.É. ÀØÅÓ ÓÀÓÒÖËÉ
ßÀÒÌÏÄÁÖËÉ, (−π, π) ÉÍÔÄÒÅÀËÉÓ ÚÏÅÄË ßÄÒÔÉËÆÄ, ÌÀÛÉÍ S[f ]
ÊÒÄÁÀÃÉÀ (−π, π) ÉÍÔÄÒÅÀËÉÓ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒ ßÄÒÔÉËÆÄ f-ÉÓ ÛÄÓÀÁÀ-
ÌÉÓÉ ÌÍÉÛÅÍÄËÏÁÉÓÊÄÍ.

ÛÄÍÉÛÅÍÀ 10.4. ÒÏÂÏÒÝ ÖÊÅÄ ÅÉÝÉÈ (Éá. §9), [a, b] ÓÄÂÌÄÍÔÆÄ ÖßÚÅÄÔ
ÃÀ (a, b) ÉÍÔÄÒÅÀËÛÉ ÂËÖÅ ×ÖÍØÝÉÀÓ ßÀÒÌÏÄÁÖËÉ ÀØÅÓ (a, b)-ÛÉ
ÚÅÄËÂÀÍ ÌÊÅÒÉÅ ÓÉÌÒÀÅËÄÆÄ−ÄÓ ÀÒÉÓ ÒÀÉäÌÀÍÉÓ 1919 ßËÉÓ ÛÄ-
ÃÄÂÉ. ÒÀÉäÌÀÍÉÓ ÄÓ ÌÔÊÉÝÄÁÀ ÂÀÀÞËÉÄÒÀ ÆÀËÝÅÀÓÄÒÌÀ (Zalcwasser)
ÈÀÅÉÓ ÂÀÌÏÖØÅÄÚÍÄÁÄË ÛÒÏÌÀÛÉ ÛÄÌÃÄÂÍÀÉÒÀÃ ([12], ÂÅ. 76, ÈÄ-
ÏÒÄÌÀ 3.3): I ÉÍÔÄÒÅÀËÆÄ ÖßÚÅÄÔ ÃÀ ÂËÖÅ F ×ÖÍØÝÉÀÓ ÓÀÓÒÖËÉ
F ′ ßÀÒÌÏÄÁÖËÉ ÀØÅÓ ÊÏÍÔÉÍÖÖÌÉÓ ÓÉÌÞËÀÅÒÉÓ ÓÉÌÒÀÅËÄÆÄ ÚÏ-
ÅÄËÉ ÓÄÂÌÄÍÔÉÃÀÍ, ÒÏÌËÄÁÉÝ ÄÊÖÈÅÍÉÀÍ I ÉÍÔÄÒÅÀËÓ.

ÆÀËÝÅÀÓÄÒÉÓ ÀÌ ÛÄÃÄÂÉÓ ÂÀÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÉÈ, ÈÄÏÒÄÌÀ 10.1-ÃÀÍ
ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄÏÁÓ

ÛÄÃÄÂÉ 10.5. ÈÖ F ∈ L[−π, π] ×ÖÍØÝÉÀ ÖßÚÅÄÔÉ ÃÀ ÂËÖÅÉÀ ÒÀÉÌÄ
ÉÍÔÄÒÅÀËÆÄ I ⊂ [−π, π], ÌÀÛÉÍ I-ÃÀÍ ÀÙÄÁÖË ÚÏÅÄË ÓÄÂÌÄÍÔÆÄ
ÀÒÓÄÁÏÁÓ ÊÏÍÔÉÍÖÖÌÉÓ ÓÉÌÞËÀÅÒÉÓ ÓÉÌÒÀÅËÄ, ÒÏÌËÉÓ ÚÏÅÄË
ßÄÒÔÉËÆÄ F -ÉÓÊÄÍ ÊÒÄÁÀÃÉÀ F -ÉÓ ×ÖÒÉÄÓ ÌßÊÒÉÅÉ S[F ].

11 ×ÖÒÉÄÓ ÌßÊÒÉÅÉÓ ÊÒÄÁÀÃÏÁÉÓ ÃÉÍÉÓ ÍÉÛÀÍÉ

ÒÏÂÏÒÝ ÅÉÝÉÈ, ÒÀÉÌÄ x0 ßÄÒÔÉËÉÓ ÌÉÃÀÌÏÛÉ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖË
φ ×ÖÍØÝÉÀÓ x0 ßÄÒÔÉËÆÄ ÀØÅÓ ÐÉÒÅÄËÉ ÂÅÀÒÉÓ ßÚÅÄÔÀ, ÈÖ x0
ßÄÒÔÉËÆÄ ÌÉÓÉ ÌÀÒãÅÄÍÀ φ(x0 + 0) ≡ limx→x0

x>x0

φ(x) ÃÀ ÌÀÒÝáÄÍÀ

φ(x0 − 0) ≡ limx→x0
x<x0

φ(x) ÆÙÅÒÄÁÉ ÓÀÓÒÖËÉÀ ÃÀ ÓÒÖËÃÄÁÀ ÖÔÏ-

ËÏÁÀ φ(x0 + 0) ̸= φ(x0 − 0).
ÈÖ ÄÓ ÝÀËÌáÒÉÅÉ ÆÙÅÒÄÁÉ ÔÏËÉÀ, ÌÀÛÉÍ φ ×ÖÍØÝÉÀÓ x0

ßÄÒÔÉËÆÄ ÀØÅÓ ÆÙÅÀÒÉ limx→x0 φ(x) ÃÀ ÉÂÉ ÔÏËÉÀ ÝÀËÌáÒÉÅÉ
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ÆÙÅÒÄÁÉÓ ÀÍÖ

φ(x0 + 0) = lim
x→x0

φ(x) = φ(x0 − 0).

ÈÖÊÉ φ(x0) ÓÀÓÒÖËÉÀ ÃÀ ÀÃÂÉËÉ ÀØÅÓ ÔÏËÏÁÀÓ φ(x0) =
limx→x0

φ(x), ÌÀÛÉÍ φ ×ÖÍØÝÉÀ ÖßÚÅÄÔÉÀ x0 ßÄÒÔÉËÆÄ, ÒÀÝ ÓÉÌ-
ÁÏËÖÒÀÃ ÛÄÉÞËÄÁÀ ÂÀÌÏÉÓÀáÏÓ ÀÓÄ:

lim
x→x0

φ(x)− φ(x0) = 0. (1)

ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÀ 11.1 (ËÄÁÄÂÉ). x0 ßÄÒÔÉËÓ ÄßÏÃÄÁÀ ÒÄÂÖËÀÒÖËÉ φ
×ÖÍØÝÉÉÓÈÅÉÓ, ÈÖ ÀÒÓÄÁÏÁÓ ÓÀÓÒÖËÉ φ(x0 − 0) ÃÀ φ(x0 + 0) ÃÀ,
ÂÀÒÃÀ ÀÌÉÓÀ, ÓÒÖËÃÄÁÀ ÔÏËÏÁÀ

φ(x0) =
1

2
[φ(x0 + 0) + φ(x0 − 0)]. (2)

ÝáÀÃÉÀ, ÒÏÌ φ ×ÖÍØÝÉÉÓ ÖßÚÅÄÔÏÁÉÓ ÚÏÅÄËÉ ßÄÒÔÉËÉ, ÈÖ-
ÊÉ ÀÓÄÈÉ ßÄÒÔÉËÉ ÌÀÓ ÂÀÀÜÍÉÀ, ÀÒÉÓ φ ×ÖÍØÝÉÉÓ ÒÄÂÖËÀÒÖËÉ
ßÄÒÔÉËÉ.

ÒÏÝÀ φ ×ÖÍØÝÉÀÓ ÀÒ ÀØÅÓ (2) ÔÏËÏÁÉÈ ÂÀÌÏÓÀáÖËÉ ÈÅÉÓÄÁÀ,
ÌÀÂÒÀÌ ÀÒÓÄÁÏÁÓ ÓÀÓÒÖËÉ φ(x0 + 0) ÃÀ φ(x0−) ÝÀËÌáÒÉÅÉ ÆÙÅ-
ÒÄÁÉ8, ÌÀÛÉÍ ÀÌ ÆÙÅÒÄÁÉÓ ÀÒÉÈÌÄÔÉÊÖË ÓÀÛÖÀËÏÓ ÀÙÍÉÛÍÀÅÄÍ

ÓÉÌÁÏËÏÈÉ
◦
φ ÀÍÖ (Éá. [17], ÂÅ. 739)

◦
φ(x0) =

1

2
[φ(x0 + 0) + φ(x0 − 0)]. (3)

ÀáËÀ ÃÀÅÀÌÔÊÉÝÏÈ ×ÖÒÉÄÓ ÌßÊÒÉÅÉÓ ßÄÒÔÉËÆÄ ÊÒÄÁÀÃÏÁÉÓ
ÃÉÍÉÓ ÛÄÌÃÄÂÉ ÍÉÛÀÍÉ.

ÃÉÍÉÓ ÍÉÛÀÍÉ 11.2 (1880 ß, [7], ÂÅ. 120). ÈÖ f ∈ L[−π, π] ×ÖÍØ-
ÝÉÀ ÉÓÄÈÉÀ, ÒÏÌ ÒÀÉÌÄ x0 ßÄÒÔÉËÉÓÈÅÉÓ ÃÀ ÒÏÌÄËÉÌÄ δ > 0
ÒÉÝáÅÉÓÈÅÉÓ ÀÒÓÄÁÏÁÓ ÉÍÔÄÂÒÀËÉ

δ∫
0

|f(x0 + u) + f(x0 − u)− 2
◦
f(x0)|

u
du, (4)

8(2) ÔÏËÏÁÉÓ ÀÒ ÛÄÓÒÖËÄÁÀ ÛÄÉÞËÄÁÀ ÂÀÌÏßÅÄÖËÉ ÉÚÏÓ ÀÒÀ ÌÀÒÔÏ ÉÌÉÈ,
ÒÏÌ x0 ßÄÒÔÉËÆÄ φ ×ÖÍØÝÉÉÓ ÓÀÓÒÖËÉ φ(x0) ÌÍÉÛÅÍÄËÏÁÀ ÂÀÍÓáÅÀÅÄÁÖËÉÀ
(2) ÔÏËÏÁÉÓ ÌÀÒãÅÄÍÀ ÌáÀÒÉÓÂÀÍ, ÀÒÀÌÄÃ ÉÌÉÈÀÝ, ÒÏÌ ÀÒ ÀÒÓÄÁÏÁÓ ÄÒÈ-ÄÒÈÉ
ÝÀËÌáÒÉÅÉ ÆÙÅÀÒÉ ÀÍ ÏÒÉÅÄ ÊÉ ÀÒÓÄÁÏÁÓ, ÌÀÂÒÀÌ ÄÒÈ-ÄÒÈÉ ÖÓÀÓÒÖËÏÀ.
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ÌÀÛÉÍ f ×ÖÍØÝÉÉÓ ×ÖÒÉÄÓ S[f ] ÌßÊÒÉÅÉ ÊÒÄÁÀÃÉÀ x0 ßÄÒÔÉËÆÄ
◦
f(x0) ÌÍÉÛÅÍÄËÏÁÉÓÊÄÍ, ÓÉÌÁÏËÖÒÀÃ

S[f ](x0) =
◦
f(x0). (5)

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. (4) ÉÍÔÄÂÒÀËÉÓ ÀÒÓÄÁÏÁÀ ÍÉÛÍÀÅÓ ÚÏÅÄËÉ ε > 0
ÒÉÝáÅÉÓÈÅÉÓ ÉÓÄÈÉ η(x0, ε) > 0 ÒÉÝáÅÉÓ ÀÒÓÄÁÏÁÀÓ, ÒÏÌ ÀÃÂÉËÉ
ÀØÅÓ ÖÔÏËÏÁÀÓ

η∫
0

∣∣f(x0 + u) + f(x0 − u)− 2
◦
fx0

∣∣du
u
< ε. (6)

ÒÀÃÂÀÍ | sinnu| ≤ 1 ÚÏÅÄËÉ n-ÉÓÈÅÉÓ ÃÀ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ u-ÉÓÈÅÉÓ,
ÀÌÉÔÏÌ

∣∣∣∣
η∫

0

[
f(x0 + u) + f(x0 − u)− 2

◦
f(x0)

] sinnu
u

du

∣∣∣∣ < ε. (7)

ÌÄÏÒÄ ÌáÒÉÅ, ×ÖÍØÝÉÀ l(u) = f(x0+u)+f(x0−u)−2
◦
fx0

u ãÀÌÄÁÀÃÉÀ (η, δ)

ÉÍÔÄÒÅÀËÆÄ. ÀÌÉÔÏÌ ÒÉÌÀÍ-ËÄÁÄÂÉÓ ÈÄÏÒÄÌÉÓ ÞÀËÉÈ 9 (Éá. ÈÀÅÉ
3, §9)

lim
n→∞

δ∫
η

[f(x0 + u) + f(x0 − u)− 2
◦
fx0

u

]
sinnudu = 0. (8)

(7) ÃÀ (8) ÃÀÌÏÊÉÃÄÁÖËÄÁÄÁÉÃÀÍ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄÏÁÓ

lim
n→∞

δ∫
0

[f(x0 + u) + f(x0 − u)− 2
◦
fx0]

sinnu

u
du = 0,

ÒÀÝ ÍÉÛÍÀÅÓ ÔÏËÏÁÀÓ (Éá. §8, ÔÏËÏÁÀ (7))

lim
n→∞

Sn(f ;x0) =
◦
f(x0). (9)

9ÒÉÌÀÍ-ËÄÁÄÂÉÓ ÈÄÏÒÄÌÀ ÌÀÒÈÄÁÖËÉÀ [a, b] ⊂ [−π, π] ÓÄÂÌÄÍÔÆÄ ãÀÌÄÁÀÃÉ ÚÏ-
ÅÄËÉ φ ×ÖÍØÝÉÉÓÈÅÉÓ. ÀÌÉÓ ÃÀÓÀÍÀáÀÃ, ÓÀÊÌÀÒÉÓÉÀ ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ ÀáÀËÉ ×ÖÍØÝÉÀ
ψ(x) = φ(x), ÒÏÝÀ x ∈ [a, b] ÃÀ ψ(x) = 0, ÒÏÝÀ x ∈ [−π, π]\[a, b].
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ÛÄÃÄÂÉ 11.3. ÈÖ f ∈ L[−π, π] ×ÖÍØÝÉÉÓÈÅÉÓ x0 ßÄÒÔÉËÉ ÒÄÂÖËÀ-
ÒÖËÉÀ, ÊÄÒÞÏÃ, ÈÖ f ÖßÚÅÄÔÉÀ x0 ßÄÒÔÉËÆÄ ÃÀ ÒÏÌÄËÉÌÄ δ > 0
ÒÉÝáÅÉÓÈÅÉÓ ÀÒÓÄÁÏÁÓ ÉÍÔÄÂÒÀËÉ (Éá. ÈÄÏÒÄÌÀ 8.1)

δ∫
0

|Ff (x0, u)|
u

du, (10)

ÌÀÛÉÍ
S[f ](x0) = f(x0). (11)

ÛÄÃÄÂÉ 11.4 ([7], ÂÅ. 120). ÅÈØÅÀÈ, f ∈ L[−π, π] ×ÖÍØÝÉÀ x0 ßÄÒÔÉ-
ËÉÓ ÌÉÃÀÌÏÛÉ ÀÊÌÀÚÏ×ÉËÄÁÓ ËÉÐÛÉÝÉÓ α > 0 ÐÉÒÏÁÀÓ 10

|f(x0 + u)− f(x0)| ≤ k|u|α, (12)

ÓÀÃÀÝ α > 0 ÃÀ |u| ≤ δ. ÌÀÛÉÍ (4) ÉÍÔÄÂÒÀËÉ ÀÒÓÄÁÏÁÓ11 ÃÀ f
×ÖÍØÝÉÀ ÖßÚÅÄÔÉÀ x0 ßÄÒÔÉËÆÄ. ÀÌÉÔÏÌ, ÔÏËÏÁÀ (11)-ÉÓ ÞÀËÉÈ
ÂÅÀØÅÓ

S[f ](x0) = f(x0). (13)

12 ×ÖÒÉÄÓ ÌßÊÒÉÅÉÓ ÊÒÄÁÀÃÏÁÉÓ ÑÏÒÃÀÍÉÓ ÍÉÛÀÍÉ

ÑÏÒÃÀÍÉÓ ÈÄÏÒÄÌÉÓ ÞÀËÉÈ, ÓÀÓÒÖËÉ ÅÀÒÉÀÝÉÉÓ ×ÖÍØÝÉÀ ÛÄ-
ÉÞËÄÁÀ ßÀÒÌÏÅÀÃÂÉÍÏÈ ÏÒÉ ÆÒÃÀÃÉ ×ÖÍØÝÉÉÓ ÓáÅÀÏÁÉÓ ÓÀáÉÈ,
ÒÏÌÄËÈÀÂÀÍ ÈÉÈÏÄÖËÉ ÓÀÓÒÖËÉ ÅÀÒÉÀÝÉÉÓ ÌØÏÍÄÀ ([1], ÂÅ. 303,
309). ÌÏÍÏÔÏÍÖÒÉ ×ÖÍØÝÉÀ ÊÉ ÀÒÉÓ ÖßÚÅÄÔÉ ÀÍ ÀØÅÓ ÐÉÒÅÄËÉ ÂÅÀ-
ÒÉÓ ßÚÅÄÔÀ ÃÀ ÀÓÄÈ ßÄÒÔÉËÈÀ ÓÉÌÒÀÅËÄ ÓÀÓÒÖËÉÀ ÀÍ ÈÅËÀÃÉ
([1], ÂÅ. 287, 288). ÈÖ ÓÀÓÒÖËÉ ÅÀÒÉÀÝÉÉÈ ×ÖÍØÝÉÀ ÖßÚÅÄÔÉÝÀÀ,
ÌÀÛÉÍ ÌÉÓ ßÀÒÌÏÃÂÄÍÀÛÉ ÌÏÍÀßÉËÄ ÆÒÃÀÃÉ ×ÖÍØÝÉÄÁÉÝ ÖßÚÅÄÔÉÀ.

ÈÄÏÒÄÌÀ 12.1 (ÑÏÒÃÀÍÉ, 1881 ß., [7], ÂÅ. 121). ÈÖ f ∈ L[−π, π] ×ÖÍØÝÉÀ
ÀÒÉÓ ÓÀÓÒÖËÉ ÅÀÒÉÀÝÉÉÈ [a, b] ⊂ [−π, π] ÓÄÂÌÄÍÔÆÄ, ÌÀÛÉÍ ÌÉÓÉ
×ÖÒÉÄÓ S[f ] ÌßÊÒÉÅÉ ÊÒÄÁÀÃÉÀ (a, b) ÉÍÔÄÒÅÀËÆÄ. ÀÌÀÓÈÀÍ ÄÒÈÀÃ,
S[f ] ÌßÊÒÉÅÉÓ ãÀÌÉÀ f(x0), ÒÏÝÀ ßÄÒÔÉËÉ x0 ∈ (a, b) ÀÒÉÓ f

×ÖÍØÝÉÉÓ ÖßÚÅÄÔÏÁÉÓ ßÄÒÔÉËÉ ÃÀ ÀÒÉÓ
◦
f(x0), ÒÏÝÀ x0 ÀÒÉÓ f-

ÉÓ ßÚÅÄÔÉÓ ßÄÒÔÉËÉ. ÂÀÒÃÀ ÀÌÉÓÀ, ÈÖÊÉ f ×ÖÍØÝÉÀ ÖßÚÅÄÔÉÝÀÀ

10ÛÄÌÈáÅÄÅÀ α = 1 ÂÀÍáÉËÖËÉ ÉÚÏ ÀÃÒÄ (Éá. ÈÀÅÉ 3, §10).
11(4) ÉÍÔÄÂÒÀËÉ ≤ 2k

∫ δ
0
uα

u
du = 2k

∫ δ
0 u

α−1du = 2k limt→0

∫ δ
t u

α−1du =

2k limt→0

[
uα

α

]u=δ
u=t

= 2k 1
α
limt→0[δα − tα] = 2k

α
δα.
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(a, b) ÉÍÔÄÒÅÀËÛÉ, ÌÀÛÉÍ S[f ] ÌßÊÒÉÅÉ ÈÀÍÀÁÒÀÃ ÊÒÄÁÀÃÉÀ ÚÏÅÄË
[a′, b′] ⊂ (a, b) ÓÄÂÌÄÍÔÆÄ f(x)-ÉÓÊÄÍ, ÒÏÝÀ x ∈ [a′, b′].

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÆÄÌÏÀÙÍÉÛÍÖËÉÓ ÞÀËÉÈ, f ×ÖÍØÝÉÀ ßÀÒÌÏÃÂÄÍÀÃÉÀ
ÆÒÃÀÃÉ f1 ÃÀ f2 ×ÖÍØÝÉÄÁÉÓ ÓáÅÀÏÁÉÓ ÓÀáÉÈ f = f1−f2. ÀÌÀÓÈÀÍ,
S[f ] = S[f1−f2] = S[f1]−S[f2] (Éá. ÈÀÅÉ 3, §12). ÀÌÂÅÀÒÀÃ, ÈÖ ÈÄ-
ÏÒÄÌÀ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉ ÉØÍÄÁÀ S[f1] ÃÀ S[f2] ÌßÊÒÉÅÄÁÉÓÈÅÉÓ, ÌÀÛÉÍ
ÉÂÉ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉ ÉØÍÄÁÀ S[f ]-ÓÀÝ. ÀÌÉÔÏÌ, ÈÀÅÉÃÀÍÅÄ ÛÄÂÅÉÞËÉÀ
ÅÉÂÖËÉÓáÌÏÈ, ÒÏÌ f ×ÖÍØÝÉÀ ÆÒÃÀÃÉÀ [a, b] ÓÄÂÌÄÍÔÆÄ.

ÒÀÃÂÀÍ
◦
f(x0) =

1

2
[f(x0 + 0) + f(x0 − 0)], (1)

ÀÌÉÔÏÌ

f(x0 + u) + f(x0 − u)− 2
◦
f(x0) =

= [f(x0 + u)− f(x0 + 0)] + [f(x0 − u)− f(x0 − 0)]. (1′)

ÀØ ÈÉÈÏÄÖË ÊÅÀÃÒÀÔÖË ×ÒÜáÉËÛÉÂÀ ÓáÅÀÏÁÀ ÀÒÀÖÀÒÚÏ×ÉÈÉÀ
ÃÀ ßÀÒÌÏÀÃÂÄÍÓ ÆÒÃÀÃ ×ÖÍØÝÉÀÓ u-Ó ÌÉÌÀÒÈ.

x0 ∈ (a, b) ßÄÒÔÉËÉÓÈÅÉÓ ÀÒÓÄÁÏÁÓ δ = δ(x0) > 0 ÉÓÄÈÉ ÒÉÝá-
ÅÉ, ÒÏÌ x0 ± δ ∈ (a, b) ÃÀ

0 ≤ f(x0 + u)− f(x0 + 0) < ε, ÒÏÝÀ 0 ≤ u ≤ δ. (2)

ÒÀÃÂÀÍ f(x0 + u)− f(x0 + 0) ßÀÒÌÏÀÃÂÄÍÓ u-Ó ÆÒÃÀÃ ÃÀ ÀÒÀ-
ÖÀÒÚÏ×ÉÈ ×ÖÍØÝÉÀÓ, ÀÌÉÔÏÌ ÓÀÛÖÀËÏ ÌÍÉÛÅÍÄËÏÁÉÓ ÌÄÏÒÄ ×Ï-
ÒÌÖËÉÈ ÀÍÖ, ÒÀÝ ÉÂÉÅÄÀ, ÁÏÍÄÓ ×ÏÒÌÖËÉÈ12,

b∫
a

f(x)g(x)dx = g(b)

b∫
c

f(x)dx.

12ÈÖ f ∈ L[a, b] ÃÀ g(x) ÆÒÃÀÃÉÀ ÃÀ g(a) ≥ 0, ÌÀÛÉÍ [a, b] ÓÄÂÌÄÍÔÆÄ ÀÒÓÄÁÏÁÓ
ÄÒÈÉ ÌÀÉÍÝ ÉÓÄÈÉ c ßÄÒÔÉËÉ, ÒÏÌ (Éá. [1]; ÂÅ. 515) ÀÃÂÉËÉ ÀØÅÓ ÔÏËÏÁÀÓ

b∫
a

f(x)g(x)dx = g(b)

b∫
c

f(x)dx.
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δ∫
0

[f(x0 + u)− f(x0 + 0)]
sinnu

u
du =

= [f(x0 + δ)− f(x0 + 0)]

δ∫
δ1

sinnu

u
du, (3)

ÓÀÃÀÝ 0 < δ1 < δ. ÀÌÀÅÄ ÃÒÏÓ (Éá. [7], ÂÅ. 114)

∣∣∣∣
δ∫

δ1

sinnu

u
du

∣∣∣∣ < 2π ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ n− ÉÓÈÅÉÓ. (4)

(2) ÃÀ (4) ÖÔÏËÏÁÄÁÉÓ ÂÀÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÉÈ, (3) ÔÏËÏÁÉÃÀÍ
ÂÅÀØÅÓ ∣∣∣∣

δ∫
0

[f(x0 + u)− f(x0 + 0)
sinnu

u
du

∣∣∣∣ < 2πε. (5)

ÀÍÀËÏÂÉÖÒÉ ÌÓãÄËÏÁÉÈ ÌÉÅÉÙÄÁÈ, ÒÏÌ

∣∣∣∣
δ∫

0

[f(x0 − u)− f(x0 − 0)
sinnu

u
du

∣∣∣∣ < 2πε. (6)

(1′) ÔÏËÏÁÉÓ ÂÀÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÉÈ, ÖÊÀÍÀÓÊÍÄËÉ ÏÒÉ ÖÔÏËÏÁÉÃÀÍ
ÅÙÄÁÖËÏÁÈ

∣∣∣∣
δ∫

0

[f(x0 + u)− f(x0 − u)− 2
◦
f(x0)]

sinnu

u
du

∣∣∣∣ < 4πε. (7)

ÄÓ ÊÉ ÍÉÛÍÀÅÓ §8-ÃÀÍ ÔÏËÏÁÀ (4)-ÉÓ ÛÄÓÒÖËÄÁÀÓ ÌÍÉÛÅÍÄËÏ-

ÁÉÓÈÅÉÓ L =
◦
f(x0) ÀÍÖ, ÒÀÝ ÉÂÉÅÄÀ, S[f ] ÌßÊÒÉÅÉ x0 ∈ (a, b)

ßÄÒÔÉËÆÄ ÊÒÄÁÀÃÉÀ ÌÍÉÛÅÍÄËÏÁÉÓÊÄÍ
◦
f(x0).

ÀáËÀ ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ ÉÓ ÛÄÌÈáÅÄÅÀ, ÒÏÝÀ [a, b] ÓÄÂÌÄÍÔÆÄ ÓÀÓ-
ÒÖËÉ ÅÀÒÉÀÝÉÉÓ ÌØÏÍÄ f ×ÖÍØÝÉÀ ÖßÚÅÄÔÉÀ ÙÉÀ (a, b) ÉÍÔÄÒÅÀ-
ËÛÉ ÃÀ ÓÄÂÌÄÍÔÉ [a′, b′] ÄÊÖÈÅÍÉÓ (a, b)-Ó. ÌÀÛÉÍ ÀÒÓÄÁÏÁÓ ÉÓÄÈÉ
δ2(ε) > 0 ÒÉÝáÅÉ, ÒÏÌ

|f(x+u)−f(x)| < ε, |f(x−u)−f(x)| < ε ÒÏÝÀ a′ ≤ x ≤ b′ ÃÀ 0 < u ≤ δ2.
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ßÉÍÀ ÌÓãÄËÏÁÄÁÉ ÞÀËÀÛÉÀ, ÈÖ x0 ÛÄÝÅËÉËÉÀ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ x-ÉÈ
[a′, b′]-ÃÀÍ. ÀÌÉÓ ÂÀÌÏ

∣∣∣∣
δ∫

0

[f(x+ u) + f(x− u)− 2f(x)]
sinnu

u
du

∣∣∣∣ < 4πε, ÒÏÝÀ a′ ≤ x ≤ b′.

ÄÓ ÍÉÛÍÀÅÓ S[f ] ÌßÊÒÉÅÉÓ ÈÀÍÀÁÀÒ ÊÒÄÁÀÃÏÁÀÓ [a′, b′] ÓÄÂÌÄÍÔÆÄ
f(x) ÌÍÉÛÅÍÄËÏÁÄÁÉÓÊÄÍ, x ∈ [a′, b′]. ÈÄÏÒÄÌÀ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉÀ.

ÑÏÒÃÀÍÉÓ ÀÌ ÈÄÏÒÄÌÉÃÀÍ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄÏÁÓ

ÈÄÏÒÄÌÀ 12.2 ([7], ÂÅ. 122). ÈÖ f ×ÖÍØÝÉÀ ÀÒÉÓ ÓÀÓÒÖËÉ ÅÀÒÉ-
ÀÝÉÉÓ ÌØÏÍÄ ÃÀ ÖßÚÅÄÔÉ [−π, π] ÓÄÂÌÄÍÔÆÄ ÃÀ ÀÌÀÓÈÀÍ ÓÒÖËÃÄÁÀ
f(−π) = f(π) ÔÏËÏÁÀ ÀÍÖ, ÒÀÝ ÉÂÉÅÄÀ, ÈÖ f ÖßÚÅÄÔÉÀ ßÒÄßÉÒÆÄ
ÃÀ ÀØÅÓ ÓÀÓÒÖËÉ ÅÀÒÉÀÝÉÀ [−π, π]-ÆÄ, ÌÀÛÉÍ S[f ] ÌßÊÒÉÅÉ ÈÀÍÀ-
ÁÒÀÃ ÊÒÄÁÀÃÉÀ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒ ÓÄÂÌÄÍÔÆÄ [A,B] ⊂ (−∞,+∞). ÊÄÒÞÏÃ,
ÀÌ ÃÀÓÊÅÍÀÓ ÀÃÂÉËÉ ÀØÅÓ ÈÖ f ÀÁÓÏËÖÔÖÒÀÃ ÖßÚÅÄÔÉÀ [−π, π]-
ÆÄ ÃÀ ÓÒÖËÃÄÁÀ ÔÏËÏÁÀ f(−π) = f(π) ÀÍÖ, ÒÀÝ ÉÂÉÅÄÀ, ÈÖ f
ÀÁÓÏËÖÔÖÒÀÃ ÖßÚÅÄÔÉÀ ßÒÄßÉÒÆÄ.

ÛÄÍÉÛÅÍÀ 12.3. ÒÏÝÀ ÅÓÀÖÁÒÏÁÈ u ÝÅËÀÃÉÓ f(x0 +u)+ f(x0 −u)−

2
◦
f(x0) ×ÖÍØÝÉÀÆÄ, ÝáÀÃÉÀ ÅÂÖËÉÓáÌÏÁÈ f-ÉÓ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖËÏÁÀÓ

x0 ßÄÒÔÉËÉÓ ÌÉÃÀÌÏÛÉ ÃÀ 2
◦
f(x0) = f(x0 +0)+ f(x0 − 0) ÌÍÉÛÅÍÄ-

ËÏÁÉÓ ÓÀÓÒÖËÏÁÀÓ, ÒÀÝ, ÈÀÅÉÓ ÌáÒÉÅ, ÂÖËÉÓáÌÏÁÓ ÝÀËÌáÒÉÅÉ
f(x0+0) ÃÀ f(x0−0) ÆÙÅÒÄÁÉÓ ÀÒÓÄÁÏÁÀÓÀ ÃÀ ÌÀÈ ÓÀÓÒÖËÏÁÀÓ.

ÒÏÝÀ ÒÀÉÌÄ ×ÀØÔÉÓ ÃÀÓÀÃÂÄÍÀÃ ßÉÍÀÐÉÒÏÁÀÃ ÌÏÈáÏÅÍÉËÉÀ,
ÒÏÌ f ×ÖÍØÝÉÉÓ ÌÍÉÛÅÍÄËÏÁÀ x0 ßÄÒÔÉËÆÄ ÀÒÉÓ 1

2 [f(x0 + 0) +
f(x0 − 0)] ÀÍÖ,ÒÀÝ ÉÂÉÅÄÀ, x0 ÀÒÉÓ f-ÉÓ ÒÄÂÖËÀÒÖËÉ ßÄÒÔÉËÉ,
ÄÓ ÂÀÒÊÅÄÖËßÉËÀÃ ÆÙÖÃÀÅÓ f ×ÖÍØÝÉÀÓ ÃÀ ÈÀÍÀÝ, ÂÀÌÉÆÍÖËÉ
×ÀØÔÉÓÈÅÉÓ ÄÓ ÀÒÝ ÊÉ ÀÒÉÓ ÀÒÓÄÁÉÈÉ. ÌÀÒÈËÀÝ, ÂÀÌÉÆÍÖËÉ
×ÀØÔÉÓ ÃÀÃÂÄÍÉÓÀÓ ÌÈÀÅÀÒÉÀ ÈÅÉÈ ÌÍÉÛÅÍÄËÏÁÀ 1

2 [f(x0 + 0) +
f(x0 − 0)] ÃÀ ÀÒÀ ÉÓ, ÒÏÌ ÀÌ ÌÍÉÛÅÍÄËÏÁÀÓ f ÙÄÁÖËÏÁÓ x0
ßÄÒÔÉËÆÄ.

ÄÒÈáÄË ÊÉÃÄÅ, ÒÀÙÀÝ ÐÉÒÏÁÄÁÛÉ ×ÖÒÉÄÓ ÌßÊÒÉÅÉÓ x0 ßÄÒÔÉ-
ËÆÄ 1

2 [f(x0+0)+f(x0−0)] ÌÍÉÛÅÍÄËÏÁÉÓÊÄÍ ÊÒÄÁÀÃÏÁÀ ÉÌ ÌÏÈáÏ-
ÅÍÉÈ, ÒÏÌ x0 ÉÚÏÓ ÒÄÂÖËÀÒÖËÉ ßÄÒÔÉËÉ f-ÉÓÈÅÉÓ, ÊÒÄÁÀÃÏÁÀ
ÀÒ ÓÀàÉÒÏÄÁÓ. ÓÀØÌÄ ÉÓÀÀ, ÒÏÌ ÀÌÃÀÂÅÀÒ ÈÄÏÒÄÌÄÁÛÉ ÊÒÄÁÀÃÏÁÀ
1
2 [f(x0 + 0) + f(x0 − 0)] ÌÍÉÛÅÍÄËÏÁÉÓÊÄÍ ÌÔÊÉÝÃÄÁÀ ÉÌÉÓÂÀÍ ÃÀ-
ÌÏÖÊÉÃÄÁËÀÃ, ÀÒÉÓ ÈÖ ÀÒ ÀÒÉÓ ÄÓ ÀÒÉÈÌÄÔÉÊÖËÉ ÓÀÛÖÀËÏ f
×ÖÍØÝÉÉÓ ÌÍÉÛÅÍÄËÏÁÀ x0 ßÄÒÔÉËÆÄ.
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ÀÌÉÔÏÌÀÀ, ÒÏÌ ×ÖÒÉÄÓ ÌßÊÒÉÅÉÓ ÊÒÄÁÀÃÏÁÉÓ ÃÉÍÉÓÀ ÃÀ ÑÏÒÃÀ-

ÍÉÓ ÀØ ÌÏÔÀÍÉË ×ÏÒÌÖËÉÒÄÁÄÁÛÉ ×ÉÂÖÒÉÒÄÁÓ
◦
f(x0) ÌÍÉÛÅÍÄËÏÁÀ

(Éá. §11-ÃÀÍ ÈÄÏÒÄÌÀ 11.2 ÃÀ §12-ÃÀÍ ÈÄÏÒÄÌÀ 12.1).

13 ×ÖÒÉÄÓ ÌßÊÒÉÅÉÓ ÊÒÄÁÀÃÏÁÉÓ ÅÀËÄ ÐÖÓÄÍÉÓ ÍÉÛÀÍÉ

ÀáËÀ ÃÀÅÀÌÔÊÉÝÏÈ ÅÀËÄ ÐÖÓÄÍÉÓ ÈÄÏÒÄÌÀ, ÒÏÌÄËÛÉÝ ×ÉÂÖ-
ÒÉÒÄÁÓ §8-ÛÉ ÔÏËÏÁÀ (6)-ÉÈ ÌÉÙÄÁÖËÉ

Ff (x, u) = f(x+ u) + f(x− u)− 2f(x) (1)

ÀÙÍÉÛÅÍÉÓÂÀÍ ÂÀÍÓáÅÀÅÄÁÖËÉ ÛÄÌÃÄÂÉ ÀÙÍÉÛÅÍÀ

◦
F f (x, u) = f(x+ u) + f(x− u)− 2

◦
f(x), (2)

ÓÀÃÀÝ (Éá. §11, ÔÏËÏÁÀ (3))

◦
f(x) =

1

2
[f(x+ 0) + f(x− 0)]. (3)

ÈÄÏÒÄÌÀ 13.1 (ÅÀËÄ ÐÖÓÄÍÉ, 1911 ß., [7], ÂÅ. 247). ÅÈØÅÀÈ t > 0,

ωx0(t) =
1

t

t∫
0

◦
F f (x0, u)du, ωx0(0) = 0 (4)

ÃÀ ÅÈØÅÀÈ
lim
t→0+

ωx0(t) = 0. (5)

ÈÖÊÉ ωx0(t) ×ÖÍØÝÉÀÓ ÀØÅÓ ÓÀÓÒÖËÉ ÅÀÒÉÀÝÉÀ ÒÀÉÌÄ [0, δ] ÓÄ-
ÂÌÄÍÔÆÄ, ÌÀÛÉÍ ÀÃÂÉËÉ ÀØÅÓ ÔÏËÏÁÀÓ

S[f ](x0) =
◦
f(x0). (6)

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÒÀÃÂÀÍ tωx0(t) =
∫ t
0

◦
F f (x0, u)du, ÀÌÉÔÏÌ ÈÉÈØÌÉÓ ÚÅÄ-
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ËÀ t-ÓÈÅÉÓ [0, δ]-ÃÀÍ (tωx0(t))
′ =

◦
F f (x0, t) ÃÀ

δ∫
0

◦
F f (x0, u)

sinnu

u
du =

δ∫
0

[uωx0(u)]
′ sinnu

u
du =

=

δ∫
0

uω′
x0
(u)

sinnu

u
du+

δ∫
0

ω′
x0
(u)

sinnu

u
du =

=

δ∫
0

ω′
x0
(u) sinnudu+

δ∫
0

ωx0(u)
sinnu

u
du ≡ I1 + I2.

ÒÀÃÂÀÍ ωx0(u) ÀÒÉÓ ÓÀÓÒÖËÉ ÅÀÒÉÀÝÉÉÈ [0, δ] ÓÄÂÌÄÍÔÆÄ, ÀÌÉ-
ÔÏÌ ÌÉÓÉ ω′

x0
(u) ßÀÒÌÏÄÁÖËÉ ãÀÌÄÁÀÃÉÀ [0, δ]-ÆÄ (Éá. [18], ÂÅ. 205)

ÃÀ ÒÉÌÀÍ-ËÄÁÄÂÉÓ ÈÄÏÒÄÌÉÓ ÈÀÍÀáÌÀÃ (Éá. ÈÀÅÉ 3, §9, ÈÄÏÒÄÌÀ
9.2)

lim
n→∞

I1 = 0, (7)

ÒÏÂÏÒÝ [−π, π]-ÆÄ ãÀÌÄÁÀÃÉ

ψ(u) =

{
ω′
x0
(u), ÒÏÝÀ, u ∈ [0, δ],

0, ÒÏÝÀ, u = [−π, π]\[0, δ]

×ÖÍØÝÉÉÓ ×ÖÒÉÄÓ ÊÏÄ×ÉÝÉÄÍÔÉ.
ÀáËÀ ÅÀÜÅÄÍÏÈ I2 ÉÍÔÄÂÒÀËÉÓ ÓßÒÀ×ÅÀ ÍÖËÉÓÊÄÍ, ÒÏÝÀ

n → ∞. ÀÌ ÌÉÆÍÉÈ ÛÄÅÍÉÛÍÏÈ, ÒÏÌ ωx0(t) ×ÖÍØÝÉÀ ÖßÚÅÄÔÉÀ
t = 0 ßÄÒÔÉËÆÄ (ÒÀÃÂÀÍ (5) ÔÏËÏÁÀ ÛÄÉÞËÄÁÀ ÀÓÄ ÜÀÉßÄÒÏÓ:
limt→0+ ωx0(t) = ωx0(0)) ÃÀ ÀÒÉÓ ÓÀÓÒÖËÏ ÅÀÒÉÀÝÉÉÓ ÌØÏÍÄ [0, δ]-
ÆÄ. ÀÌÉÔÏÌ, ÑÏÒÃÀÍÉÓ ÈÄÏÒÄÌÉÈ S[ωx0 ](0) = 0. ÄÓ ÊÉ ÍÉÛÍÀÅÓ
ÔÏËÏÁÀÓ (Éá. §8, ÔÏËÏÁÀ (7))

lim
n→∞

δ∫
0

[ωx0(0 + u) + ωx0(0− u)− 2ωx0(0)]
sinnu

u
du = 0

ÀÍÖ

lim
n→∞

δ∫
0

[ωx0(u) + ωx0(u)]
sinnu

u
du = 0. (8)
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ÌÀÒÈËÀÝ, u ÝÅËÀÃÉÓ ×ÖÍØÝÉÀ
◦
F f (x0, u) ËÖßÉÀ. ÀÌÉÔÏÌ

t∫
0

◦
F f (x0, u)du =

0∫
−t

◦
F f (x0, u)du = −

−t∫
0

◦
F f (x0, u)du

ÃÀ

1

t

t∫
0

◦
F f (x0, u)du =

1

−t

−t∫
0

◦
F f (x0, u)du = ωx0(−t), Ä.É.

ωx0(−t) = ωx0(t), t ≥ 0. (9)

ÀÌÉÓ ÂÀÌÏ, (8)-ÃÀÍ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄÏÁÓ

lim
n→∞

δ∫
0

ωx0(u)
sinnu

u
du = 0. (10)

(7) ÃÀ (10) ÔÏËÏÁÄÁÉÓ ÞÀËÉÈ ÅÙÄÁÖËÏÁÈ

lim
n→∞

δ∫
0

◦
F f (x0, u)

sinnu

u
du = 0. (11)

ÄÓ ÊÉ ÍÉÛÍÀÅÓ (6) ÔÏËÏÁÀÓ, ÒÀÃÂÀÍÀÝ §8-ÉÓ (7) ÔÏËÏÁÀÛÉ

Ff (x, u)-Ó ÀÃÂÉËÀÓ ÀáËÀ ÂÅÀØÅÓ
◦
F f (x0, u), ÓÀÉÃÀÍÀÝ ÉÌÀÅÄ ÐÀÒÀ-

ÂÒÀ×ÉÓ 8.1 ÈÄÏÒÄÌÉÓ ÞÀËÉÈ S[f ] ÊÒÄÁÀÃÉÀ x0 ßÄÒÔÉËÆÄ
◦
f(x0)

ÌÍÉÛÅÍÄËÏÁÉÓÊÄÍ. ÈÄÏÒÄÌÀ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉÀ.

14 ×ÖÒÉÄÓ ÌßÊÒÉÅÉÓ ÊÒÄÁÀÃÏÁÉÓ ÉÀÍÂÉÓ, ËÄÁÄÂÉÓ,
ËÄÁÄÂ-ÂÄÒÂÄÍÉÓ ÍÉÛÍÄÁÉ ÃÀ ÃÀÌÏÊÉÃÄÁÖËÄÁÀÍÉ ÊÒÄ-
ÁÀÃÏÁÉÓ ÍÉÛÍÄÁÓ ÛÏÒÉÓ

×ÖÒÉÄÓ ÌßÊÒÉÅÉÓ ÊÒÄÁÀÃÏÁÉÓ ÖÊÅÄ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉ ÃÉÍÉÓ, ÑÏÒ-
ÃÀÍÉÓ ÃÀ ÅÀËÄ ÐÖÓÄÍÉÓ ÍÉÛÍÄÁÉÓ ÂÀÒÃÀ, ÀÒÓÄÁÏÁÓ ÊÉÃÄÅ ÒÀÌÃÄ-
ÍÉÌÄ ÍÉÛÀÍÉ, ÒÏÌÄËÈÀ ÛÄÓÀáÄÁ ÉÍ×ÏÒÌÀÝÉÀ ÀØ ÌÏÝÄÌÖËÉ ÉØÍÄÁÀ
ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÉÓ ÂÀÒÄÛÄ,

1. ÃÀÅÉßÚÏÈ ÉÀÍÂÉÓ ÈÄÏÒÄÌÉÈ.
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ÈÄÏÒÄÌÀ 14.1 (ÉÀÍÂÉ, 1916 ß., [7], ÂÅ. 249). ÅÈØÅÀÈ:

1)
◦
F f (x0, u) → 0, ÒÏÝÀ u→ 0;

2) ψ(t) = t
◦
F f (x0, t) ×ÖÍØÝÉÀÓ ÓÀÓÒÖËÉ ÅÀÒÉÀÝÉÀ ÀØÅÓ (0, δ)

ÉÍÔÄÒÅÀËÆÄ;
3) ψ ×ÖÍØÝÉÉÓ Vψ(h) ÅÀÒÉÀÝÉÀÓ (0, h) ÉÍÔÄÒÅÀËÆÄ ÀØÅÓ ÈÅÉ-

ÓÄÁÀ
Vψ(h) = O(h). (1)

ÌÀÛÉÍ S[f ] ÊÒÄÁÀÃÉÀ x0 ßÄÒÔÉËÆÄ
◦
f(x0) ÌÍÉÛÅÍÄËÏÁÉÓÊÄÍ.

ÈÄÏÒÄÌÀ 14.2 (ËÄÁÄÂÉ, 1905 ß., [7], ÂÅ. 254). ÈÖ

lim
h→0+

δ∫
h

∣∣∣ ◦
F f (x0, u+ h)

u+ h
−

◦
F f (x0, u)

u

∣∣∣du = 0, (2)

ÌÀÛÉÍ

S[f ](x0) =
◦
f(x0). (3)

ÀÌÀÓÈÀÍ ÄÒÈÀÃ, ÐÉÒÏÁÀ (2) ÄÊÅÉÅÀËÄÍÔÖÒÉÀ ÛÄÌÃÄÂÉ ÏÒÉ ÐÉ-
ÒÏÁÉÓ ([7], ÂÅ. 257):

t∫
0

|
◦
F f (x0, u)|du = o(t), t→ 0 (4)

δ∫
h

∣∣∣ ◦
F f (x0, u+ h)−

◦
F f (x0, u)

u

∣∣∣du = o(1), h→ 0. (5)

ÈÄÏÒÄÌÀ 14.3 (ËÄÁÄÂÉ, ÂÄÒÂÄÍÉ, 1930 ß., [7], ÂÅ. 263). ÈÖ

t∫
0

◦
F f (x0, u)du = o(t) (6)

ÃÀ ÛÄÓÒÖËÄÁÖËÉÀ (5) ÐÉÒÏÁÀ, ÌÀÛÉÍ ÀÃÂÉËÉ ÀØÅÓ (3) ÔÏËÏÁÀÓ.

2. ÃÀÌÏÊÉÃÄÁÖËÄÁÀÍÉ ÊÒÄÁÀÃÏÁÉÓ ÍÉÛÍÄÁÓ ÛÏÒÉÓ.
1) ÂÀÌÏÈØÌÀ ''ÊÒÄÁÀÃÏÁÉÓ A ÍÉÛÀÍÉ ÞËÉÄÒÉÀ ÊÒÄÁÀÃÏÁÉÓ B

ÍÉÛÀÍÆÄ'' ÍÉÛÍÀÅÓ, ÒÏÌ A ÍÉÛÀÍÉ ÀÃÂÄÍÓ ÊÒÄÁÀÃÏÁÀÓ ÚÅÄËÀ ÉÌ
ÌßÊÒÉÅÉÓÀÓ, ÒÏÌÄËÉÝ ÊÒÄÁÀÃÉÀ B ÍÉÛÍÉÓ ÌÉáÄÃÅÉÈ ÃÀ ÀÌÀÅÄ ÃÒÏÓ
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ÀÒÓÄÁÏÁÓ A ÍÉÛÍÉÈ ÊÒÄÁÀÃÉ ÌßÊÒÉÅÉ, ÒÏÌÄËÉÝ ÀÒÀÀ ÊÒÄÁÀÃÉ B
ÍÉÛÍÉÓ ÌÉáÄÃÅÉÈ.

2) ÂÀÌÏÈØÌÀ ''ÊÒÄÁÀÃÏÁÉÓ A ÃÀ B ÍÉÛÍÄÁÉ ÀÒÀÓÀÃÀÒÉÀ'' ÍÉÛÍÀÅÓ
ÉÓÄÈÉ ÌßÊÒÉÅÉÓ ÀÒÓÄÁÏÁÀÓ, ÒÏÌÄËÉÝ ÊÒÄÁÀÃÉÀ A ÍÉÛÍÉÈ, ÌÀÂÒÀÌ
ÀÒÀÀ ÊÒÄÁÀÃÉ B ÍÉÛÍÉÓ ÌÉáÄÃÅÉÈ ÃÀ, ÂÀÒÃÀ ÀÌÉÓÀ, ÀÒÓÄÁÏÁÓ B
ÍÉÛÍÉÈ ÊÒÄÁÀÃÉ ÌßÊÒÉÅÉ, ÒÏÌÄËÉÝ ÀÒÀÀ ÊÒÄÁÀÃÉ A ÍÉÛÍÉÈ.

1. ÃÉÍÉÓÀ ÃÀ ÑÏÒÃÀÍÉÓ ÍÉÛÍÄÁÉ ÀÒÀÓÀÃÀÒÉÀ ([7], ÂÅ. 246).
2. ÅÀËÄ ÐÖÓÄÍÉÓ ÍÉÛÀÍÉ ÞËÉÄÒÉÀ ÃÉÍÉÓÀ ÃÀ ÑÏÒÃÀÍÉÓ ÍÉÛÍÄÁÆÄ

([7], ÂÅ. 248).
3. ÉÀÍÂÉÓ ÍÉÛÀÍÉ ÞËÉÄÒÉÀ ÑÏÒÃÀÍÉÓ ÍÉÛÀÍÆÄ ([7], ÂÅ. 251).
4. ÉÀÍÂÉÓÀ ÃÀ ÃÉÍÉÓ ÍÉÛÍÄÁÉ ÀÒÀÓÀÃÀÒÉÀ ([7], ÂÅ. 252).
5. ÉÀÍÂÉÓÀ ÃÀ ÅÀËÄ ÐÖÓÄÍÉÓ ÍÉÛÍÄÁÉ ÀÒÀÓÀÃÀÒÉÀ ([7], ÂÅ. 254).
6. ËÄÁÄÂÉÓ ÍÉÛÀÍÉ ÞËÉÄÒÉÀ ÃÉÍÉÓ, ÑÏÒÃÀÍÉÓ, ÅÀËÄ ÐÖÓÄÍÉÓ

ÃÀ ÉÀÍÂÉÓ ÍÉÛÍÄÁÆÄ ([7], ÂÅ. 258).
7. ËÄÁÄÂ-ÂÄÒÂÄÍÉÓ ÍÉÛÀÍÉ ÞËÉÄÒÉÀ ËÄÁÄÂÉÓ ÍÉÛÀÍÆÄ ([7], ÂÅ.

266).

15 ×ÖÒÉÄÓ ÌßÊÒÉÅÉÓ ßÄÅÒÏÁÒÉÅÉ ÉÍÔÄÂÒÄÁÀ

ÈÀÅÉ 3-ÃÀÍ §8-ÛÉ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉ ÂÅØÏÍÃÀ, ÒÏÌ L2[a, b] ÓÉÅÒ-
ÝÄÛÉ ÓÒÖËÉ (ÜÀÊÄÔÉËÉ) {φk(x)}∞k=1 ÓÉÓÔÄÌÉÓ ÌÉÌÀÒÈ f ∈ L2[a, b]
×ÖÍØÝÉÉÓ ×ÖÒÉÄÓ ÌßÊÒÉÅÉÓ

f ∼ c1φ1(x) + c2φ2(x) + · · ·+ cnφn(x) + · · ·

ßÄÅÒÏÁÒÉÅÉ ÉÍÔÄÂÒÄÁÀ ÌÀÒÈËÆÏÌÉÄÒÉÀ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒ [α, β] ⊂ [a, b]
ÓÄÂÌÄÍÔÆÄ ÃÀ ÀÃÂÉËÉ ÀØÅÓ ÔÏËÏÁÀÓ (Ä.É. ÛÄÓÀÁÀÌÉÓÏÁÉÓ ''∼''
ÍÉÛÀÍÉ ÉÝÅËÄÁÀ ÔÏËÏÁÉÓ ''='' ÍÉÛÍÉÈ!):

β∫
α

f(x)dx =
∞∑
k=1

ck

β∫
α

φk(x)dx.

ÀáËÀ ÀØ ÃÀÅÀÌÔÊÉÝÄÁÈ ËÄÁÄÂÉÓ ÀÍÀËÏÂÉÖÒ ÈÄÏÒÄÌÀÓ ÔÒÉ-
ÂÏÍÏÌÄÔÒÉÖËÉ, ÒÏÂÏÒÝ ÍÀÌÃÅÉËÉ, ÉÓÄ ÊÏÌÐËÄØÓÖÒÉ ×ÏÒÌÉÓ
ÌßÊÒÉÅÉÓÈÅÉÓ ÖÊÅÄ ÐÄÒÉÏÃÆÄ ãÀÌÄÁÀÃÉ ×ÖÍØÝÉÉÓÈÅÉÓ, ÈÖÍÃÀÝ
ÄÓ ÌßÊÒÉÅÉ ÂÀÍÛËÀÃÉ ÉÚÏÓ ÚÅÄËÂÀÍ! ÐÄÒÉÏÃÆÄ ãÀÌÄÁÀÃÉ ×ÖÍØ-
ÝÉÉÓ ×ÖÒÉÄÓ ÚÅÄËÂÀÍ ÂÀÍÛËÀÃÉ ÌßÊÒÉÅÉÓ ÀÒÓÄÁÏÁÀ ÃÀÀÌÔÊÉÝÀ
ÊÏËÌÏÂÏÒÏÅÌÀ.

1. ×ÖÒÉÄÓ ÍÀÌÃÅÉËÉ ×ÏÒÌÉÓ ÌßÊÒÉÅÉÓ ßÄÅÒÏÁÒÉÅÉ ÉÍÔÄÂÒÄÁÀ.
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ÈÄÏÒÄÌÀ 15.1 (ËÄÁÄÂÉ, 1902 ß.). ÅÈØÅÀÈ f ÀÒÉÓ 2π ÐÄÒÉÏÃÖËÉ ÃÀ 2π
ÓÉÂÒÞÉÓ ÌÏÍÀÊÅÄÈÆÄ ãÀÌÄÁÀÃÉ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ ×ÖÍØÝÉÀ. ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ
f ×ÖÍØÝÉÉÓ ÛÄÓÀÁÀÌÉÓÉ ×ÖÒÉÄÓ ÍÀÌÃÅÉËÉ ×ÏÒÌÉÓ ÌßÊÒÉÅÉ

f ∼ a0
2

+
∞∑
n=1

(an cosnx+ bn sinnx), (1)

ÒÏÌÄËÉÝ ÛÄÓÀÞËÄÁÄËÉÀ ÂÀÍÛËÀÃÉÝ ÊÉ ÉÚÏÓ ÚÅÄËÀ x ∈ [0, 2π]
ßÄÒÔÉËÆÄ!

ÌÀÛÉÍ, (1) ÃÀÌÏÊÉÃÄÁÖËÄÁÉÓ ÌÀÒãÅÄÍÀ ÌáÀÒÉÓ ßÄÅÒÏÁÒÉÅÉ ÉÍ-
ÔÄÂÒÄÁÉÈ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒ [a, b] ⊂ (−∞,+∞) ÓÄÂÌÄÍÔÆÄ ÌÉÉÙÄÁÀ ÊÒÄÁÀ-
ÃÉ ÒÉÝáÅÉÈÉ ÌßÊÒÉÅÉ, ÒÏÌËÉÓ ãÀÌÉÀ ÉÍÔÄÂÒÀËÉ [a, b] ÓÄÂÌÄÍÔÆÄ
(1)-ÉÓ ÌÀÒÝáÄÍÀ ÌáÒÉÃÀÍ:

b∫
a

f(x)dx =
a0
2

b∫
a

dx+
∞∑
n=1

(
an

b∫
a

cosnxdx+ bn

b∫
a

sinnxdx

)
. (2)

ÀÌÀÓÈÀÍ ÄÒÈÀÃ, ÈÖÊÉ ÉÍÔÄÂÒÄÁÀ ÝÅËÀÃÓÀÆÙÅÒÉÀÍÉÀ, ÌÀÛÉÍ
ßÄÅÒÏÁÒÉÅÉ ÉÍÔÄÂÒÄÁÉÈ ÌÉÙÄÁÖËÉ ÌßÊÒÉÅÉ ÈÀÍÀÁÒÀÃ ÊÒÄÁÀÃÉÀ
ÍÄÁÉÓÌÉÄÒ 2π ÓÉÂÒÞÉÓ ÓÄÂÌÄÍÔÆÄ ÃÀ ÌÀÓ ÀØÅÓ ÓÀáÄ

x∫
a

f(t)dt =
a0
2

x∫
0

dt+

∞∑
n=1

(
an

x∫
0

cosntdt+ bn

x∫
0

sinntdt

)
, (3)

ÀÍÖ, ÒÀÝ ÉÂÉÅÄÀ,

x∫
0

f(t)dt =

∞∑
n=1

bn
n

+
a0
2
x+

∞∑
n=1

1

n
(an sinnx− bn cosnx), (4)

ÓÀÃÀÝ
∞∑
n=1

bn
n

=
1

2π

2π∫
0

f(x)(π − x)dx. (5)

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ ÀÁÓÏËÖÔÖÒÀÃ ÖßÚÅÄÔÉ ×ÖÍØÝÉÀ

F (x) =

x∫
0

[f(t)− a0
2
]dt, (6)
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ÓÀÃÀÝ

a0 =
1

π

2π∫
0

f(x)dx, an =
1

π

2π∫
0

f(x) cosnxdx,

bn =
1

π

2π∫
0

f(x) sinnxdx.

(7)

ÝáÀÃÉÀ, ÒÏÌ F (0) = 0, áÏËÏ F (2π) =
∫ 2π

0
[f(t) − a0

2 ]dt =∫ 2π

0
f(t)dt − a0

2

∫ 2π

0
dt = πa0 − a0

2 · 2π = πa0 − πa0 = 0, Ä. É. F (0) =
F (2π) = 0. [0, 2π] ÓÄÂÌÄÍÔÉÓ ÂÀÒÄÈ F ×ÖÍØÝÉÀ ÂÀÅÀÂÒÞÄËÏÈ 2π
ÐÄÒÉÏÃÉÈ: F (x+ 2π) = F (x).

ÀÌÒÉÂÀÃ, (6) ÔÏËÏÁÉÈ ÌÏÝÄÌÖËÉ ×ÖÍØÝÉÀ ÀÒÉÓ 2π ÐÄÒÉÏÃÖ-
ËÉ ÃÀ ÀÁÓÏËÖÔÖÒÀÃ ÖßÚÅÄÔÉ ÚÏÅÄË ÓÄÂÌÄÍÔÆÄ (−∞,+∞)-ÃÀÍ.

ÑÏÒÃÀÍÉÓ ÈÄÏÒÄÌÉÓ ÈÀÍÀáÌÀÃ (Éá. ÈÀÅÉ 4, §12, ÈÄÏÒÄÌÀ 12.2),
(6) ÔÏËÏÁÉÈ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖËÉ F ×ÖÍØÝÉÀ ÂÀÉÛËÄÁÀ [0, 2π]-ÆÄ ÈÀ-
ÍÀÁÒÀÃ ÊÒÄÁÀÃ ×ÖÒÉÄÓ ÌßÊÒÉÅÀÃ

F (x) =
1

2
A0 +

∞∑
n=1

(An cosnx+Bn sinnx), (8)

ÓÀÃÀÝ

A0 =
1

π

2π∫
0

F (x)dx, An =
1

π

2π∫
0

F (x) cosnxdx,

Bn =
1

π

2π∫
0

F (x) sinnxdx.

(9)

ÍÀßÉËÏÁÉÈÉ ÉÍÔÄÂÒÄÁÉÓ ÌÄÈÏÃÉÈ An ÃÀ Bn (n = 1, 2, . . . )
ÊÏÄ×ÉÝÉÄÍÔÄÁÉ ÂÀÌÏÉÓÀáÄÁÉÀÍ an ÃÀ bn ÊÏÄ×ÉÝÉÄÍÔÄÁÉÈ ÛÄÌÃÄÂ-
ÍÀÉÒÀÃ, ÒÀÃÂÀÍÀÝ ÀÒÀÉÍÔÄÂÒÀËÖÒÉ ßÄÅÒÄÁÉ ÍÖËÉÓ ÔÏËÉÀ,

An =
1

π

2π∫
0

F (x) cosnxdx = − 1

nπ

2π∫
0

f(x) sinnxdx = −bn
n
,

Bn =
1

π

2π∫
0

F (x) sinnxdx =
1

nπ

2π∫
0

f(x) cosnxdx =
an
n
.
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An ÃÀ Bn ÊÏÄ×ÉÝÉÄÍÔÄÁÉÓ ÄÓ ÍÀÐÏÅÍÉ ÌÍÉÛÅÍÄËÏÁÀÍÉ ÜÀÅÓÅÀÈ
(8) ÔÏËÏÁÀÛÉ ÃÀ ÂÀÅÉÈÅÀËÉÓßÉÍÏÈ (6) ÔÏËÏÁÀ, ÌÉÅÉÙÄÁÈ:

x∫
0

f(t)dt =
1

2
A0 +

a0
2
x+

∞∑
n=1

1

n
(an sinnx− bn cosnx). (10)

ÈÖ (10) ÔÏËÏÁÀÛÉ ÜÀÅÓÅÀÌÈ ÊÄÒÞÏ x = 0 ÌÍÉÛÅÍÄËÏÁÀÓ, ÌÉ-
ÅÉÙÄÁÈ 0 = 1

2A0 −
∑∞
n=1

bn
n ÀÍÖ

∞∑
n=1

bn
n

=
1

2
A0. (11)

ÀÌÉÓ ÂÀÌÏ

x∫
0

f(t)dt =
a0
2
x+

∞∑
n=1

bn
n

+
∞∑
n=1

(an
n
sinnx− bn

n
cosnx

)
=

=
a0
2
x+

∞∑
n=1

(an
n
sinnx− bn

n
cosnx+

bn
n

)
=

=
a0
2

x∫
0

dt+

∞∑
n=1

(
an

x∫
0

cosnxdx+ bn

x∫
0

sinnxdx

)
,

Ä.É. ÔÏËÏÁÀ (3) ÌÀÒÈÄÁÖËÉÀ ÃÀ ÉÂÉ ÛÄÓÒÖËÄÁÖËÉÀ ÈÀÍÀÁÒÀÃ
[0, 2π]-ÆÄ.

ÂÀÒÃÀ ÀÌÉÓÀ, ÔÏËÏÁÉÓ

b∫
a

λ(t)dt =

b∫
0

λ(t)dt−
a∫

0

λ(t)dt

ÂÀÌÏÚÄÍÄÁÉÈ (10) ÔÏËÏÁÉÃÀÍ ÌÉÅÉÙÄÁÈ (ÂÀÌÏÊËÄÁÉÓÀÓ 1
2A0 ÂÀØ-

ÒÄÁÀ)
b∫
a

f(x)dx =
a0
2
x
∣∣∣b
a
+

∞∑
n=1

an sinnx− bn cosnx

n

∣∣∣b
a
,

ÒÀÝ ÍÉÛÍÀÅÓ (2) ÔÏËÏÁÀÓ.
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ÀáËÀ ÊÉ ÃÀÅÀÌÔÊÉÝÏÈ (5) ÔÏËÏÁÀ. ÀÌ ÌÉÆÍÉÈ ÅÉÓÀÒÂÄÁËÏÈ
(11) ÔÏËÏÁÉÈ ÃÀ A0 ÊÏÄ×ÉÝÉÄÍÔÉÓ ÂÀÌÏÓÀÈÅËÄËÉ (9) ÔÏËÏÁÉÈ.
ÂÅÀØÅÓ

πA0 =

2π∫
0

F (x)dx =

2π∫
0

( x∫
0

[
f(t)− a0

2

]
dt

)
dx =

=

2π∫
0

( x∫
0

f(t)dt

)
dx− a0

2

2π∫
0

( x∫
0

dt

)
dx. (12)

ÃÉÒÉäËÄÓ ×ÏÒÌÖËÀÛÉ (Éá. [3], ÂÅ. 330)

a∫
0

( x∫
0

φ(x, y)dy

)
dx =

a∫
0

( a∫
y

φ(x, y)dx

)
dy (13)

ÈÖ ÀÅÉÙÄÁÈ a = 2π ÃÀ φ(x, y) = f(y), ÌÀÛÉÍ ÌÉÅÉÙÄÁÈ:

2π∫
0

( x∫
0

f(t)dt

)
dx =

2π∫
0

( 2π∫
t

f(t)dx

)
dt =

2π∫
0

(
f(t)

2π∫
t

dx

)
dt =

=

2π∫
0

(f(t)[x]2πt )dt =

2π∫
0

f(t)(2π − t)dt. (14)

ÂÀÒÃÀ ÀÌÉÓÀ,

2π∫
0

( x∫
0

dt

)
dx =

2π∫
0

([t]x0)dx =

2π∫
0

xdx =
1

2
x2|2π0 = 2π2. (15)

ÀáËÀ (12), (14) ÃÀ (15) ÔÏËÏÁÄÁÉÃÀÍ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄÏÁÓ

A0

2
=

1

2π

2π∫
0

f(t)(2π − t)dt− a0
2

· 1

2π
· 2π2 =

=
1

2π

2π∫
0

f(t)(2π − t)dt− a0
2
π =

1

2π

2π∫
0

f(t)(2π − t)dt− π

2π

2π∫
0

f(t)dt =

=
1

2π

2π∫
0

f(t)(2π − t− π)dt =
1

2π

2π∫
0

f(t)(π − t)dt.



15. ×ÖÒÉÄÓ ÌßÊÒÉÅÉÓ ßÄÅÒÏÁÒÉÅÉ ÉÍÔÄÂÒÄÁÀ 127

ÌÀÛÀÓÀÃÀÌÄ,

A0

2
=

1

2π

2π∫
0

f(t)(π − t)dt. (16)

ÈÄÏÒÄÌÀ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉÀ.

ÛÄÃÄÂÉ 15.2. ÚÏÅÄËÉ f ∈ L[−π, π] ×ÖÍØÝÉÉÓ ×ÖÒÉÄÓ bn ÊÏÄ×ÉÝÉ-
ÄÍÔÄÁÉÓÂÀÍ ÛÄÃÂÄÍÉËÉ ÌßÊÒÉÅÉ

∞∑
n=1

bn
n

(17)

ÊÒÄÁÀÃÉÀ ÃÀ ÀÃÂÉËÉ ÀØÅÓ (5) ÔÏËÏÁÀÓ.

ÛÄÃÄÂÉ 15.3. ËÄÁÄÂÉÓ 15.1 ÈÄÏÒÄÌÉÃÀÍ ÔÏËÏÁÀ (3) ÛÄÉÞËÄÁÀ ÜÀ-
ÌÏÚÀËÉÁÃÄÓ ÀÓÄ: [0, 2π]-ÆÄ ãÀÌÄÁÀÃÉ f ×ÖÍØÝÉÉÓÈÅÉÓ, ÈÀÍÀÁÒÀÃ
[0, 2π]-ÆÄ ÓÒÖËÃÄÁÀ ÛÄÌÃÄÂÉ ÏÒÉ ÖÒÈÉÄÒÈÄÊÅÉÅÀËÄÍÔÖÒÉ ÔÏ-
ËÏÁÀ

lim
n→∞

x∫
0

Sn(f ; t)dt =

x∫
0

f(t)dt (18)

ÃÀ

lim
n→∞

x∫
0

[Sn(f ; t)− f(t)]dt = 0, (18′)

ÓÀÃÀÝ

Sn(f ; t) =
a0
2

+
n∑
k=1

(ak cos kt+ bk sin kt). (19)

ÛÄÃÄÂÉ 15.4. ÈÄÏÒÄÌÀ 15.1 ÓÀÛÖÀËÄÁÀÓ ÉÞËÄÅÀ ÅÉÐÏÅÏÈ ãÀÌÄÁÀÃÉ
f ×ÖÍØÝÉÀ, ÈÖ ÝÍÏÁÉËÉÀ f-ÉÓ ×ÖÒÉÄÓ ÊÏÄ×ÉÝÉÄÍÔÄÁÉ ÀÍÖ, ÒÀÝ
ÉÂÉÅÄÀ, ÒÏÝÀ ÝÍÏÁÉËÉÀ f ×ÖÍØÝÉÉÓ ×ÖÒÉÄÓ S[f ] ÌßÊÒÉÅÉ. ÌÀÒÈ-
ËÀÝ, ÖÍÃÀ ÃÀÉßÄÒÏÓ (1) ÃÀÌÏÊÉÃÄÁÖËÄÁÀ, ÅÉÐÏÅÏÈ (3) ÔÏËÏÁÉÓ
ÌÀÒãÅÄÍÀ ÌáÀÒÉÓ ãÀÌÉ ÃÀ ÀÌÉÓ ÛÄÌÃÄÂ ÂÀÅÀßÀÒÌÏÏÈ ÄÓ ãÀÌÉ ÃÀ

ÛÄÃÄÂÀÃ ÅÉÐÏÅÉÈ
(
f(x) − 1

2

)
-Ó ÈÉÈØÌÉÓ ÚÅÄËÀ x ∈ [0, 2π] ÌÍÉ-

ÛÅÍÄËÏÁÉÓÈÅÉÓ, ÈÀÍÀáÌÀÃ (3) ÔÏËÏÁÉÓ ÌÀÒÝáÄÍÀ ÌáÀÒÉÓÀ. ÀÓÄ
ÌÉÙÄÁÖË ÛÄÃÄÂÓ ÃÀÅÀÌÀÔÏÈ 1

2a0 ÃÀ ÂÅÄÝÏÃÉÍÄÁÀ f(x) ÈÉÈØÌÉÓ
ÚÅÄËÀ x ∈ [0, 2π] ÌÍÉÛÅÍÄËÏÁÉÓÈÅÉÓ.
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ÛÄÍÉÛÅÍÀ 15.5. (17) ÌßÊÒÉÅÉÓ ÊÒÄÁÀÃÏÁÀ ÓÀÛÖÀËÄÁÀÓ ÂÅÀÞËÄÅÓ ÌÉ-
ÅÖÈÉÈÏÈ ÀÒÀ×ÖÒÉÄÓ ÌßÊÒÉÅÉ, ÒÏÌËÉÓÈÅÉÓÀÝ ÂÀÍÛËÀÃÉÀ (17)
ÌßÊÒÉÅÉ.

ÌÀÂÀËÉÈÀÃ, ×ÀÔÖÌ ÌÉÖÈÉÈÀ ÚÅÄËÂÀÍ ÊÒÄÁÀÃÉ ÔÒÉÂÏÍÏÌÄÔÒÉ-
ÖËÉ ÌßÊÒÉÅÉ

∑∞
k=2 sin kx/ ln k (Éá. §17, ÛÄÃÄÂÉ 17.4), ÒÏÌÄËÉÝ ÀÒ

ÀÒÉÓ ×ÖÒÉÄÓ ÌßÊÒÉÅÉ ÉÌ ÌÉÆÄÆÉÓ ÂÀÌÏ, ÒÏÌ ÌßÊÒÉÅÉ
∑∞
n=2 1/k ln k

ÂÀÍÛËÀÃÉÀ 13 ÃÀ, ÌÀÛÀÓÀÃÀÌÄ, ÀÒ ÓÒÖËÃÄÁÀ ÀÖÝÉËÄÁÄËÉ (17) ÐÉ-
ÒÏÁÀ.

ÀÌÀÓÈÀÍ ÄÒÈÀÃ, ÊÒÄÁÀÃÉ (17) ÌßÊÒÉÅÉÓ ÂÅÄÒÃÉÈ, ÌßÊÒÉÅÉ∑∞
n=1

an
n ÛÄÉÞËÄÁÀ ÂÀÍÛËÀÃÉ ÉÚÏÓ. ÌÀÒÈËÀÝ, ÌßÊÒÉÅÉ∑∞

n=2 cos kx/ ln k ÊÒÄÁÀÃÉÀ ÚÅÄËÂÀÍ, ÂÀÒÃÀ x = 2πk ßÄÒÔÉËÄÁÉ-
ÓÀ ÃÀ ÄÓ ÌßÊÒÉÅÉ ßÀÒÌÏÀÃÂÄÍÓ ÀÒÀÖÀÒÚÏ×ÉÈÉ ×ÖÍØÝÉÉÓ ×ÖÒÉÄÓ
ÌßÊÒÉÅÓ (Éá. [7], ÂÅ. 100 ÃÀ 102), ÈÖÌÝÀ ÌßÊÒÉÅÉ

∑∞
n=2

an
n =∑∞

n=2 1/n lnn ÂÀÍÛËÀÃÉÀ.

ÛÄÍÉÛÅÍÀ 15.6. ÂÀÍÓáÅÀÅÄÁÀ
∑∞

1 an/n ÃÀ
∑∞

1 bn/n ÌßÊÒÉÅÄÁÓ ÛÏÒÉÓ
ÌÀÈÉ ÊÒÄÁÀÃÏÁÉÓ ÈÅÀËÓÀÆÒÉÓÉÈ ØÒÄÁÀ, ÈÖ an ÃÀ bn ßÀÒÌÏÀÃ-
ÂÄÍÄÍ Lp, p > 1, ÊËÀÓÉÓ ×ÖÍØÝÉÉÓ ×ÖÒÉÄÓ ÊÏÄ×ÉÝÉÄÍÔÄÁÓ: ÌÀÛÉÍ
ÏÒÉÅÄ ÄÓ ÌßÊÒÉÅÉ ÊÒÄÁÀÃÉÀ (Éá. [7], ÂÅ. 216).

ÛÄÍÉÛÅÍÀ 15.7. (4) ÔÏËÏÁÉÓ ÌÀÒãÅÄÍÀ ÌáÀÒÄ ÀÒ ßÀÒÌÏÀÃÂÄÍÓ ÌÉÓÉ
ÌÀÒÝáÄÍÀ ÌáÀÒÉÓ ÂÀÛËÀÓ ×ÖÒÉÄÓ ÌßÊÒÉÅÀÃ, ÒÀÃÂÀÍ ÌÀÒãÅÄÍÀ
ÌáÀÒÄÛÉ ÃÂÀÓ ÀÒÀÐÄÒÉÏÃÖËÉ ×ÖÍØÝÉÀ a0

2 x! ÈÖÊÉ (4) ÔÏËÏÁÉÓ
ÏÒÉÅÄ ÌáÀÒÄÓ ÃÀÅÀÊËÄÁÈ a0

2 x-Ó, ÌÀÛÉÍ ÀÓÄ ÌÉÙÄÁÖËÉ ÔÏËÏÁÉÓ

ÌÀÒãÅÄÍÀ ÌáÀÒÄ ÉØÍÄÁÀ ÌÉÓÉ ÌÀÒÝáÄÍÀ

(∫ x
0
f(t)dt − a0

2 x

)
ÌáÀÒÉÓ

×ÖÒÉÄÓ ÌßÊÒÉÅÉ.

ÛÄÍÉÛÅÍÀ 15.8. (5) ÔÏËÏÁÉÓ ÀØ ÌÏÔÀÍÉËÉ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ ÂÀÍÓáÅÀÅÃÄÁÀ
ÝÍÏÁÉËÉ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÄÁÉÓÂÀÍ ([12], ÂÅ. 120; [7], ÂÅ. 217; [18], ÂÅ.
276; [31], ÂÅ. 53).

ÛÄÍÉÛÅÍÀ 15.9. (18′) ÔÏËÏÁÀÓÈÀÍ ÃÀÊÀÅÛÉÒÄÁÉÈ ÖÍÃÀ ÉÈØÅÀÓ: ÀÒ-
ÓÄÁÏÁÓ [0, 2π]-ÆÄ ãÀÌÄÁÀÃÉ ÉÓÄÈÉ φ ×ÖÍØÝÉÀ, ÒÏÌËÉÓ ÛÄÖÙ-
ËÄÁÖËÉ φ ×ÖÍØÝÉÀÝ ãÀÌÄÁÀÃÉÀ [0, 2π]-ÆÄ, ÌÀÂÒÀÌ ÓÉÃÉÃÄÄÁÉÃÀÍ∫ 2π

0
|φ(x)−Sn(φ;x)|dx ÃÀ

∫ 2π

0
|φ(x)−Sn(φ;x)|dx ÀÒÝ ÄÒÈÉ ÀÒ ÉÓß-

ÒÀ×ÅÉÓ ÍÖËÉÓÊÄÍ, ÒÏÝÀ n→ ∞ (Éá. [7], ÂÅ. 602).

ÊÉÈáÅÀ. ÀÒÓÄÁÏÁÓ ÈÖ ÀÒÀ ÉÓÄÈÉ L∗[0, 2π] ØÅÄÊËÀÓÉ L[0, 2π]\Lp[0,

13ÒÀÃÂÀÍ ×ÖÍØÝÉÀ 1
x ln x ÊËÄÁÀÃÉÀ, ÀÌÉÔÏÌ 1

n lnn >
∫ n+1
n

dx
x ln x . ÀØÄÃÀÍ∑N

n=2
1

n lnn >
∫N
2

dx
x ln x > ln lnN − ln ln 2 → ∞, ÒÏÝÀ N → ∞.
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2π]-ÃÀÍ, p > 1, ÒÏÌ ÔÏËÏÁÀ limn→∞
∫ 2π

0
|ψ(x) − Sn(ψ;x)|dx = 0

ÓÒÖËÃÄÁÀ ÚÅÄËÀ ψ ∈ L∗[0, 2π] ×ÖÍØÝÉÉÓÈÅÉÓ?
2. ×ÖÒÉÄÓ ÄØÓÐÏÍÄÍÔÖÒÉ ÌßÊÒÉÅÉÓ ßÄÅÒÏÁÒÉÅÉ ÉÍÔÄÂÒÄÁÀ.

ÈÄÏÒÄÌÀ 15.10 (ËÄÁÄÂÉ, 1902 ß.). 2π ÐÄÒÉÏÃÖËÉ ÃÀ [0, 2π] ÓÄÂÌÄÍÔÆÄ
ãÀÌÄÁÀÃÉ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ f ×ÖÍØÝÉÉÓ ×ÖÒÉÄÓ ÄØÓÐÏÍÄÍÔÖÒÉ ÌßÊÒÉÅÉÓ

f ∼ c0 +
∑
|n|≥1

cne
inx (20)

ßÄÅÒÏÁÒÉÅÉ ÉÍÔÄÂÒÄÁÀ ÚÏÅÄË ÓÄÂÌÄÍÔÆÄ [0, x] ⊂ (−∞,+∞) ÌÀ-
ÒÈËÆÏÌÉÄÒÉÀ, ÈÖÍÃÀÝ (20) ÌßÊÒÉÅÉ ÂÀÍÛËÀÃÉ ÉÚÏÓ ÚÅÄËÀ ßÄ-
ÒÔÉËÆÄ ÃÀ ÉÍÔÄÂÒÄÁÉÓ ÛÄÃÄÂÉÀ

c0x− i
∑
|n|≥1

cn
n
einx =

x∫
0

f(t)dt− i
∑
|n|≥1

cn
n
, (21)

ÒÏÌËÉÓ ÛÄÌÀÃÂÄÍÄËÉ ÌÀÒÝáÄÍÀ ÌßÊÒÉÅÉ ÈÀÍÀÁÒÀÃ ÊÒÄÁÀÃÉÀ ÍÄ-
ÁÉÓÌÉÄÒ [a, b] ⊂ (−∞,+∞) ÓÄÂÌÄÍÔÆÄ ÃÀ cn ÊÏÄ×ÉÝÉÄÍÔÄÁÓ ÀØÅÈ
ÈÅÉÓÄÁÀ

(PV )
∑
|n|≥1

cn
n

=− i
∞∑
n=1

bn
n

(22)

=− i
1

2π

2π∫
0

f(t)(π − t)dt. (23)

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ ×ÖÍØÝÉÀ

F (x) =

x∫
0

[f(t)− c0]dt, (24)

ÒÏÌËÉÓÈÅÉÓÀÝ F (0) = 0 ÃÀ F (2π) =
∫ 2π

0
f(t)dt− c0

∫ 2π

0
dt = 2πc0 −

2πc0 = 0, ÒÀÃÂÀÍÀÝ (Éá. ÈÀÅÉ 2, §2, ÔÏËÏÁÀ (6)) c0 = 1
2π

∫ 2π

0
f(x)dx.

[0, 2π]-Ó ÂÀÒÄÈ F ÂÀÅÀÂÒÞÄËÏÈ 2π ÐÄÒÉÏÃÖËÀÃ: F (x+2π) = F (x).
ÀÌÒÉÂÀÃ, 2π ÐÄÒÉÏÃÖËÉ F ×ÖÍØÝÉÀ ÀÁÓÏËÖÔÖÒÀÃ ÖßÚÅÄÔÉÀ,

ÊÄÒÞÏÃ, ÓÀÓÒÖËÉ ÅÀÒÉÀÝÉÉÓ ÌØÏÍÄÀ ÚÏÅÄË ÓÄÂÌÄÍÔÆÄ (−∞,+∞)-
ÃÀÍ. ÀÌÉÔÏÌ, F ×ÖÍØÝÉÉÓ ×ÖÒÉÄÓ ÄØÓÐÏÍÄÍÔÖÒÉ ÌßÊÒÉÅÉ

F ∼ d0 +
∑
|n|≥1

dne
inx (25)
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ÈÀÍÀÁÒÀÃ ÊÒÄÁÀÃÉÀ [0, 2π]-ÆÄ, ÈÀÍÀáÌÀÃ ÑÏÒÃÀÍÉÓ 12.2 ÈÄÏÒÄÌÉÓÀ.
ÀÌÒÉÂÀÃ, ÈÀÍÀÁÒÀÃ [0, 2π]-ÆÄ ÀÃÂÉËÉ ÀØÅÓ ÔÏËÏÁÀÓ

F (x) = d0 +
∑
|n|≥1

dne
inx, (26)

ÓÀÃÀÝ

d0 =
1

2π

2π∫
0

F (t)dt, dn =
1

2π

2π∫
0

F (t)e−intdt, |n| ≥ 1. (27)

ÍÀßÉËÏÁÉÈÉ ÉÍÔÄÂÒÄÁÉÈ ÌÉÅÉÙÄÁÈ:

dn =
1

in
cn, |n| ≥ 1 (28)

ÃÀ ÀÌÉÔÏÌ ÈÀÍÀÁÒÀÃ [0, 2π] ÓÄÂÌÄÍÔÆÄ ÓÒÖËÃÄÁÀ ÔÏËÏÁÀ

F (x) = d0 +
∑
|n|≥1

1

in
cne

inx. (29)

ÀØ, ÊÄÒÞÏ x = 0 ÌÍÉÛÅÍÄËÏÁÉÓ ÜÀÓÌÉÈ ÌÉÅÉÙÄÁÈ:

d0 = i
∑
|n|≥1

1

n
cn (30)

ÃÀ, ÌÀÛÀÓÀÃÀÌÄ, ÈÀÍÀÁÒÀÃ [0, 2π] ÓÄÂÌÄÍÔÆÄ ÂÅÀØÅÓ ÔÏËÏÁÀ:

F (x) = i
∑
|n|≥1

cn
n
(1− einx). (31)

(30) ÌßÊÒÉÅÉÓ ÊÒÄÁÀÃÏÁÉÓ ÂÀÌÏ, (31) ÔÏËÏÁÀ ÛÄÉÞËÄÁÀ ÀÓÄ ÜÀ-
ÉßÄÒÏÓ:

F (x) = i
∑
|n|≥1

cn
n

− i
∑
|n|≥1

cn
n
einx

ÀÍÖ
x∫

0

f(t)dt− c0x = i
∑
|n|≥1

cn
n

− i
∑
|n|≥1

cn
n
einx, (32)

ÒÀÝ ÄÊÅÉÅÀËÄÍÔÖÒÉÀ (21) ÔÏËÏÁÉÓ.
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ÀáËÀ ÃÀÅÀÌÔÊÉÝÏÈ (22) ÔÏËÏÁÀ. ÀÌ ÌÉÆÍÉÈ ÖÍÃÀ ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ
ÓÉÌÄÔÒÉÖËÉ ÊÄÒÞÏ ãÀÌÄÁÉ

∑
1≤|n|≤N

cn
n

=

−1∑
n=−N

cn
n

+

N∑
n=1

cn
n

=

=

N∑
n=1

c−n
−n

+

N∑
n=1

cn
n

=

N∑
n=1

1

n
(cn − c−n).

ÌÀÂÒÀÌ cn − c−n = −ibn ÃÀ bn = i(cn − c−n) ( Éá. ÈÀÅÉ 1, §4,
ÔÏËÏÁÄÁÉ (8)) ÃÀ ÀÌÉÔÏÌ

∑
1≤|n|≤N

cn
n

= −i
N∑
n=1

bn
n
, (33)

ÒÀÝ ÉßÅÄÅÓ (22) ÔÏËÏÁÀÓ. áÏËÏ ÔÏËÏÁÀ (23) ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄÏÁÓ
(5) ÔÏËÏÁÉÃÀÍ.

ÂÀÒÃÀ ÀÌÉÓÀ, (22) ÃÀ (30) ÔÏËÏÁÄÁÉÃÀÍ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄÏÁÓ

d0 =

∞∑
n=1

bn
n

(34)

ÃÀ §15-ÉÓ (5) ÔÏËÏÁÉÓ ÂÀÌÏÚÄÍÄÁÉÈ ÊÉ ÅÙÄÁÖËÏÁÈ:

d0 =
1

2π

2π∫
0

f(x)(π − x)dx. (35)

ÈÄÏÒÄÌÀ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉÀ.

ÛÄÍÉÛÅÍÀ 15.11. ËÄÁÄÂÉÓ 15.9 ÈÄÏÒÄÌÉÃÀÍ (21) ÔÏËÏÁÉÓ ÄÊÅÉÅÀ-
ËÄÍÔÖÒÉ ×ÏÒÌÀ: [0, 2π]-ÆÄ ãÀÌÄÁÀÃÉ ÚÏÅÄËÉ f ×ÖÍØÝÉÉÓÈÅÉÓ,
ÈÀÍÀÁÒÀÃ [0, 2π]-ÆÄ ÀÃÂÉËÉ ÀØÅÓ ÖÒÈÉÄÒÈÄÊÅÉÅÀËÄÍÔÖÒ ÔÏËÏ-
ÁÄÁÓ:

x∫
0

f(t)dt = lim
n→∞

x∫
0

( ∑
|k|≤n

cke
iktdt

)
, (36)

lim
n→∞

x∫
0

[f(x)−
∑
|k|≤n

cke
ikt]dt = 0. (36′)



132 ÈÀÅÉ 4. ÊÒÄÁÀÃÏÁÉÓ ÓÀÊÉÈáÄÁÉ

16 ÀÁÄËÉÓ ÂÀÒÃÀØÌÍÀ. ÀÁÄËÉÓ ËÄÌÀ ÃÀ ÈÄÏÒÄÌÄÁÉ

ÀÁÄËÉÓ ÂÀÒÃÀØÌÍÀÓ, ËÄÌÀÓ ÃÀ ÈÄÏÒÄÌÄÁÓ ÌÒÀÅÀËÌáÒÉÅÉ ÂÀÌÏ-
ÚÄÍÄÁÀ ÀØÅÈ ×ÖÍØÝÉÀÈÀ ÈÄÏÒÉÀÛÉ, ÊÄÒÞÏÃ, ×ÖÒÉÄÓ ÌßÊÒÉÅÄÁÛÉ.
ÒÉÌÀÍ-ËÄÁÄÂÉÓ ÈÄÏÒÄÌÉÈ (Éá. ÈÀÅÉ 3, §9), ×ÖÒÉÄÓ ÌßÊÒÉÅÉÓ ÊÏ-
Ä×ÉÝÉÄÍÔÄÁÉ ÊÒÄÁÀÃÉÀ ÍÖËÉÓÊÄÍ. ÀØ ÃÀÅÀÃÂÄÍÈ ÉÓÄÈÉ ÔÒÉÂÏÍÏ-
ÌÄÔÒÉÖËÉ ÌßÊÒÉÅÉÓ ÀÒÓÄÁÏÁÀÓ, ÒÏÌÄËÉÝ ÊÒÄÁÀÃÉÀ ÚÅÄËÂÀÍ ÃÀ
ÌÉÓÉ ÊÏÄ×ÉÝÉÄÍÔÄÁÉ ÉÓßÒÀ×ÅÉÀÍ ÍÖËÉÓÊÄÍ, ÌÀÂÒÀÌ ÉÓ ÀÒ ÀÒÉÓ
×ÖÒÉÄÓ ÌßÊÒÉÅÉ!

ÀÁÄËÉÓ ÂÀÒÃÀØÌÍÀ 16.1. ÅÈØÅÀÈ ÂÅÀØÅÓ ÍÀÌÃÅÉË ÀÍ ÊÏÌËÄØÓÖÒ
ÒÉÝáÅÈÀ ÏÒÉ ÓÉÓÔÄÌÀ a1, a2, . . . ÃÀ b1, b2, . . . . ÛÄÌÏÅÉÙÏÈ ãÀÌÄÁÉ

Bk = b1 + b2 + · · ·+ bk. (1)

ÌÀÛÉÍ ÚÏÅÄËÉ m ≥ 1 ÃÀ n ≥ m + 1 ÒÉÝáÅÄÁÉÓÈÅÉÓ ÀÃÂÉËÉ ÀØÅÓ
ÔÏËÏÁÀÓ

n∑
k=m

akbk =

n−1∑
k=m

(ak − ak+1)Bk + anBn − amBm−1, (2)

ÒÏÌÄËÓÀÝ ÄßÏÃÄÁÀ ÀÁÄËÉÓ ÂÀÒÃÀØÌÍÀ. ÀÌÀÓÈÀÍ, B0 = 0, ÒÏÝÀ
m = 1.

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ (ÉÍÃÖØÝÉÉÓ ÌÄÈÏÃÉÈ). ÊÄÒÞÏ n = m+ 1 ÛÄÌÈáÅÄ-
ÅÀÛÉ (2) ÔÏËÏÁÉÓ ÌÀÒÝáÄÍÀ ÌáÀÒÄÀ ambm+am+1bm+1, áÏËÏ ÌÉÓÉ
ÌÀÒãÅÄÍÀ ÌáÀÒÄ ÊÉ (am−am+1)Bm+am+1Bm+1−amBm−1 = amBm−
am+1Bm + am+1Bm+1 − amBm−1 = am(Bm − Bm−1) + am+1(Bm+1 −
Bm) = ambm + am+1bm+1 .

ÌÀÛÀÓÀÃÀÌÄ, ÀÌ ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉ (2) ÔÏËÏÁÀ ÌÀÒÈÄÁÖËÉÀ. ÀáËÀ
ÃÀÅÖÛÅÀÈ (2) ÔÏËÏÁÉÓ ÌÀÒÈÄÁÖËÏÁÀ ÒÀÉÌÄ n ≥ m+2-ÉÓÈÅÉÓ ÃÀ
ÅÀÜÅÄÍÏÈ ÌÉÓÉ ÓÉÓßÏÒÄ n+1 ÌÍÉÛÅÍÄËÏÁÉÓÈÅÉÓ. ÀÌ ÌÉÆÍÉÈ, ÝáÀÃÉ
ÔÏËÏÁÉÓ

∑n+1
k=m akbk =

∑n
k=m akbk+an+1bn+1 ÌÀÒãÅÄÍÀ ãÀÌÉÓÈÅÉÓ

ÂÀÌÏÅÉÚÄÍÏÈ (2) ÔÏËÏÁÀ ÃÀ ÂÅÄØÍÄÁÀ:

n+1∑
k=m

akbk =
n−1∑
k=m

(ak − ak+1)Bk + anbn − amBm−1 + an+1bn+1. (3)

ÈÖ (2) ÔÏËÏÁÀ ÌÀÒÈÄÁÖËÉÀ (n+ 1)-ÉÓÈÅÉÓ, ÌÀÛÉÍ

n+1∑
k=m

akbk =
n∑

k=m

(ak − ak+1)Bk + an+1Bn+1 − amBm−1. (4)
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ÀáËÀ ÛÄÅÀÌÏßÌÏÈ, (3) ÃÀ (4) ÔÏËÏÁÄÁÉÓ ÌÀÒãÅÄÍÀ ÌáÀÒÄÄÁÉÓ ÔÏ-
ËÏÁÀ. ÀÌÉÓÈÅÉÓ ÓÀàÉÒÏÀ ÛÄÓÒÖËÃÄÓ ÔÏËÏÁÀ anBn − amBm−1 +
an+1bn+1 = (an − an+1)Bn + an+1Bn+1 − amBm−1 ÀÍÖ, ÖÍÃÀ ÛÄÓÒÖ-
ËÃÄÓ ÔÏËÏÁÀ

anBn + an+1bn+1 = anBn − an+1Bn + an+1Bn+1

ÃÀ, ÌÀÛÀÓÀÃÀÌÄ, ÔÏËÏÁÀÝ an+1bn+1 = an+1(Bn+1 − Bn),
ÒÀÝ ÀÓÄÀ.

ÛÄÃÄÂÉ 16.2. ÈÖ (2) ÔÏËÏÁÀÛÉ ÀÅÉÙÄÁÈ m = 1 ÃÀ ÂÀÅÉÈÅÀËÉÓßÉ-
ÍÄÁÈ ÔÏËÏÁÀÓ B0 = 0, ÂÅÄØÍÄÁÀ

n∑
k=1

akbk =
n−1∑
k=1

(ak − ak+1)Bk +AnBn, n = 2, 3, . . . . (5)

ËÄÌÀ 16.3 (ÀÁÄËÉ). ÈÖ |Bk| ≤ c (k = 1, 2, . . . ) ÃÀ

a1 > a2 > · · · an > 0, (6)

ÌÀÛÉÍ ∣∣∣∣ n∑
k=1

akbk

∣∣∣∣ < 2ca1. (7)

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. (5) ÔÏËÏÁÉÓ ÌÀÒãÅÄÍÀ ßÄÅÒÄÁÉÓÈÅÉÓ ÂÅÀØÅÓ∣∣∣∣ n−1∑
k=1

(ak − ak+1)Bk

∣∣∣∣ ≤ c
n−1∑
k=1

(ak − ak+1) =

= c[(a1 − a2) + (a2 − a3) + · · ·+ (an−1 − an)] = c[a1 − an] < ca1

ÃÀ |anBn| ≤ can < ca1. ÀÌÉÈ (7) ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉÀ.

ÈÄÏÒÄÌÀ 16.4 (ÀÁÄËÉ). ÈÖ |Bk| ≤ c (k = 1, 2, . . . ),

a1 > a2 < · · · > an > an+1 > · · · (8)

ÃÀ
lim
n→∞

an = 0, (9)

ÌÀÛÉÍ ÌßÊÒÉÅÉ
∞∑
k=1

akbk (10)
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ÊÒÄÁÀÃÉÀ ÃÀ ∣∣∣∣ ∞∑
k=1

akbk

∣∣∣∣ ≤ 4ca1. (11)

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. (7) ÖÔÏËÏÁÉÓ ÌÔÊÉÝÄÁÉÓ ÌÄÈÏÃÉÈ ÌÉÅÉÙÄÁÈ, ÒÏÌ
ÚÏÅÄËÉ p ÃÀ q > p ÒÉÝáÅÄÁÉÓÈÅÉÓ ÌÀÒÈÄÁÖËÉÀ ÖÔÏËÏÁÀ∣∣∣∣ q∑

k=p

akbk

∣∣∣∣ ≤ 2c1ap, (12)

ÓÀÃÀÝ c1 = supp≤s≤q |bp+· · ·+bs| = sup |(b1+· · ·+bs)−(b1+· · ·+bp−1)| =
sup |Bs −Bp−1| ≤ sup{|Bs|+ |Bp−1|} = sup |Bs|+ |Bp−1| ≤ 2c.

ÀÌÉÔÏÌ, (12) ÖÔÏËÏÁÉÓ ÞÀËÉÈ,∣∣∣∣ q∑
k=p

akbk

∣∣∣∣ ≤ 4cap. (13)

ÈÖ (13)-ÛÉ ÀÅÉÙÄÁÈ p = 1 ÃÀ q = ∞, ÌÀÛÉÍ ÌÉÅÉÙÄÁÈ (11)-Ó.
ÛÄÌÃÄÂ, (9)-ÃÀÍ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄÏÁÓ, ÒÏÌ ÚÏÅÄËÉ ε > 0 ÒÉÝáÅÉ-

ÓÈÅÉÓ ÀÒÓÄÁÏÁÓ N(ε) ÉÓÄÈÉ, ÒÏÌ ap < ε/4c, ÒÏÝÀ p ≥ N . ÀÌÉÓ
ÂÀÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÉÈ, (13)-ÃÀÍ ÅÙÄÁÖËÏÁÈ, ÒÏÌ ÚÏÅÄËÉ p ≥ N ÃÀ
q > p ÒÉÝáÅÄÁÉÓÈÅÉÓ∣∣∣∣ q∑

k=p

akbk

∣∣∣∣ < ε, ÒÏÝÀ p ≥ N ÃÀ q > p. (14)

ÌßÊÒÉÅÉÓ ÊÒÄÁÀÃÏÁÉÓ ÊÏÛÉÓ ÊÒÉÔÄÒÉÖÌÉÓ ÈÀÍÀáÌÀÃ, (14)-ÃÀÍ ÂÀ-
ÌÏÌÃÉÍÀÒÄÏÁÓ (10) ÌßÊÒÉÅÉÓ ÊÒÄÁÀÃÏÁÀ. ÈÄÏÒÄÌÀ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉÀ.

ÈÄÏÒÄÌÀ 16.5 (ÀÁÄËÉÓ ÂÀÍÆÏÂÀÃÄÁÖËÉ ÈÄÏÒÄÌÀ). ÈÖ limn→∞ an = 0,
ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÀ (Bn) ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉÀ ÃÀ ÌßÊÒÉÅÉ

∑∞
k=1 |ak − ak+1|

ÊÒÄÁÀÃÉÀ, ÌÀÛÉÍ ÊÒÄÁÀÃÉÀ ÌßÊÒÉÅÉ

∞∑
k=1

akbk. (15)
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ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÂÅÀØÅÓ
n+p∑
k=n+1

akbk =

n+p∑
k=n+1

ak(Bk −Bk−1) =

=

n+p∑
k=n+1

akBk −
n+p∑
k=n+1

akBk−1 =

=

n+p∑
k=n+1

akBk −
n+p−1∑
k=n

ak+1Bk =

= an+pBn+p − an+1Bn +

n+p−1∑
k=n+1

(ak − ak+1)Bk.

ÀØÄÃÀÍ∣∣∣∣ n+p∑
k=n+1

akbk

∣∣∣∣ ≤ |an+p|·|Bn+p|+|an+1|·|Bn|+
n+p−1∑
k=n+1

|Bk|·|ak−ak+1|. (16)

ÀáËÀ ÅÈØÅÀÈ, ÒÏÌ |Bn| ≤ L (n = 1, 2, . . . ) ÃÀ ε > 0 ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÀÃ
ÌÝÉÒÄÀ. ÌÀÛÉÍ ÀÒÓÄÁÏÁÓ ÉÓÄÈÉ ÍÀÔÖÒÀËÖÒÉ ÒÉÝáÅÉ N(ε), ÒÏÌ
|an| < ε/3L ÃÀ

∑n+p−1
k=n+1 |ak − ak+1| < ε/3L, ÒÏÝÀ n ≥ N ÃÀ p ≥ 1

ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉÀ. ÀÌÉÔÏÌ (16)-ÃÀÍ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄÏÁÓ

∣∣∣∣∑n+p
k=n+1 akbk

∣∣∣∣ < ε,

Ä.É. (15) ÌßÊÒÉÅÉ ÊÒÄÁÀÃÉÀ. ÈÄÏÒÄÌÀ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉÀ.
ÀÁÄËÉÓ ÂÀÍÆÏÂÀÃÄÁÖË ÈÄÏÒÄÌÀÓ ÆÏÂãÄÒ ÀÚÀËÉÁÄÁÄÍ ÓáÅÀ

×ÏÒÌÉÈÀÝ, ÒÉÓÈÅÉÓÀÝ ÃÀÂÅàÉÒÃÄÁÀ ÛÄÌÃÄÂÉ

ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÀ 16.6. (an) ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÀÓ ÄßÏÃÄÁÀ ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉ ÝÅ-
ËÉËÄÁÉÓ14, ÈÖ

∞∑
k=1

|ak − ak+1| < +∞. (17)

ÀÌãÄÒÀÃ ÀÁÄËÉÓ ÂÀÍÆÏÂÀÃÄÁÖËÉ ÈÄÏÒÄÌÀ ÀÓÄ ÜÀÌÏÚÀËÉÁÃÄÁÀ.

ÈÄÏÒÄÌÀ 16.7 (ÀÁÄËÉÓ ÂÀÍÆÏÂÀÃÄÁÖËÉ ÈÄÏÒÄÌÀ15). ÈÖ ÍÖËÉÓÊÄÍ
ÊÒÄÁÀÃÉ (an) ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÀ ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉ ÝÅËÉËÄÁÄÁÉÓÀÀ ÃÀ

14(17)-ÃÀÍ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄÏÁÓ ÊÒÄÁÀÃÏÁÀ ÌßÊÒÉÅÉÓ (a1 − a2) + (a2 − a3) + (a3 −
a4) + · · · = a1 − limn→∞an .
15ÈÄÏÒÄÌÀ 16.5 ÀÒÉÓ 16.4 ÈÄÏÒÄÌÉÓ ÂÀÍÆÏÂÀÃÄÁÀ ÒÀÃÂÀÍÀÝ, ÒÏÝÀ (an) ÌÉÌÃÄÅ-

ÒÏÁÀÓ ÀØÅÓ (8) ÈÅÉÓÄÁÀ, ÌÀÛÉÍ ÊÒÄÁÀÃÉÀ ÌßÊÒÉÅÉ
∑∞
k=1 |ak − ak+1| =

∑∞
k=1(ak −

ak+1) = (a1 − a2) + (a2 − a3) + (a3 − a4) + · · · = a1 − limn→∞ an = a1 − 0 = a1,
ÒÀÝ ÊÄÒÞÏ ÛÄÌÈáÅÄÅÀÀ ßÉÍÀ ÓØÏËÉÏÛÉ ÌÉÈÉÈÄÁÖËÉ 14-ÉÓ.
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(Bn) ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÀ ÊÉ ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉÀ, ÌÀÛÉÍ ÊÒÄÁÀÃÉÀ ÌßÊÒÉÅÉ

∞∑
k=1

akbk. (18)

ÀÁÄËÉÓ 16.4 ÈÄÏÒÄÌÉÓ ÌÔÊÉÝÄÁÉÓÀÓ ÌÉÙÄÁÖËÉ (13) ÃÀ (14)
ÖÔÏËÏÁÄÁÉÓ ÓÀ×ÖÞÅÄËÆÄ ÌÉÉÙÄÁÀ ÀÁÄËÉÓ ÀÌÀÅÄ ÈÄÏÒÄÌÉÓ ÂÀÅÒ-
ÝÄËÄÁÀ ×ÖÍØÝÉÖÒ ÌßÊÒÉÅÄÁÆÄ.

ÈÄÏÒÄÌÀ 16.8 (ÀÁÄËÉÓ ÈÄÏÒÄÌÀ ×ÖÍØÝÉÖÒÉ ÌßÊÒÉÅÉÓÈÅÉÓ). ÅÈØÅÀÈ,

a1 > a2 > · · · > an > an+1 > · · · (19)

lim
n→∞

an = 0 (20)

ÃÀ |Bn(x)| ≤M , ÒÏÝÀ x ∈ [α, β] ÃÀ n = 1, 2, . . . . ÌÀÛÉÍ ×ÖÍØÝÉÖÒÉ
ÌßÊÒÉÅÉ

∑∞
k=1 akbk(x) ÈÀÍÀÁÒÀÃ ÊÒÄÁÀÃÉÀ [α, β] ÓÄÂÌÄÍÔÆÄ ÃÀ ÌÉÓ

S(x) ãÀÌÓ ÀØÅÓ ÈÅÉÓÄÁÀ

|S(x)| ≤ 2Ma1, α ≤ x ≤ β. (21)

17 ÆÏÂÉÄÒÈÉ ÔÒÉÂÏÍÏÌÄÔÒÉÖËÉ ÌßÊÒÉÅÉÓ ÛÄÓÀáÄÁ

ËÄÌÀ 17.1. ÊÒÄÁÀÃÏÁÉÓ ßÄÒÔÉËÉ ÀÒ ÂÀÀÜÍÉÀ ÌßÊÒÉÅÓ

1

2
+ cosx+ cos 2x+ · · ·+ cosnx+ · · · (1)

ÃÀ ÌáÏËÏÃ x = kπ (k = 0,±1,±2, . . . ) ßÄÒÔÉËÄÁÆÄÀ ÊÒÄÁÀÃÉ
ÌßÊÒÉÅÉ

sinx+ sin 2x+ · · ·+ sinmx+ · · · (2)

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÈÖ (1) ÌßÊÒÉÅÉ ÊÒÄÁÀÃÉ ÉØÍÄÁÀ ÒÏÌÄËÉÌÄ x0 ßÄÒ-
ÔÉËÆÄ, ÌÀÛÉÍ ÌÉÓÉ ÆÏÂÀÃÉ ßÄÅÒÉ cosnx0 → 0, ÒÏÝÀ n → ∞.
ÌÀÛÉÍ sin2 nx0 = 1 − cos2 nx0 → 1, ÒÏÝÀ n → ∞. ÌÄÏÒÄ ÌáÒÉÅ,
sin2 nx0 = 1

2 (1− cos 2nx0) →
1
2 . ÌÉÅÉÙÄÈ ßÉÍÀÀÙÌÃÄÂÏÁÀ.

ÌßÊÒÉÅÉ (2) ÈÖ ÊÒÄÁÀÃÉÀ ÒÀÉÌÄ x0 ßÄÒÔÉËÆÄ, ÌÀÛÉÍ sinnx0 → 0,
ÒÏÝÀ n → ∞. ÀØÄÃÀÍ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄÏÁÓ, ÒÏÌ sin(n + 1)x0 → 0 ÃÀ
sin(n − 1)x0 → 0 ÃÀ, ÌÀÛÀÓÀÃÀÌÄ, sin(n + 1)x0 − sin(n − 1)x0 → 0,
ÒÏÝÀ n → ∞. ÌÀÂÒÀÌ sin(n + 1)x0 − sin(n − 1)x0 = 2 sinx0 cosnx0,
Ä.É. sinx0 cosnx0 → 0, ÒÏÝÀ n→ ∞. (1) ÌßÊÒÉÅÉÓ ÛÄÓÀáÄÁ ÌÉÙÄÁÖ-
ËÉ ÉÍ×ÏÒÌÀÝÉÉÈ, cosnx0 ÀÒ ÉÓßÒÀ×ÅÉÓ ÍÖËÉÓÊÄÍ, ÒÏÝÀ n→ ∞.
ÌÀÛÀÓÀÃÀÌÄ, sinx0 = 0 ÃÀ x0 = kπ.
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ËÄÌÀ 17.2. ÌßÊÒÉÅÄÁÉÓ

cosx+ cos 2x+ cos 3x+ · · · , (3)

sinx+ sin 2x+ sin 3x+ · · · (4)

ÊÄÒÞÏ An(x) =
∑n
k=1 cos kx ÃÀ Bn(x) =

∑n
k=1 sin kx ãÀÌÄÁÓ ÀØÅÈ

ÈÅÉÓÄÁÀ

|An(x)| ≤
1

| sin x2 |
, ÒÏÝÀ x ̸= 2kπ, (5)

|Bn(x)| ≤
1

| sin x2 |
ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ x− ÉÓÈÅÉÓ (−∞,+∞)− ÃÀÍ. (6)

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÝáÀÃÉÀ, ÒÏÌ An(x) ÃÀ Bn(x) ßÀÒÌÏÀÃÂÄÍÄÍ

cn(x) =
n∑
k=1

eikx =
eix − ei(n+1)x

1− eix

ãÀÌÉÓ ÍÀÌÃÅÉË ÃÀ ßÀÒÌÏÓÀáÅÉÈ ÍÀßÉËÄÁÓ. ÀÌÉÔÏÌ |An(x)| ≤
|cn(x)| ÃÀ |Bn(x)| ≤ |cn(x)|, ÒÏÝÀ eix ̸= 1 ÀÍÖ, ÒÏÝÀ x ̸= 2kπ
(k = 0,±1,±2, . . . ). ÂÅÀØÅÓ

|cn(x)| ≤
2

|1− eix|
=

2

|(1− cosx) + i sinx|
=

=
2

|2 sin2 x2 + i2 sin x2 cos
x
2 |

=
2

|2 sin x2 | | sin
x
2 + i cos x2 |

=

=
1

| sin x2 | (sin
2 x

2 + cos2 x2 )
1/2

=
1

| sin x2 |
, x ̸= 2kπ.

ÀÌÉÈ (5) ÃÀ (6) ÖÔÏËÏÁÄÁÉ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉÀ, ÒÏÝÀ x ̸= 2kπ.
ÈÖÊÉ x = 2kπ, ÌÀÛÉÍ Bn(2kπ) = 0 ÃÀ (6)-ÉÓ ÌÀÒãÅÄÍÀ ÌáÀÒÄ

ÉØÍÄÁÀ +∞, Ä.É. (6) ÌÀÒÈÄÁÖËÉÀ ÚÅÄËÀ x-ÉÓÈÅÉÓ.

ËÄÌÀ 17.3. ÈÖ

q1 > q2 > q3 > · · · > qn > · · · ÃÀ lim
n→∞

qn = 0, (7)

ÌÀÛÉÍ

∞∑
n=1

qn cosnx ÊÒÄÁÀÃÉÀ x ̸= 2kπ ÌÍÉÛÅÍÄËÏÁÄÁÉÓÈÅÉÓ (8)



138 ÈÀÅÉ 4. ÊÒÄÁÀÃÏÁÉÓ ÓÀÊÉÈáÄÁÉ

ÃÀ

∞∑
n=1

qn sinnx ÊÒÄÁÀÃÉÀ ÚÅÄËÀ x ∈ (−∞,+∞)− ÉÓÈÅÉÓ. (9)

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÛÄÂÅÉÞËÉÀ ÂÀÌÏÅÉÚÄÍÏÈ ÀÁÄËÉÓ 16.4 ÈÄÏÒÄÌÀ §16-
ÃÀÍ, ÒÀÃÂÀÍ ÀÌ ÈÄÏÒÄÌÉÓ (8) ÃÀ (9) ÐÉÒÏÁÄÁÉ ÛÄÓÒÖËÄÁÖËÉÀ
(7)-ÉÓ ÞÀËÉÈ, áÏËÏ |Bk| ≤ c ÐÉÒÏÁÀÝ ÛÄÓÒÖËÄÁÖËÉÀ (5) ÃÀ
(6) ÖÔÏËÏÁÄÁÉÓ ÓÀáÉÈ, ÉÌÉÓ ÂÀÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÉÈ, ÒÏÌ Bn(2kπ) = 0.
ËÄÌÀ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉÀ.

ÛÄÃÄÂÉ 17.4. ÌßÊÒÉÅÄÁÉ
∑∞
k=1

sin kx
k ÃÀ

∑∞
k=1

sin kx
ln k ÊÒÄÁÀÃÉÀ ÚÅÄËÀ

x ∈ (−∞,+∞)-ÉÓÈÅÉÓ, áÏËÏ
∑∞
k=1

cos kx
k ÃÀ

∑∞
k=1

cos kx
ln k ÌßÊÒÉÅÄÁÉ

ÊÒÄÁÀÃÉÀ ÚÅÄËÀ x ̸= 2kπ ÌÍÉÛÅÍÄËÏÁÉÓÈÅÉÓ.

ËÄÌÀ 17.5 ([18], ÂÅ. 275-276). ÚÏÅÄËÉ x ∈ (−∞,+∞)-ÉÓÈÅÉÓ ÃÀ
ÚÅÄËÀ n = 1, 2, . . . ÌÍÉÛÅÍÄËÏÁÉÓÈÅÉÓ ÀÃÂÉËÉ ÀØÅÓ ÖÔÏËÏÁÀÓ∣∣∣∣ n∑

k=1

sin kx

k

∣∣∣∣ < 2
√
π. (10)

18 ×ÖÒÉÄÓ ÌßÊÒÉÅÀÃ ÂÀÛËÉÓ ÌÀÂÀËÉÈÄÁÉ

ØÅÄÌÏÈ ÂÀÍáÉËÖË ÌÀÂÀËÉÈÄÁÛÉ, ×ÖÒÉÄÓ ÛÄÓÀÁÀÌÉÓÉ ÌßÊÒÉÅÉÓ
ÊÒÄÁÀÃÏÁÀÓ ÀÙÄÁÖËÉ ×ÖÍØÝÉÉÓÊÄÍ ÀÃÀÓÔÖÒÄÁÓ ÑÏÒÃÀÍÉÓ ÈÄÏÒÄ-
ÌÀ (Éá. ÈÀÅÉ 4, §12).

18.1. ÌÀÒÈÄÁÖËÉÀ ÔÏËÏÁÀ

x2 =
π2

3
− 4

(
cosx− cos 2x

22
+
cos 3x

32
− · · ·

)
, −π ≤ x ≤ π. (1)

ÀÌ ÌÉÆÍÉÈ, [−π, π] ÓÄÂÌÄÍÔÆÄ ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ ËÖßÉ ×ÖÍØÝÉÀ f(x) = x2.
ËÖßÏÁÉÓ ÂÀÌÏ, f-Ó ÛÄÄÓÀÁÀÌÄÁÀ ÊÏÓÉÍÖÓÄÁÉÓ ÌßÊÒÉÅÉ (Éá. ÈÀÅÉ
2, §3). x < −π ÃÀ x > π ßÄÒÔÉËÄÁÆÄ f ÂÀÅÀÂÒÞÄËÏÈ 2π ÐÄÒÉ-
ÏÃÖËÏÁÉÓ ÌÉáÄÃÅÉÈ. (−∞,+∞)-ÆÄ ÀÓÄ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖËÉ ×ÖÍØÝÉÀ
2π ÐÄÒÉÏÃÖËÉÀ ÃÀ ÌÉÓÉ ÂÒÀ×ÉÊÉ ÌÏÝÄÌÖËÉÀ ÈÀÅÉ 1-ÃÀÍ §2-ÛÉ,
ÍÀá. 1.

ÑÏÒÃÀÍÉÓ ÈÄÏÒÄÌÉÓ ÌÉáÄÃÅÉÈ, S[f ] ÌßÊÒÉÅÉ ÊÒÄÁÀÃÉÀ x2-ÓÊÄÍ
ÚÏÅÄË x ∈ [−π, π] ßÄÒÔÉËÆÄ ÃÀ ÐÄÒÉÏÃÖËÉ ÂÀÂÒÞÄËÄÁÉÓÊÄÍ
[−π, π]-Ó ÂÀÒÄÈ (Éá. ÍÀáÀÔÉ 1).
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ÀáËÀ ÂÀÌÏÅÈÅÀËÏÈ f(x) = x2 ×ÖÍØÝÉÉÓ ×ÖÒÉÄÓ an ÊÏÄ×ÉÝÉ-
ÄÍÔÄÁÉ (f-ÉÓ ËÖßÏÁÉÓ ÂÀÌÏ bn = 0, n = 1, 2, . . . ).

a0 =
2

π

π∫
0

x2dx =
2

π

[x3
3

]x=π
x=0

=
2π2

3
.

ÍÀßÉËÏÁÉÈÉ ÉÍÔÄÂÒÄÁÉÈ ÌÉÅÉÙÄÁÈ

an =
2

π

π∫
0

x2 cosnxdx = − 4

nπ

2π∫
0

x sinnxdx =

=
4

n2π
[x cosnx]π0 − 4

n2π

π∫
0

cosnxdx =

=
4

n2
cosnπ = (−1)n

4

n2
.

18.2. ÀÃÂÉËÉ ÀØÅÓ ÔÏËÏÁÀÓ

x = 2
(
sinx− sin 2x

2
+
sin 3x

3
− · · ·

)
, −π < x < π. (2)

×ÖÍØÝÉÀ f(x) = x ÊÄÍÔÉÀ ÃÀ ÌÉÓÉ 2π ÐÄÒÉÏÃÖËÉ ÂÀÂÒÞÄËÄÁÀ
ÂÀÌÏÓÀáÖËÉÀ ÍÀáÀÔ 2-ÆÄ ØÅÄÌÏÈ.

ÍÀá. 2

ÂÀÂÒÞÄËÄÁÖËÉ ×ÖÍØÝÉÀ ßÚÅÄÔÉËÉÀ ßÄÒÔÉËÄÁÆÄ x = (2k+1)π
(k = 0,±1,±2, . . . ). ßÚÅÄÔÉÓ ßÄÒÔÉËÄÁÆÄ ÌÀÒÝáÄÍÀ ÃÀ ÌÀÒãÅÄÍÀ
ÆÙÅÒÄÁÉ ÄÒÈÉÌÄÏÒÄÓ ÀÁÀÈÉËÄÁÄÍ ÃÀ ×ÖÒÉÄÓ ÌßÊÒÉÅÉ ÊÒÄÁÀÃÉÀ
ÍÖËÉÓÊÄÍ x = (2k + 1)π ßÄÒÔÉËÄÁÆÄ. f-ÉÓ ÊÄÍÔÏÁÉÓ ÂÀÌÏ an = 0
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(n = 0, 1, 2, . . . ) ÃÀ

bn =
2

π

π∫
0

x sinnxdx = − 2

nπ
[x cosnx]π0+

+
2

nπ

π∫
0

cosnxdx = − 2

n
cosnπ =

2

n
(−1)n+1.

ÛÄÅÍÉÛÍÏÈ, ÒÏÌ (2) ÔÏËÏÁÀ ÛÄÉÞËÄÁÀ ÀÓÄ ÜÀÉßÄÒÏÓ:

x

2
=

∞∑
n=1

(−1)n+1 sinnx

n
, −π < x < π. (3)

18.3. ÂÅÀØÅÓ ÔÏËÏÁÀ

x = π − 2
(
sinx+

sin 2x

2
+
sin 3x

3
+ · · ·

)
, 0 < x < 2π (4)

ÀÍÖ
π − x

2
= sinx+

sin 2x

2
+
sin 3x

3
+ · · · , 0 < x < 2π. (5)

ÂÀÒÄÂÍÖËÀÃ ÄÓ ÛÄÌÈáÅÄÅÀ äÂÀÅÓ 18.2 ÛÄÌÈáÅÄÅÀÓ, ÌÀÂÒÀÌ ÉØ ÀÒÉÓ
(−π, π) ÉÍÔÄÒÅÀËÉ ÃÀ ÀØ ÊÉ (0, 2π). ÄÓ ÂÀÍÓáÅÀÅÄÁÀ ÊÀÒÂÀÃ ÜÀÍÓ
ÍÀáÀÔÉ 2-ÉÓ ÛÄÃÀÒÄÁÉÈ ÀÌ ÛÄÌÈáÅÄÅÉÓ 2π ÐÄÒÉÏÃÖË ÂÀÂÒÞÄËÄ-
ÁÀÓÈÀÍ ÍÀáÀÔ 3-ÆÄ (Éá. ÈÀÅÉ 2-ÃÀÍ §1-ÉÓ ÃÀÓÀÓÒÖËÉ).

ÍÀá. 3

2π ÐÄÒÉÏÃÉÈ ÂÀÂÒÞÄËÄÁÖË ×ÖÍØÝÉÀÓ ßÚÅÄÔÀ ÀØÅÓ ßÄÒÔÉËÄ-
ÁÆÄ x = 2πk (k = 0,±1,±2, . . . ). ÀÌ ßÄÒÔÉËÄÁÆÄ ×ÖÒÉÄÓ ÌßÊÒÉÅÉ
ÊÒÄÁÀÃÉÀ ÌÀÒÝáÄÍÀ ÃÀ ÌÀÒãÅÄÍÀ ÆÙÅÒÄÁÉÓ ÀÒÉÈÌÄÔÉÊÖËÉ ÓÀÛÖ-
ÀËÏÓÊÄÍ, Ä.É. ÌÍÉÛÅÍÄËÏÁÉÓÊÄÍ π. (0, 2π) ÉÍÔÄÒÅÀËÆÄ f(x) = x
ÔÏËÏÁÉÈ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖËÉ f ×ÖÍØÝÉÀ ÀÒÝ ÊÄÍÔÉÀ ÃÀ ÀÒÝ ËÖßÉ.



18. ×ÖÒÉÄÓ ÌßÊÒÉÅÀÃ ÂÀÛËÉÓ ÌÀÂÀËÉÈÄÁÉ 141

ÀáËÀ ÂÀÌÏÅÈÅÀËÏÈ ÀÌ ×ÖÍØÝÉÉÓ ×ÖÒÉÄÓ ÊÏÄ×ÉÝÉÄÍÔÄÁÉ:

a0 =
1

π

2π∫
0

xdx =
1

π

[x2
2

]2π
0

= 2π,

an=
1

π

2π∫
0

x cosnxdx=
1

nπ
[x sinnx]2π0 − 1

nπ

2π∫
0

sinnxdx=0 (n=1, 2, . . . ),

bn =
1

π

2π∫
0

x sinnxdx = − 1

nπ
[x cosnx]2π0 +

1

nπ

2π∫
0

cosnxdx = − 2

n
.

18.4. ÌÀÒÈÄÁÖËÉÀ ÔÏËÏÁÀ:

x2 =
4π2

3
+ 4

∞∑
n=1

cosnx

n2
− 4π

∞∑
n=1

sinnx

n
, 0 < x < 2π. (6)

ÌÀÛÀÓÀÃÀÌÄ, (0, 2π) ÉÍÔÄÒÅÀËÆÄ ÅÉáÉËÀÅÈ ×ÖÍØÝÉÀÓ f(x) = x2. ÄÓ
ÛÄÌÈáÅÄÅÀ äÂÀÅÓ 18.1 ÛÄÌÈáÅÄÅÀÓ, ÏÙÏÍÃ ÂÀÍÓáÅÀÅÄÁÖË ÉÍÔÄÒ-
ÅÀËÆÄ. ÀÌ ×ÖÍØÝÉÉÓ 2π ÐÄÒÉÏÃÖË ÂÀÂÒÞÄËÄÁÀÓ (0, 2π)-Ó ÂÀÒÄÈ
ÀØÅÓ ßÚÅÄÔÀ 2πk ßÄÒÔÉËÄÁÆÄ (k = 0,±1,±2, . . . ). ÂÀÂÒÞÄËÄÁÖËÉ
×ÖÍØÝÉÉÓ ×ÖÒÉÄÓ ÌßÊÒÉÅÉ ßÚÅÄÔÉÓ ßÄÒÔÉËÄÁÆÄ ÊÒÄÁÀÃÉÀ ÌÀ-
ÒÝáÄÍÀ ÃÀ ÌÀÒãÅÄÍÀ ÆÙÅÒÄÁÉÓ ÀÒÉÈÌÄÔÉÊÖËÉ ÓÀÛÖÀËÏÓÊÄÍ ÀÍÖ
ÒÉÝáÅÉÓÊÄÍ 2π2 = 1

2 [(2π)
2+0] = 1

2 ·4π
2. ×ÖÍØÝÉÀ f(x) ÀÒ ÌÉÄÊÖÈÅÍÄ-

ÁÀ ÀÒÝ ËÖßÄÁÉÓ ÃÀ ÀÒÝ ÊÄÍÔÄÁÉÓ ÊËÀÓÓ. ÂÀÌÏÅÈÅÀËÏÈ ×ÖÒÉÄÓ
ÊÏÄ×ÉÝÉÄÍÔÄÁÉ:

a0 =
1

π

2π∫
0

x2dx =
1

π

[x3
3

]2π
0

=
8π2

3
,

an =
1

π

2π∫
0

x2 cosnxdx = − 2

nπ

2π∫
0

x sinnxdx =

=
2

n2π
[x cosnx]2π0 − 2

n2π

2π∫
0

cosnxdx =
4

n2
,

bn =
1

π

2π∫
0

x2 sinnxdx = − 1

nπ
[x2 cosnx]2π0 +
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+
2

nπ

2π∫
0

x cosnxdx = −4π

n
− 1

n2π

2π∫
0

sinnxdx = −4π

n
.

ÀÌÉÔÏÌ, ÒÏÝÀ 0 < x < 2π

x2 =
4π2

3
+ 4

(
cosx− π sinx+

cos 2x

22
− π sin 2x

2
+ · · ·

· · ·+ cosnx

n2
− π sinnx

n
+ · · ·

)
=

=
4π2

3
+ 4

∞∑
n=1

(cosnx
n2

− π sinnx

n

)
=

=
4π2

3
+ 4

∞∑
n=1

cosnx

n2
− 4π

∞∑
n=1

sinnx

n
.

ÀÌ ÛÄÌÈáÅÄÅÉÓ ÂÒÀ×ÉÊÖËÉ ÂÀÌÏÓÀáÅÀ ÀÒÉÓ

ÍÀá. 4

18.5. ÀÃÂÉËÉ ÀØÅÓ ÔÏËÏÁÀÓ

|x| = π

2
− 4

π

(
cosx+

cos 3x

32
+
cos 5x

52
+ · · ·

)
, −π ≤ x ≤ π. (7)

[−π, π] ÓÄÂÌÄÍÔÆÄ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖËÉ ×ÖÍØÝÉÀ f(x) = |x| ËÖßÉÀ. ÄÓ
×ÖÍØÝÉÀ ÈÀÅÉÓ 2π ÐÄÒÉÏÃÖË ÂÀÂÒÞÄËÄÁÀÓÈÀÍ ÄÒÈÀÃ ÂÒÀ×ÉÊÖ-
ËÀÃ ÂÀÌÏÓÀáÖËÉÀ ÍÀá. 5-ÆÄ. ÒÀÃÂÀÍ |x| = x, ÒÏÝÀ x ≥ 0, ÀÌÉÔÏÌ

a0 =
2

π

π∫
0

xdx =
2

π

[x2
2

]π
0
= π,
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ÍÀá. 5

an =
2

π

π∫
0

x cosnxdx = − 2

nπ

π∫
0

sinnxdx =
2

n2π
[cosnx]π0 =

=
2

n2π
[cosnπ − 1] =

2

n2π
[(−1)n − 1].

ÀØÄÃÀÍ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄÏÁÓ, ÒÏÌ ËÖßÉ n-ÉÓÈÅÉÓ an = 0 ÃÀ ÊÄÍÔÉ
n-ÉÓÈÅÉÓ ÊÉ an = − 4

πn2 .
ÃÀÓÀÓÒÖË, bn = 0 (n = 1, 2, . . . ), ÒÀÃÂÀÍ f ËÖßÉ ×ÖÍØÝÉÀÀ.
18.6. ÂÅÀØÅÓ ÔÏËÏÁÀ ÚÅÄËÀ x ∈ (−∞,+∞)-ÉÓÈÅÉÓ:

| sinx| = 2

π
− 4

π

(cos 2x
3

+
cos 4x

15
+
cos 6x

35
+ · · ·

)
. (8)

f(x) = | sinx| ×ÖÍØÝÉÉÓ ÐÄÒÉÏÃÉÀ π (Éá. ÈÀÅÉ 1, §2). ÒÀÃÂÀÍ
| sinx| = sinx, ÒÏÝÀ 0 ≤ x ≤ π ÃÀ, ÒÏÂÏÒÝ ÅÈØÅÉÈ, ÀÌ ×ÖÍØÝÉÉÓ
ÐÄÒÉÏÃÉÀ π, ÀÌÉÔÏÌ y = sinx ×ÖÍØÝÉÉÓ ÂÒÀ×ÉÊÉ ÂÀÅÀÂÒÞÄËÏÈ ÀÌ
ÓÄÂÌÄÍÔÉÃÀÍ ÏÒÉÅÄ ÌáÀÒÄÓ π ÐÄÒÉÏÃÉÈ. ÂÀÂÒÞÄËÄÁÖËÉ ×ÖÍØÝÉÉÓ
ÂÒÀ×ÉÊÓ ÀØÅÓ ÓÀáÄ

ÍÀá. 6

×ÖÒÉÄÓ ÊÏÄ×ÉÝÉÄÍÔÄÁÉÓÈÅÉÓ ÂÅÀØÅÓ:

a0 =
2

π

π∫
0

sinxdx =
4

π
.

ÈÖ n ̸= 1, ÌÀÛÉÍ
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an =
2

π

π∫
0

sinx cosnxdx =
1

π

π∫
0

[sin(n+ 1)x− sin(n− 1)x]dx =

= − 1

π

[cos(n+ 1)x

n+ 1
− cos(n− 1)x

n− 1

]π
0
=

= − 1

π

[ (−1)n+1 − 1

n+ 1
− (−1)n−1 − 1

n− 1

]
=

= −2
(−1)n + 1

π(n2 − 1)
.

n = 1 ÛÄÌÈáÅÄÅÉÓÈÅÉÓ

a1 =
2

π

π∫
0

sinx cosxdx =
1

π

π∫
0

sin 2xdx = − 1

π

[cos 2x
2

]π
0
= 0.

ÀÌÀÅÄ ÃÒÏÓ, bn = 0 (n = 1, 2, . . . ), ÒÀÃÂÀÍ y = | sinx| ËÖßÉ ×ÖÍØ-
ÝÉÀÀ.

18.7. ×ÖÍØÝÉÀ f(x) = 1, ÒÏÝÀ 0 < x < π ÂÀÅÛÀËÏÈ ÓÉÍÖÓÄ-
ÁÉÓ ÌßÊÒÉÅÀÃ, ÒÀÝ ÍÉÛÍÀÅÓ, ÒÏÌ f ÖÍÃÀ ÂÀÅÀÂÒÞÄËÏÈ ÊÄÍÔÏÁÉÈ
[−π, 0] ÓÄÂÌÄÍÔÆÄ. ÀÓÄÈÉ ÂÀÂÒÞÄËÄÁÉÈ ÌÉÅÉÙÄÁÈ x = 0 ßÄÒÔÉËÆÄ
ßÚÅÄÔÉÓ ÌØÏÍÄ ×ÖÍØÝÉÀÓ. ÀÌÉÓ ÛÄÌÃÄÂ ÊÉ ÖÍÃÀ ÂÀÅÀÂÒÞÄËÏÈ 2π
ÐÄÒÉÏÃÉÈ [−π, π]-Ó ÂÀÒÄÈ. ÂÒÀ×ÉÊÖËÀÃ ÄÓ ÀÓÄ ÂÀÌÏÉÓÀáÄÁÀ:

ÍÀá. 7

ßÚÅÄÔÉÓ kπ ßÄÒÔÉËÄÁÆÄ ×ÖÒÉÄÓ ÌßÊÒÉÅÉ ÊÒÄÁÀÃÉÀ ÍÖËÉÓÊÄÍ,
ÒÀÃÂÀÍ ÌÀÒÝáÄÍÀ ÃÀ ÌÀÒãÅÄÍÀ ÆÙÅÒÄÁÉÓ 1-ÓÀ ÃÀ −1-ÉÓ ÀÒÉÈ-
ÌÄÔÉÊÖËÉ ÓÀÛÖÀËÏ ÍÖËÉÀ. ÓáÅÀ ßÄÒÔÉËÄÁÆÄ ÌßÊÒÉÅÉ ÊÒÄÁÀÃÉÀ
1-ÊÄÍ. ÀáËÀ ÅÉÐÏÅÏÈ ×ÖÒÉÄÓ ÊÏÄ×ÉÝÉÄÍÔÄÁÉ.

×ÖÍØÝÉÉÓ ÊÄÍÔÏÁÉÓ ÂÀÌÏ an = 0 (n = 0, 1, 2, . . . ).

bn =
2

π

π∫
0

1 · sinnxdx =
2

nπ
[− cosnx]π0 =

2

nπ
[1− (−1)n].
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ÀÌÒÉÂÀÃ, 0 < x < π ÉÍÔÄÒÅÀËÆÄ ÀÃÂÉËÉ ÀØÅÓ ÔÏËÏÁÀÓ:

1 =
4

π

(
sinx+

sin 3x

3
+
sin 5x

5
+ · · ·

)
. (9)





ÈÀÅÉ 5

×ÖÒÉÄÓ ÃÀ ÒÉÝáÅÉÈÉ ÌßÊÒÉÅÄÁÉÓ
ÛÄãÀÌÄÁÀÃÏÁÉÓ ÓÀÊÉÈáÄÁÉ

ÛÄÓÀÅÀËÉ

ÅÈØÅÀÈ, f ×ÖÍØÝÉÀ ãÀÌÄÁÀÃÉÀ 2π ÓÉÂÒÞÉÓ ÓÄÂÌÄÍÔÆÄ, ÊÄÒ-
ÞÏÃ, [0, 2π]-ÆÄ ÀÍ [−π, π]-ÆÄ ÃÀ 2π ÐÄÒÉÏÃÖËÀÃÀÀ ÂÀÂÒÞÄËÄÁÖËÉ
(−∞,+∞)-ÆÄ.

S[f ] ÉÚÏÓ f ×ÖÍØÝÉÉÓ ×ÖÒÉÄÓ ÌßÊÒÉÅÉ, ÓÉÌÁÏËÖÒÀÃ,

f ∼ a0
2

+
∞∑
k=1

(ak cos kx+ bk sin kx)− ÍÀÌÃÅÉËÉ ×ÏÒÌÉÓ

ÀÍ

f ∼
+∞∑

k=−∞

cke
ikx − ÊÏÌÐËÄØÓÖÒÉ ÀÍÖ ÄØÓÐÏÍÄÍÔÖÒÉ ×ÏÒÌÉÓ,

ÓÀÃÀÝ

ak =
1

π

2π∫
0

f(x) cos kxdx, bk =
1

π

2π∫
0

f(x) sin kxdx,

ck =
1

2π

2π∫
0

f(x)e−ikxdx.

147
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A. S[f ]-ÉÓ ßÄÒÔÉËÏÅÀÍÉ ÊÒÄÁÀÃÏÁÉÓ ÛÄÓÀáÄÁ ÂÅØÏÍÃÀ:
1) ÈÀÅÉ 4-ÉÓ §8-ÛÉ ÈÄÏÒÄÌÀ 8.1. ÒÀÉÌÄ x ßÄÒÔÉËÆÄ S[f ]-ÉÓ

ÊÒÄÁÀÃÏÁÉÓÈÅÉÓ f(x) ÌÍÉÛÅÍÄËÏÁÉÓÊÄÍ, ÀÖÝÉËÄÁÄËÉ ÃÀ ÓÀÊÌÀ-
ÒÉÓÉÀ

lim
n→∞

δ∫
0

Ff (x, u)
sinnu

u
du = 0

ÔÏËÏÁÉÓ ÛÄÓÒÖËÄÁÀ, ÓÀÃÀÝ δ > 0 ÒÀÉÌÄ ×ÉØÓÉÒÄÁÖËÉ ÒÉÝáÅÉÀ
ÃÀ

Ff (x, u) = f(x+ u) + f(x− u)− 2f(x).

2) ÈÀÅÉ 4-ÉÓ §10-ÛÉ ÈÄÏÒÄÌÀ 10.1. ÈÖ ãÀÌÄÁÀÃ f ×ÖÍØÝÉÀÓ
ÂÀÀÜÍÉÀ ÂËÖÅÏÁÉÓ ÒÀÉÌÄ x0 ßÄÒÔÉËÉ, ÌÀÛÉÍ S[f ](x0) = f(x0).

ÀÌ ÈÄÏÒÄÌÉÓ ÊÄÒÞÏ ÛÄÌÈáÅÄÅÀÀ.

ÛÄÃÄÂÉ 10.2. ÈÖ f ×ÖÍØÝÉÀÓ ÒÀÉÌÄ x0 ßÄÒÔÉËÆÄ ÀØÅÓ ÓÀÓÒÖËÉ
f ′(x0) ßÀÒÌÏÄÁÖËÉ, ÌÀÛÉÍ S[f ](x0) = f(x0).

3) ÈÀÅÉ 4-ÉÓ §11-ÛÉ ÃÉÍÉÓ ÍÉÛÍÉÓ ÛÄÃÄÂÉ 11.3. ÈÖ f ×ÖÍØÝÉÀ
ÖßÚÅÄÔÉÀ ÒÀÉÌÄ x0 ßÄÒÔÉËÆÄ ÃÀ ÒÏÌÄËÉÌÄ δ > 0 ÒÉÝáÅÉÓÈÅÉÓ
ÀÒÓÄÁÏÁÓ ÉÍÔÄÂÒÀËÉ

δ∫
0

|Ff (x0, u)|
u

du,

ÌÀÛÉÍ S[f ](x0) = f(x0).
4) ÈÀÅÉ 4-ÉÓ §12-ÛÉ ÑÏÒÃÀÍÉÓ ÍÉÛÀÍÉ. ÈÖ f ×ÖÍØÝÉÀÓ ÒÀ-

ÉÌÄ ÓÄÂÌÄÍÔÆÄ [a, b] ⊂ [0, 2π] ÀØÅÓ ÓÀÓÒÖËÉ ÅÀÒÉÀÝÉÀ, ÌÀÛÉÍ ÙÉÀ
(a, b) ÉÍÔÄÒÅÀËÉÓ ÚÏÅÄË x0 ßÄÒÔÉËÆÄ S[f ] ÊÒÄÁÀÃÉÀ ÒÉÝáÅÉÓÊÄÍ
1
2 [f(x0+0)+f(x0−0)], ÊÄÒÞÏÃ, f(x0) ÌÍÉÛÅÍÄËÏÁÉÓÊÄÍ ÈÖ x0 ÀÒÉÓ
f ×ÖÍØÝÉÉÓ ÖßÚÅÄÔÏÁÉÓ ßÄÒÔÉËÉ.

B. ÒÀÌÃÄÍÉÌÄ ×ÀØÔÉ S[f ]-ÉÓ ÂÀÍÛËÀÃÏÁÉÓ ÛÄÓÀáÄÁ.
1) [7], ÂÅ. 97. ÀÒÓÄÁÏÁÓ [−π, π]-ÆÄ ÈÀÍÀÁÒÀÃ ÊÒÄÁÀÃÉ S[f ],

ÒÏÌÄËÉÝ ÀÒÀÀ ÀÁÓÏËÖÔÖÒÀÃ ÊÒÄÁÀÃÉ [−π, π]-ÆÄ.
2) [7], ÂÅ. 130. ÀÒÓÄÁÏÁÓ ÖßÚÅÄÔÉ f ×ÖÍØÝÉÀ, ÒÏÌËÉÓÈÅÉÓÀÝ

S[f ] ÊÒÄÁÀÃÉÀ ÚÅÄËÂÀÍ, ÌÀÂÒÀÌ ÀÒÀÈÀÍÀÁÒÀÃ.
3) [7], ÂÅ. 132-×ÄÉÄÒÉÓ ÌÀÂÀËÉÈÉ. ÀÒÓÄÁÏÁÓ ÖßÚÅÄÔÉ f ×ÖÍØÝÉÀ,

ÒÏÌËÉÓÈÅÉÓÀÝ S[f ]-Ó ÂÀÀÜÍÉÀ ÂÀÍÛËÀÃÏÁÉÓ ßÄÒÔÉËÉ.
4) [7], ÂÅ. 222. ÈÖ ×ÖÒÉÄÓ

∑∞
k=2 ak cos kx ÌßÊÒÉÅÛÉ, ÓÀÃÀÝ

ak = 1√
ln k
, ÍÖËÄÁÉÈ ÜÀÅÀÍÀÝÅËÄÁÈ ÚÅÄËÀ ak ÊÏÄ×ÉÝÉÄÍÔÓ, ÒÏÝÀ
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k ̸= 2n, ÌÀÛÉÍ ÀÓÄ ÌÉÙÄÁÖËÉ ÌßÊÒÉÅÉ
∑
a2n cos 2nx ÖÊÅÄ ÀÙÀÒ

ÉØÍÄÁÀ ÒÀÉÌÄ ãÀÌÄÁÀÃÉ ×ÖÍØÝÉÉÓ ×ÖÒÉÄÓ ÌßÊÒÉÅÉ.
5) [7], ÂÅ. 319. ÀÒÓÄÁÏÁÓ ÖßÚÅÄÔÉ f ×ÖÍØÝÉÀ, ÒÏÌËÉÓÈÅÉÓÀÝ

S[f ] ÂÀÍÛËÀÃÉÀ ÊÏÍÔÉÍÖÖÌÉÓ ÓÉÌÞËÀÅÒÉÓ ÓÉÌÒÀÅËÄÆÄ.
6) [7], ÂÅ. 321. ÀÒÓÄÁÏÁÓ ÖßÚÅÄÔÉ f ×ÖÍØÝÉÀ, ÒÏÌËÉÓ S[f ] ÂÀ-

ÍÛËÀÃÉÀ ÌÏÝÄÌÖË ÈÅËÀÃ E ÓÉÌÒÀÅËÄÆÄ ÃÀ ÊÒÄÁÀÃÉÀ [0, 2π]\E-
ÆÄ.

7) [7], ÂÅ. 323. ÀÒÓÄÁÏÁÓ ÖßÚÅÄÔÉ f ×ÖÍØÝÉÀ, ÒÏÌËÉÓÈÅÉÓÀÝ
S[f ] ÊÒÄÁÀÃÉÀ ÈÀÍÀÁÒÀÃ ÃÀ S[f2] ÊÉ ÂÀÍÛËÀÃÉÀ ÊÏÍÔÉÍÖÖÌÉÓ
ÓÉÌÞËÀÅÒÉÓ ÓÉÌÒÀÅËÄÆÄ.

8) [7], ÂÅ. 327. ÀÒÓÄÁÏÁÓ ÖßÚÅÄÔÉ ÉÓÄÈÉ f ×ÖÍØÝÉÀ, ÒÏÌ S[f ]
ÌßÊÒÉÅÉÓ ÊÄÒÞÏ ãÀÌÄÁÉÓ ÚÏÅÄËÉ ØÅÄÌÉÌÃÄÅÒÏÁÀ ÂÀÍÛËÀÃÉÀ ÄÒÈ
ßÄÒÔÉËÆÄ ÌÀÉÍÝ (×ÄÉÄÒÉÓ ÌÀÂÀËÉÈÉÓ ÂÀÞËÉÄÒÄÁÀ).

9) [7], ÂÅ. 327. ÚÏÅÄËÉ ÖßÚÅÄÔÉ ×ÖÍØÝÉÀ ÛÄÉÞËÄÁÀ ßÀÒÌÏ-
ÃÂÄÍÉË ÉØÍÀÓ ÏÒÉ ÉÓÄÈÉ ÖßÚÅÄÔÉ ×ÖÍØÝÉÉÓ ãÀÌÉÓ ÓÀáÉÈ, ÒÏÌ
ÈÉÈÏÄÖËÉÓ ×ÖÒÉÄÓ ÌßÊÒÉÅÉÓ ÊÄÒÞÏ ãÀÌÄÁÉÓ ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÀ ÛÄÉÝÀÅÓ
ÈÀÍÀÁÒÀÃ ÊÒÄÁÀÃ ØÅÄÌÉÌÃÄÅÒÏÁÀÓ.

10) [7], ÂÅ. 329. ÚÏÅÄËÉ ÖßÚÅÄÔÉ ×ÖÍØÝÉÀ ÛÄÉÞËÄÁÀ ßÀÒÌÏÃÂÄÓ
ÏÒÉ ÉÓÄÈÉ ÖßÚÅÄÔÉ ×ÖÍØÝÉÉÓ ãÀÌÉÓ ÓÀáÉÈ, ÒÏÌ ÈÉÈÏÄÖËÉÓ ×Ö-
ÒÉÄÓ ÌßÊÒÉÅÉÓ ÊÒÄÁÀÃÏÁÉÓ ßÄÒÔÉËÈÀ ÓÉÌÒÀÅËÄÓ ÀØÅÓ ÃÀÃÄÁÉÈÉ
ÆÏÌÀ ÚÏÅÄË [a, b] ⊂ [0, 2π] ÓÄÂÌÄÍÔÆÄ.

11) [7], ÂÅ. 615. ÀÒÓÄÁÏÁÓ ÀÁÓÏËÖÔÖÒÀÃ ÖßÚÅÄÔÉ ×ÖÍØÝÉÀ,
ÒÏÌËÉÓÈÅÉÓÀÝ S[f ]-Ó ÀÒ ÀØÅÓ ÀÁÓÏËÖÔÖÒÀÃ ÊÒÄÁÀÃÏÁÉÓ ßÄÒ-
ÔÉËÉ.

12) [7], ÂÅ. 635. S[f ]-ÉÓ ÀÁÓÏËÖÔÖÒÀÃ ÊÒÄÁÀÃÏÁÉÓÈÅÉÓ ÀÖÝÉ-
ËÄÁÄËÉ ÃÀ ÓÀÊÌÀÒÉÓÉÀ ÛÄÓÒÖËÃÄÓ ÔÏËÏÁÀ f(x) = 1

2π

∫ π
−π h(x−

t)g(t)dt, ÓÀÃÀÝ h ∈ L2[−π, π] ÃÀ g ∈ L2[−π, π].

C. S[f ]-ÉÓ ÈÉÈØÌÉÓ ÚÅÄËÂÀÍ ÊÒÄÁÀÃÏÁÉÓ ÛÄÓÀáÄÁ.
A ÂÀÍÚÏ×ÉËÄÁÀÛÉ ÀÙÍÉÛÍÖËÉ ×ÀØÔÄÁÉÓ ÃÀÃÂÄÍÉÃÀÍ ÂÀÅÉÃÀ

ÄÒÈ ÓÀÖÊÖÍÄÆÄ ÌÄÔÉ ÃÀ ÌÀÓ ÛÄÌÃÄÂ ÉÚÏ ÁÄÅÒÉ ÌÝÃÄËÏÁÀ ÂÀÃÀ-
àÒÉËÉÚÏ S[f ]-ÉÓ ÈÉÈØÌÉÓ ÚÅÄËÂÀÍ ÊÒÄÁÀÃÏÁÉÓ ÐÒÏÁËÄÌÀ, ÒÀÝ
ÀÙÌÏÜÍÃÀ ÞÀËÉÀÍ ÞÍÄËÉ ÂÀÃÀÓÀßÚÅÄÔÉ. ËÖÆÉÍÌÀ ÈÀÅÉÓ ÂÀáÌÀÖÒÄ-
ÁÖËÉ ÓÀÃÏØÔÏÒÏ ÃÉÓÄÒÔÀÝÉÀÛÉ ''ÉÍÔÄÂÒÀËÉ ÃÀ ÔÒÉÂÏÍÏÌÄÔ-
ÒÉÖËÉ ÌßÊÒÉÅÉ'', 1915 ßÄËÓ ÜÀÌÏÀÚÀËÉÁÀ ÛÄÌÃÄÂÉ äÉÐÏÔÄÔÖÒÉ
ÈÄÏÒÄÌÀ: ÈÖ F ×ÖÍØÝÉÀ ÄÊÖÈÅÍÉÓ L2[0, 2π] ÊËÀÓÓ ÀÍÖ, ÈÖ ÉÍÔÄ-

ÂÒÀËÉ
∫ 2π

0
F 2(x)dx ÓÀÓÒÖËÉÀ, ÌÀÛÉÍ S[f ] ÊÒÄÁÀÃÉÀ F (x) ÌÍÉÛÅ-

ÍÄËÏÁÉÓÊÄÍ ÈÉÈØÌÉÓ ÚÅÄËÀ x ∈ [0, 2π]-ÉÓÈÅÉÓ.
ÉÚÏ ÁÄÅÒÉ ÌÝÃÄËÏÁÀ, ËÖÆÉÍÉÓ ÀÌ ÈÄÏÒÄÌÉÓ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÉÓ ÀÍ

ÖÀÒÚÏ×ÉÓ, ÌÀÂÒÀÌ ÖÛÄÃÄÂÏÃ. ÀÌÀÓÏÁÀÛÉ ÊÏËÌÏÂÏÒÏÅÌÀ ÃÀÀÌÔ-
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ÊÉÝÀ ÀÒÓÄÁÏÁÀ ÉÓÄÈÉ ãÀÌÄÁÀÃÉ ϕ ×ÖÍØÝÉÉÓÀ, ÒÏÌËÉÓ S[ϕ] ÂÀÍÛ-
ËÀÃÉÀ ÚÏÅÄË ßÄÒÔÉËÆÄ! ([7], ÂÅ. 412; [12], ÂÅ. 488).

L2 ÐÒÏÁËÄÌÉÓ ÅÄÒÂÀÃÀßÚÅÄÔÀÌ ÃÀ ÊÏËÌÏÂÏÒÏÅÉÓ ÀÌ ÛÄÃÄÂÌÀ
ÖÀÒÚÏ×ÉÈÀÃ ÉÌÏØÌÄÃÀ ÀÙÍÉÛÍÖËÉ ÐÒÏÁËÄÌÉÈ ÃÀÉÍÔÄÒÄÓÄÁÖË
ÌÀÈÄÌÀÔÉÊÏÓÄÁÆÄ ÃÀ ÓÉÔÚÅÉÄÒÀÃ ÊÉÃÄÅÀÝ ÀÝáÀÃÄÁÃÍÄÍ (ÌÀÂÀËÉ-
ÈÀÃ ÆÉÂÌÖÍÃÉ, ÖËÉÀÍÏÅÉ, ÌÄÍÛÏÅÉ, ÓÔÄÜÊÉÍÉ), ÒÏÌ, ÀËÁÀÈ, ÀÒÓÄ-
ÁÏÁÓ ÖßÚÅÄÔÉ f0 ×ÖÍØÝÉÀ, ÒÏÌËÉÓÈÅÉÓÀÝ S[f0] ÂÀÍÛËÀÃÉ ÉØÍÄÁÀ
ÃÀÃÄÁÉÈÉ ÆÏÌÉÓ ÓÉÌÒÀÅËÄÆÄ. ÃÀ ÀÉ, 1966 ßÄËÓ, ÃÙÄÓÀÝ ÌÏØ-
ÌÄÃÌÀ ÊÀÒËÄÓÏÍÌÀ ÃÀÃÄÁÉÈÀÃ ÂÀÃÀßÚÅÉÔÀ L2-ÉÓ ÀÍÖ ËÖÆÉÍÉÓ
ÐÒÏÁËÄÌÀ ([36]; ÃÀßÅÒÉËÄÁÉÈ YMH, T. 23, No.6, 1968).

D. ÂÀÂÒÞÄËÄÁÀ
ÚÏÅÄËÉÅÄ ÆÄÌÏÈØÌÖËÉÃÀÍ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄÏÁÓ ÐÒÏÁËÄÌÀ: ÛÄÓÀ-

ÞËÄÁÄËÉÀ ÈÖ ÀÒÀ ãÀÌÄÁÀÃÉ f ×ÖÍØÝÉÉÓ S[f ] ÌßÊÒÉÅÉ ÒÏÂÏÒÌÄ
ÂÀÌÏÚÄÍÄÁÖË ÉØÍÀÓ f(x) ÌÍÉÛÅÍÄËÏÁÄÁÉÓ ÌÉÓÀÙÄÁÀÃ, ÈÖÍÃÀÝ ÊÏ-
ËÌÏÂÏÒÏÅÉÓ ÌÀÂÀËÉÈÉÓ ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉ.

ÀÌ ÐÒÏÁËÄÌÉÓ ÄÒÈ-ÄÒÈÉ ÂÀÃÀßÚÅÄÔÀ ÜÅÄÍÈÅÉÓ ÝÍÏÁÉËÉÀ S[f ]-
ÉÓ ßÄÅÒÏÁÒÉÅÉ ÉÍÔÄÂÒÄÁÉÈ (Éá. ÈÀÅÉ 4, §15).

ÀÒÓÄÁÏÁÓ ÀÌ ÐÒÏÁËÄÌÉÓ Ö×ÒÏ ÌÒÀÅÀË×ÄÒÏÅÀÍÉ ÂÀÃÀßÚÅÄÔÀ,
ÒÀÝ ÖÊÀÅÛÉÒÃÄÁÀ S[f ]-ÉÓ ÓáÅÀÃÀÓáÅÀ ÌÄÈÏÃÉÈ ''ÛÄãÀÌÄÁÀÃÏÁÀÓ''.
ÛÄãÀÌÄÁÀÃÏÁÉÓ ÌÄÈÏÃÛÉ ÌÉÈÉÈÄÁÖËÉÀ ÉÓ ÏÐÄÒÀÝÉÄÁÉ, ÒÀÝ ÖÍÃÀ
ÛÄÓÒÖËÃÄÓ S[f ]-ÆÄ ÒÏÌ ÌÉÅÉÙÏÈ f .

ÓÀÊÉÈáÉÓÀÃÌÉ ÀÓÄÈÉ ÌÉÃÂÏÌÀ ÀÙÌÏÜÍÃÀ ÞÀËÉÀÍ ÛÄÃÄÂÉÀÍÉ ÀÒÀ
ÌÀÒÔÏ ×ÖÒÉÄÓ ÌßÊÒÉÅÉÓ ÌÉÌÀÒÈ, ÀÒÀÌÄÃ ÓáÅÀ ÓÀáÉÓ ÌßÊÒÉÅÄÁÉ-
ÓÈÅÉÓÀÝ. ÀÌÀÓÈÀÍ ÓÀÓÖÒÅÄËÉÀ, ÒÏÌ ÌßÊÒÉÅÉÓ ''ÂÀÍÆÏÂÀÃÄÁÖËÉ''
ãÀÌÉ, ÒÀÝ ÛÄÄÓÀÁÀÌÄÁÀ ÛÄãÀÌÄÁÀÃÏÁÉÓ ÌÏÝÄÌÖË ÌÄÈÏÃÓ, ÉÞËÄ-
ÏÃÄÓ ÌßÊÒÉÅÉÓ ÜÅÄÖËÄÁÒÉÅ ãÀÌÓ, ÒÏÝÀ ÄÓ ÖÊÀÍÀÓÊÍÄËÉ ÀÒÓÄÁÏÁÓ.
ÈÖ ÛÄãÀÌÄÁÀÃÏÁÉÓ ÌÏÝÄÌÖË ÌÄÈÏÃÓ ÂÀÀÜÍÉÀ ÄÓ ÈÅÉÓÄÁÀ, ÌÀÛÉÍ ÀÌ
ÌÄÈÏÃÓ ÄßÏÃÄÁÀ ÒÄÂÖËÀÒÖËÉ. ÖÍÃÀ ÉÈØÅÀÓ, ÒÏÌ ÀÒÓÄÁÏÁÓ ÛÄ-
ãÀÌÄÁÀÃÏÁÉÓ ÀÒÀÒÄÂÖËÀÒÖËÉ ÌÄÈÏÃÉÝ, ÒÀÝ ÉÌÀÓ ÍÉÛÍÀÅÓ, ÒÏÌ
ÌßÊÒÉÅÉÓ ßÄÅÒÄÁÓ ÌÏÄÈáÏÅÄÁÀ ÃÀÌÀÔÄÁÉÈÉ ÈÅÉÓÄÁÀ, ÒÀÈÀ ÀÙÄÁÖ-
ËÌÀ ÌÄÈÏÃÌÀ ÛÄÀãÀÌÏÓ ÚÅÄËÀ ÊÒÄÁÀÃÉ ÌßÊÒÉÅÉ ÈÀÅÉÓÉ ãÀÌÉÓÊÄÍ.

ÜÅÄÍÉ ÖÀáËÏÄÓÉ ÀÌÏÝÀÍÀÀ, ÒÉÝáÅÉÈÉ ÌßÊÒÉÅÄÁÉÓ ÛÄãÀÌÄÁÀÃÏ-
ÁÉÓ ÂÀÍáÉËÅÀ ÓáÅÀÃÀÓáÅÀ ÌÄÈÏÃÉÈ. ÛÄÌÃÄÂ ÊÉ ÂÀÃÀÅÀËÈ ×ÖÒÉÄÓ
ÌßÊÒÉÅÄÁÉÓ ÛÄãÀÌÄÁÀÃÏÁÉÓ ÂÀÍáÉËÅÀÆÄ, ÒÀÓÀÝ ÛÏÒÓ ÌÉÌÀÅÀËÉ
ÂÀÂÒÞÄËÄÁÀ ÀØÅÓ äÏËÏÌÏÒ×ÖË ÃÀ äÀÒÌÏÍÉÖË ×ÖÍØÝÉÄÁÈÀÍ ÊÀ-
ÅÛÉÒÛÉ.
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1 ÒÉÝáÅÉÈÉ ÌßÊÒÉÅÉÓ ÛÄãÀÌÄÁÀÃÏÁÀ ÜÄÆÀÒÏÓ (C, 1)
ÌÄÈÏÃÉÈ

ÅÈØÅÀÈ, ÌÏÝÄÌÖËÉÀ ÒÉÝáÅÉÈÉ ÌßÊÒÉÅÉ

u0 + u1 + · · ·+ un + · · · (1)

ÃÀ ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ ÌÉÓÉ ÊÄÒÞÏ ãÀÌÄÁÉÓ ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÀ

Sn = u0 + u1 + · · ·+ un, n = 0, 1, 2, . . . . (2)

ÒÏÂÏÒÝ ÅÉÝÉÈ, (1) ÌßÊÒÉÅÓ ÄßÏÃÄÁÀ ÊÒÄÁÀÃÉ s-ÉÓÊÄÍ, ÈÖ ÓÒÖ-
ËÃÄÁÀ ÔÏËÏÁÀ

lim
n→∞

Sn = s (3)

ÃÀ ÀÓÄÈ ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉ ßÄÒÄÍ

∞∑
k=0

uk = s. (4)

ÛÄÉÞËÄÁÀ ÌÏáÃÄÓ, ÒÏÌ (1) ÌßÊÒÉÅÉ ÀÒ ÉÚÏÓ ÊÒÄÁÀÃÉ ÀÍÖ, ÒÀÝ ÉÂÉ-
ÅÄÀ, ÀÒ ÀÒÓÄÁÏÁÃÄÓ (3) ÆÙÅÀÒÉ, ÌÀÂÒÀÌ ÆÙÅÀÒÉ ÂÀÀÜÍÃÄÓ ÛÄÌÃÄÂ
ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÀÓ

σn =
1

n+ 1
(S0 + S1 + · · ·+ Sn), (n = 0, 1, 2, . . . ), (5)

ÒÏÌÄËÓÀÝ ÄßÏÃÄÁÀ ÀÒÉÈÌÄÔÉÊÖËÉ ÓÀÛÖÀËÏÄÁÉÓ ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÀ
(Sn)

∞
n=0 ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÉÓÈÅÉÓ.
ÒÀÃÂÀÍ (n + 1)σn = S0 + S1 · · ·Sn ÃÀ nσn−1 = S0 + S1 · · ·Sn−1,

ÀÌÉÔÏÌ
(n+ 1)σn − nσn−1 = Sn. (6)

ÛÄÌÏÅÉÙÏÈ ÛÄÌÃÄÂÉ

ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÀ 1.1. ÈÖ ÀÒÓÄÁÏÁÓ ÛÄÌÃÄÂÉ ÆÙÅÀÒÉ

lim
n→∞

σn = σ, (7)

ÌÀÛÉÍ ÜÄÆÀÒÏÓ ÀÆÒÉÈ σ-ÓÊÄÍ ÊÒÄÁÀÃÉ ÄßÏÃÄÁÀ ÒÏÂÏÒÝ (1) ÌßÊ-
ÒÉÅÓ, ÉÓÄ (Sn)

∞
n=0 ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÀÓ ÃÀ, ÛÄÓÀÁÀÌÉÓÀÃ, ßÄÒÄÍ

∞∑
k=0

uk = σ (C, 1) (8)

ÃÀ
lim
n→∞

Sn = σ (C, 1). (9)
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(8) ÔÏËÏÁÀÓ ÂÀÌÏÈØÅÀÌÄÍ ÀÓÄ: (1) ÌßÊÒÉÅÉ (C, 1)-ÛÄãÀÌÄÁÀÃÉÀ
σ-ÓÊÄÍ. ÀÍÀËÏÂÉÖÒÀÃ, (9) ÔÏËÏÁÀ ÂÀÌÏÉÈØÌÉÓ: σ ÀÒÉÓ (Sn)

∞
n=0

ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÉÓ (C, 1)-ÆÙÅÀÒÉ.

ÌÀÂÀËÉÈÉ 1.2. ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ ÌßÊÒÉÅÉ

1− 1 + 1− 1 + 1− · · · , (10)

ÒÏÌÄËÉÝ ÂÀÍÛËÀÃÉÀ, ÒÀÃÂÀÍÀÝ ÌÉÓÉ ÊÒÄÁÀÃÏÁÉÓ ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉ
ÆÏÂÀÃÉ ßÄÅÒÉÓ ÆÙÅÀÒÉ ÖÍÃÀ ÉÚÏÓ ÍÖËÉ, ÒÀÝ ÀÓÄ ÀÒ ÀÒÉÓ. (10)
ÌßÊÒÉÅÉÓ ÊÄÒÞÏ ãÀÌÄÁÉÓ ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÀÀ S0 = 1, S1 = 0, S2 = 1,. . . ,
ÒÏÌËÉÓÈÅÉÓÀÝ (5) ÔÏËÏÁÉÈ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖËÉ σn ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÀ ÀÓÄ-
ÈÉÀ: σ2k = k+1

2k+1 ÃÀ σ2k−1 = 1
2 . ÀÌÉÔÏÌ limn→∞ σn = 1

2 . ÀÌÒÉÂÀÃ,

(10) ÌßÊÒÉÅÉ (C, 1)-ÛÄãÀÌÄÁÀÃÉÀ 1
2-ÓÊÄÍ ÀÍÖ

1− 1 + 1− 1 + · · · = 1

2
(C, 1). (11)

ÌÀÛÀÓÀÃÀÌÄ, ÀÒÓÄÁÏÁÓ ÌßÊÒÉÅÉ, ÒÏÌÄËÉÝ ÀÒÀÀ ÊÒÄÁÀÃÉ, ÌÀÂÒÀÌ
ÀÒÉÓ (C, 1)-ÛÄãÀÌÄÁÀÃÉ.

ÃÀÅÀÌÔÊÉÝÏÈ, ÒÏÌ ÌßÊÒÉÅÉÓ ÛÄãÀÌÄÁÀÃÏÁÉÓ (C, 1) ÌÄÈÏÃÉ ÒÄ-
ÂÖËÀÒÖËÉ ÀÍÖ ÌÀÒÈÄÁÖËÉÀ

ÈÄÏÒÄÌÀ 1.3. ÈÖ (1) ÌßÊÒÉÅÉ ÊÒÄÁÀÃÉÀ ÒÀÉÌÄ ÓÀÓÒÖËÉ s ÒÉÝáÅÉÓ-
ÊÄÍ, ÌÀÛÉÍ ÉÂÉÅÄ ÌßÊÒÉÅÉ (C, 1)-ÛÄãÀÌÄÁÀÃÉÀ ÉÌÀÅÄ s ÒÉÝáÅÉÓÊÄÍ.1

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÒÀÃÂÀÍ ÀÃÂÉËÉ ÀØÅÓ (3) ÔÏËÏÁÀÓ, ÀÌÉÔÏÌ ÚÏÅÄËÉ
ε > 0 ÒÉÝáÅÉÓÈÅÉÓ ÀÒÓÄÁÏÁÓ ÍÀÔÖÒÀËÖÒÉ ÉÓÄÈÉ N ÒÉÝáÅÉ,
ÃÀÌÏÊÉÃÄÁÖËÉ ÌáÏËÏÃ ε-ÆÄ, ÒÏÌ ÓÒÖËÃÄÁÀ ÖÔÏËÏÁÀ

|Sn − s| < ε

2
ÚÅÄËÀ n > N ÒÉÝáÅÉÓÈÅÉÓ. (12)

ÌÄÏÒÄ ÌáÒÉÅ, ÚÏÅÄËÉ n-ÉÓÈÅÉÓ ÂÅÀØÅÓ ÃÀÌÏÊÉÃÄÁÖËÄÁÀÍÉ

σn − s =
1

n+ 1
(S0 + S1 + · · ·+ Sn)− s =

1

n+ 1

n∑
k=0

Sk − s =

=
1

n+ 1

n∑
k=0

Sk −
1

n+ 1

n∑
k=0

s =
1

n+ 1

n∑
k=0

(Sk − s).

1ÛÄÌÈáÅÄÅÀ s = +∞ ÂÀÍáÉËÖËÉ ÉØÍÄÁÀ ØÅÄÌÏÈ.
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ÀáËÀ, ÀØ ÀÅÉÙÏÈ (12) ÖÔÏËÏÁÀÛÉ ÌÏÍÀßÉËÄ n > N ÀÍÖ n ≥
N + 1 ÃÀ ÃÀÅßÄÒÏÈ

σn − s =
1

n+ 1

N∑
k=0

(Sk − s) +
1

n+ 1

n∑
k=N+1

(Sk − s),

ÓÀÉÃÀÍÀÝ

|σn − s| ≤ 1

n+ 1

N∑
k=0

|Sk − s|+ 1

n+ 1

n∑
k=N+1

|Sk − s| ≡ An +Bn. (13)

ÒÀÃÂÀÍÀÝ
∑N
k=0 |Sk − s| ×ÉØÓÉÒÄÁÖË N-ÆÄ ÃÀÌÏÊÉÃÄÁÖËÉ ÓÀ-

ÓÒÖËÉ ÒÉÝáÅÉÀ, ÀÌÉÔÏÌ An → 0, ÒÏÝÀ n→ ∞. ÄÓ ÍÉÛÍÀÅÓ ÉÓÄÈÉ
N1 > N ÒÉÝáÅÉÓ ÀÒÓÄÁÏÁÀÓ, ÒÏÌ ÖÊÅÄ ÀÙÄÁÖËÉ ε > 0 ÒÉÝá-
ÅÉÓÈÅÉÓ ÛÄÓÒÖËÃÄÁÀ ÖÔÏËÏÁÀ An < ε

2 ÚÅÄËÀ n > N1 ÒÉÝá-
ÅÉÓÈÅÉÓ. ÂÀÒÃÀ ÀÌÉÓÀ, ÖÔÏËÏÁÀ (12)-ÉÓ ÞÀËÉÈ ÂÅÀØÅÓ Bn ≤
1

n+1 · ε2
∑n
k=N+1 1 <

1
n+1 · ε2 · n < ε

2 . ÌÀÛÀÓÀÃÀÌÄ,

|σn − s| < ε ÚÅÄËÀ n > N1 ÒÉÝáÅÉÓÈÅÉÓ (14)

ÀÍÖ ÀÃÂÉËÉ ÀØÅÓ ÔÏËÏÁÀÓ

lim
n→∞

σn = s. (15)

ßÉÍÀÃÀÃÄÁÀ 1.4. ÌßÊÒÉÅÉÓ ÛÄãÀÌÄÁÀÃÏÁÉÓ (C, 1) ÌÄÈÏÃÉ ÓÀÅÓÄÁÉÈ
ÒÄÂÖËÀÒÖËÉÀ ÀÍÖ, ÈÖ

lim
n→∞

Sn = +∞, (16)

ÌÀÛÉÍ
lim
n→∞

σn = +∞. (17)

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÀÃ ÃÉÃÉ M ÒÉÝáÅÉÓÈÅÉÓ ÀÒÓÄÁÏÁÓ ÍÀÔÖ-
ÒÀËÖÒÉ ÉÓÄÈÉ N ÒÉÝáÅÉ, ÒÏÌ ÚÅÄËÀ n ≥ N ÒÉÝáÅÉÓÈÅÉÓ ÛÄÓÒÖ-
ËÃÄÁÀ ÖÔÏËÏÁÀ Sn > M , ÒÀÝ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄÏÁÓ (16) ÔÏËÏÁÉÃÀÍ.
ÀÓÄÈÉ n-ÄÁÉÓÈÅÉÓ ÂÅÀØÅÓ ÔÏËÏÁÀ:

σn =
1

n+ 1
(S0 + S1 + · · ·+ SN ) +

1

n+ 1
(SN+1 + · · ·+ Sn). (18)
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N ÒÉÝáÅÉ ×ÉØÓÉÒÄÁÖËÉÀ ÃÀ ÀÌÉÔÏÌ ÐÉÒÅÄËÉ ÛÄÓÀÊÒÄÁÉ ÉÓß-
ÒÀ×ÅÉÓ ÍÖËÉÓÊÄÍ, ÒÏÝÀ n→ ∞; ÌÄÏÒÄ ÛÄÓÀÊÒÄÁÉÓÈÅÉÓ ÊÉ ÂÅÀØÅÓ:

1

n+ 1
(SN+1 + · · ·+ Sn) > M

n−N

n+ 1
> M · 1

2
,

ÒÏÝÀ n > 2N+1 ÀÍÖ ÌÄÏÒÄ ÛÄÓÀÊÒÄÁÉ ÉÓßÒÀ×ÅÉÓ +∞-ÓÊÄÍ, ÒÏÝÀ
n→ ∞.

ÀÌÒÉÂÀÃ, (18) ÔÏËÏÁÉÓ ÌÀÒãÅÄÍÀ ÌáÀÒÄ ÉÓßÒÀ×ÅÉÓ +∞-ÓÊÄÍ,
ÒÏÝÀ n → ∞ ((18) ÔÏËÏÁÉÓ ÐÉÒÅÄËÉ ÛÄÓÀÊÒÄÁÉ ÅÄÒ ÜÀÀØÒÏÁÓ
ÌÉÓÉ ÌÄÏÒÄ ßÄÅÒÉÓ ÓßÒÀ×ÅÀÓ +∞-ÓÊÄÍ!). ÌÀÛÀÓÀÃÀÌÄ, ÀÃÂÉËÉ ÀØÅÓ
(17) ÔÏËÏÁÀÓ.

ßÉÍÀÃÀÃÄÁÀ 1.5. ÈÖ (1) ÌßÊÒÉÅÉ (C, 1)-ÛÄãÀÌÄÁÀÃÉÀ ÓÀÓÒÖËÉ ÒÉ-
ÝáÅÉÓÊÄÍ, ÌÀÛÉÍ ÀÃÂÉËÉ ÀØÅÓ ÔÏËÏÁÄÁÓ:

lim
n→∞

Sn
n

= 0, (19)

lim
n→∞

un
n

= 0. (20)

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÅÈØÅÀÈ, (1) ÌßÊÒÉÅÉ (C, 1)-ÛÄãÀÌÄÁÀÃÉÀ ÓÀÓÒÖËÉ
ÒÀÉÌÄ σ ÒÉÝáÅÉÓÊÄÍ. ÌÀÛÉÍ n+1

n σn → σ, σn−1 → σ ÃÀ ÀÌÉÔÏÌ
n+1
n σn − σn−1 → 0 ÀÍÖ (n+1)σn−nσn−1

n → 0, ÒÏÝÀ n → ∞. ÄÓ ÊÉ
ÍÉÛÍÀÅÓ (19) ÔÏËÏÁÀÓ, ÔÏËÏÁÀ (6)-ÉÓ ÞÀËÉÈ.

(19) ÔÏËÏÁÀ ÂÀÌÏÅÉÚÄÍÏÈ ÛÄÌÃÄÂÉ ÔÏËÏÁÉÓ

un
n

=
Sn − Sn−1

n
=
Sn
n

− Sn−1

n
=
Sn
n

− n− 1

n
· Sn−1

n− 1

ÌÉÌÀÒÈ ÃÀ ÌÉÅÉÙÄÁÈ un

n → 0 − 1 · 0 = 0, ÒÏÝÀ n → ∞. ÄÓ ÊÉ (20)
ÔÏËÏÁÀÀ.

ÒÏÂÏÒÝ ÅÍÀáÄÈ, (1) ÌßÊÒÉÅÉÓ ÊÄÒÞÏ Sn ãÀÌÄÁÉÓ ÀÒÉÈÌÄ-
ÔÉÊÖËÉ σn ÓÀÛÖÀËÏÄÁÉ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖËÉÀ (5) ÔÏËÏÁÉÈ. ÉÂÉÅÄ
σn ÓÀÛÖÀËÏÄÁÉ ÛÄÉÞËÄÁÀ ÂÀÌÏÉÓÀáÏÓ ÈÅÉÈ (1) ÌßÊÒÉÅÉÓ ßÄÅÒÄ-
ÁÉÈ.

ßÉÍÀÃÀÃÄÁÀ 1.6. (5) ÔÏËÏÁÉÈ ÌÏÝÄÌÖËÉ σn ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÉÓÈÅÉÓ ÌÀ-
ÒÈÄÁÖËÉÀ ÔÏËÏÁÀ

σn =
n∑
k=0

(
1− k

n+ 1

)
uk. (21)
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ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. (5) ÔÏËÏÁÉÃÀÍ ÂÅÀØÅÓ

(n+ 1)σn = S0 + S1 + S2 + · · ·+ Sn−1 + Sn =

= (u0) + (u0 + u1) + (u0 + u1 + u2) + · · ·+ (u0 + u1 + · · ·+ un−1)+

+(u0 + u1 + · · ·+ un) = (n+ 1)u0 + nu1 + · · ·+

+(n+ 1− k)uk + · · ·+ un =
n∑
k=0

(n+ 1− k)uk.

ÀÌÉÔÏÌ

σn =

n∑
k=0

n+ 1− k

n+ 1
uk =

n∑
k=0

(
1− k

n+ 1

)
uk.

ßÉÍÀÃÀÃÄÁÀ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉÀ.

ÛÄÃÄÂÉ 1.7. (1) ÌßÊÒÉÅÉÓ (C, 1)-ÛÄãÀÌÄÁÀÃÏÁÀ ÒÀÉÌÄ σ-ÓÊÄÍ ÍÉÛÍÀÅÓ
ÔÏËÏÁÀÓ

lim
n→∞

n∑
k=0

(
1− k

n+ 1

)
uk = σ. (22)

ÛÄÍÉÛÅÍÀ 1.8. ÈÖ ÛÄÌÏÅÉÙÄÁÈ ÒÉÝáÅÄÁÓ

α(k)
n =

{
1− k

n+1 , ÒÏÝÀ 0 ≤ k ≤ n

0, ÒÏÝÀ k > n,
(23)

ÌÀÛÉÍ ÓÒÖËÃÄÁÀ ÔÏËÏÁÀ

lim
n→∞

α(k)
n = 1 ÚÏÅÄËÉ k − ÓÈÅÉÓ (24)

ÃÀ (22) ÔÏËÏÁÀ ÌÉÉÙÄÁÓ ÓÀáÄÓ

lim
n→∞

∞∑
k=0

α(k)
n uk = σ. (25)

ÀÌÒÉÂÀÃ, (1) ÌßÊÒÉÅÉÓ (C, 1)-ÛÄãÀÌÄÁÀÃÏÁÀ σ-ÓÊÄÍ ÍÉÛÍÀÅÓ:
1) (1) ÌßÊÒÉÅÉÓ ''ÛÄÛ×ÏÈÄÁÀÓ'' ÌÉÓÉ uk ßÄÅÒÄÁÉÓ ÂÀÌÒÀÅËÄÁÉÈ,

n ÐÀÒÀÌÄÔÒÆÄ ÃÀÌÏÊÉÃÄÁÖË α
(k)
n ÓÉÃÉÃÄÄÁÆÄ; 2) σ ÀÒÉÓ ÛÄÛ-

×ÏÈÄÁÉÈ ÌÉÙÄÁÖËÉ ÌßÊÒÉÅÉÓ ãÀÌÉÓ ÆÙÅÀÒÉ, ÒÏÝÀ ÐÀÒÀÌÄÔÒÉ n
ÉÓßÒÀ×ÅÉÓ ÈÀÅÉÓ ÆÙÅÀÒ +∞-ÓÊÄÍ.

ÃÀÓÊÅÍÀ 1.9. (1) ÌßÊÒÉÅÉÓ (C, 1)-ÛÄãÀÌÄÁÀÃÏÁÀ σ-ÓÊÄÍ ÌÏÉÝÄÌÀ ÖÒ-
ÈÉÄÒÈÄÊÅÉÅÀËÄÍÔÖÒÉ (7) ÃÀ (22) ÔÏËÏÁÄÁÉÈ.
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ßÉÍÀÃÀÃÄÁÀ 1.10. (2) ÃÀ (5) ÔÏËÏÁÄÁÉÈ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖËÉ Sn ÃÀ σn
ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÄÁÉÓÈÅÉÓ ÌÀÒÈÄÁÖËÉÀ ÔÏËÏÁÀ:

Sn − σn =
1

n+ 1

n∑
k=1

kuk. (26)

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. (2) ÃÀ (5) ÔÏËÏÁÄÁÉÓ ÈÀÍÀáÌÀÃ, ÂÅÀØÅÓ ÃÀÌÏÊÉÃÄ-
ÁÖËÄÁÀÍÉ

Sn − σn = u0 + u1 + ·+ un −
[
u0 +

(
1− 1

n+ 1

)
u1 +

(
1− 2

n+ 1

)
u2+

+ · · ·+
(
1− n

n+ 1

)
un

]
=

1

n+ 1
u1 +

2

n+ 1
u2 + · · ·+ n

n+ 1
un =

=
1

n+ 1
(u1 + 2u2 + · · ·+ nun),

ÒÀÝ ÀÃÀÓÔÖÒÄÁÓ (26) ÔÏËÏÁÉÓ ÌÀÒÈÄÁÖËÏÁÀÓ.

ßÉÍÀÃÀÃÄÁÀ 1.11. ÈÖ (1) ÌßÊÒÉÅÉ ÊÒÄÁÀÃÉÀ, ÌÀÛÉÍ ÌÉÓÉ uk ßÄÅÒÄÁÉ
ÀÊÌÀÚÏ×ÉËÄÁÄÍ ÐÉÒÏÁÀÓ

lim
n→∞

1

n
[u1 + 2u2 + 3u3 + · · ·+ nun] = 0. (27)

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÈÖ (1) ÌßÊÒÉÅÉÓ ãÀÌÉÀ s, ÌÀÛÉÍ ÀÌ ÌßÊÒÉÅÉÓ ÊÄÒÞÏ Sn
ãÀÌÄÁÉÓ ÆÙÅÀÒÉÀ s. ÌÄÏÒÄ ÌáÒÉÅ, ÉÌÀÅÄ ÌßÊÒÉÅÉÓÈÅÉÓ ÛÄÃÂÄÍÉËÉ
σn ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÀ ÊÒÄÁÀÃÉÀ ÉÂÉÅÄ s-ÉÓÊÄÍ ÈÄÏÒÄÌÀ 1.3-ÉÓ ÈÀÍÀáÌÀÃ.
ÌÀÛÀÓÀÃÀÌÄ, ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÀ Sn − σn ÊÒÄÁÀÃÉÀ ÍÖËÉÓÊÄÍ. ÀÌÉÔÏÌ (26)
ÔÏËÏÁÉÃÀÍ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄÏÁÓ ÔÏËÏÁÀ:

lim
n→∞

1

n+ 1
(u1 + 2u2 + · · ·+ nun) = 0. (28)

ÒÀÃÂÀÍ 1
n+1 = 1

n · n
n+1 ÃÀ limn→∞

n
n+1 = 1, ÀÌÉÔÏÌ ÔÏËÏÁÀ (27)

ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄÏÁÓ ÔÏËÏÁÀ (28)-ÃÀÍ.
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2 ÒÉÝáÅÉÈÉ ÌßÊÒÉÅÉÓ ÛÄãÀÌÄÁÀÃÏÁÉÓ ÀÁÄË-ÐÖÀÓÏÍÉÓ
(A) ÌÄÈÏÃÉ

ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ ÒÉÝáÅÉÈÉ ÌßÊÒÉÅÉ

u0 + u1 + u2 + · · ·+ un + · · · (1)

ÃÀ ÌÀÓÈÀÍ ÀÓÏÝÉÒÄÁÖËÉ áÀÒÉÓáÏÅÀÍÉ ÌßÊÒÉÅÉ

u0 + u1x+ u2x
2 + · · ·+ unx

n + · · · . (2)

(2) ÌßÊÒÉÅÉÓ ÌÄÛÅÄÏÁÉÈ ÂÀÍÉÓÀÆÙÅÒÄÁÀ (1) ÌßÊÒÉÅÉÓ ÛÄãÀ-
ÌÄÁÀÃÏÁÉÓ ÂÀÒÊÅÄÖËÉ ÌÄÈÏÃÉ, ÒÏÌÄËÈÀÍÀÝ ÓáÅÀÃÀÓáÅÀ ÂÆÉÈ
ÌÉÅÉÃÍÄÍ ÐÖÀÓÏÍÉ ÃÀ ÀÁÄËÉ.

ÌßÊÒÉÅÉÓ (C, 1) ÌÄÈÏÃÉÈ ÛÄãÀÌÄÁÀÃÏÁÉÓ ÖÒÈÉÄÒÈÄÊÅÉÅÀËÄÍ-
ÔÖÒÉ ÏÒÉ ×ÏÒÌÉÓ ÀÒÓÄÁÏÁÉÓ ÀÍÀËÏÂÉÖÒÀÃ, ÀØÀÝ ÌÏÝÄÌÖË ÉØÍÄÁÀ
ÌßÊÒÉÅÉÓ ÀÁÄË-ÐÖÀÓÏÍÉÓ ÌÄÈÏÃÉÈ ÛÄãÀÌÄÁÀÃÏÁÉÓ ÏÒÉ ×ÏÒÌÀ ÃÀ
ÉØÅÄ ÃÀÃÂÄÍÉË ÉØÍÄÁÀ ÌÀÈÉ ÖÒÈÉÄÒÈÄÊÅÉÅÀËÄÍÔÖÒÏÁÀ.

ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÀ 2.1. (1) ÌßÊÒÉÅÓ ÄßÏÃÄÁÀ ÀÁÄË-ÐÖÀÓÏÍÉÓ ÌÄÈÏÃÉÈ ÛÄ-
ãÀÌÄÁÀÃÉ, ÌÏÊËÄÃ (A)-ÛÄãÀÌÄÁÀÃÉ, s-ÉÓÊÄÍ, ÈÖ (2) ÌßÊÒÉÅÉ ÊÒÄ-
ÁÀÃÉÀ ÚÅÄËÀ x ∈ (0, 1) ßÄÒÔÉËÆÄ ÃÀ ÌÉÓÉ ãÀÌÉ ÀÊÌÀÚÏ×ÉËÄÁÓ
ÐÉÒÏÁÀÓ

lim
x→1−

∞∑
k=0

ukx
k = s. (3)

ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÀ 2.2. (1) ÌßÊÒÉÅÓ ÄßÏÃÄÁÀ ÀÁÄË-ÐÖÀÓÏÍÉÓ ÌÄÈÏÃÉÈ ÛÄ-
ãÀÌÄÁÀÃÉ, ÌÏÊËÄÃ (A)-ÛÄãÀÌÄÁÀÃÉ, s-ÉÓÊÄÍ, ÈÖ (2) ÌßÊÒÉÅÉ ÊÒÄ-
ÁÀÃÉÀ ÚÅÄËÀ x ∈ (0, 1) ßÄÒÔÉËÆÄ ÃÀ ÓÒÖËÃÄÁÀ ÔÏËÏÁÀ

lim
x→1−

(1− x)
∞∑
k=0

Skx
k = s, (4)

ÓÀÃÀÝ Sk = u0 + u1 + · · ·+ uk.

ÈÄÏÒÄÌÀ 2.3. 2.1. ÃÀ 2.2. ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÄÁÀÍÉ ÖÒÈÉÄÒÈÄÊÅÉÅÀËÄÍÔÖ-
ÒÉÀ.

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÀÌ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÄÁÀÈÀ ÄÊÅÉÅÀËÄÍÔÖÒÏÁÉÓ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÉÓ
ÌÉÆÍÉÈ ÃÀÅÀÃÂÉÍÏÈ, ÒÏÌ (2) ÌßÊÒÉÅÉÓ ÊÒÄÁÀÃÏÁÀ (0, 1) ÉÍÔÄÒÅÀ-
ËÆÄ ÉßÅÄÅÓ ÔÏËÏÁÀÓ

∞∑
k=0

ukx
k = (1− x)

∞∑
k=0

Skx
x, 0 < x < 1, (5)
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ÃÀ, ÌÀÛÀÓÀÃÀÌÄ,
∑∞
k=0 Skx

k ÌßÊÒÉÅÉÓ ÊÒÄÁÀÃÏÁÀÓ (0, 1) ÉÍÔÄÒÅÀ-
ËÆÄ.

ÀÌ ÌÉÆÍÉÈ ÂÀÌÏÅÉÚÄÍÏÈ ÀÁÄËÉÓ ÂÀÒÃÀØÌÍÀ (Éá. ÈÀÅÉ 4, §16,
ÛÄÃÄÂÉ 16.2)

n∑
k=0

akbk =
n−1∑
k=0

(ak − ak+1)Bk + anBn, (6)

ÒÏÌÄËÛÉÝ ÀáËÀ ÀÅÉÙÏÈ ak = x, bk = uk ÃÀ Bk =
∑k
j=0 bj =∑k

j=0 uj = Sk. ÂÅÄØÍÄÁÀ

n∑
k=0

ukx
k =

n−1∑
k=0

(xk − xk+1)Sk + Snx
n. (7)

ÌÀÂÒÀÌ

n−1∑
k=0

(xk − xk+1)Sk =
n−1∑
k=0

xkSk − x
n−1∑
k=0

xkSk = (1− x)
n−1∑
k=0

Skx
k.

ÌÀÛÀÓÀÃÀÌÄ,
n∑
k=0

ukx
k = (1− x)

n−1∑
k=0

Skx
k + Snx

n. (8)

ÃÀÅÀÌÔÊÉÝÏÈ, ÒÏÌ ÚÏÅÄËÉ ×ÉØÓÉÒÄÁÖËÉ x ∈ (0, 1)-ÉÓÈÅÉÓ ÀÃ-
ÂÉËÉ ÀØÅÓ ÔÏËÏÁÀÓ

lim
n→∞

Snx
n = 0. (9)

ÌÀÒÈËÀÝ, ÀÙÄÁÖËÉ x ∈ (0, 1)-ÉÓÈÅÉÓ ÀÒÓÄÁÏÁÓ ÉÓÄÈÉ r ÒÉÝá-
ÅÉ, ÒÏÌ x < r < 1. ÒÀÃÂÀÍ (2) ÌßÊÒÉÅÉ ÊÒÄÁÀÃÉÀ ÙÉÀ (0, 1) ÉÍÔÄÒ-
ÅÀËÉÓ ÚÏÅÄË ßÄÒÔÉËÆÄ, ÀÌÉÔÏÌ ÊÒÄÁÀÃÉÀ ÌßÊÒÉÅÉÝ

∑∞
k=0 ukr

k .
ÀÌÉÔÏÌ ÀÌ ÌßÊÒÉÅÉÓ ÆÏÂÀÃÉ ßÄÅÒÉ ukrk → 0, ÒÏÝÀ k → ∞. ÄÓ ÍÉ-
ÛÍÀÅÓ, ÒÏÌ ÀÒÓÄÁÏÁÓ r-ÆÄ ÃÀÌÏÊÉÃÄÁÖËÉ cr ÌÖÃÌÉÅÉ ÉÓÄÈÉ, ÒÏÌ
|ukrk| < cr ÚÅÄËÀ k = 0, 1, 2, . . . ÌÍÉÛÅÍÄËÏÁÉÓÈÅÉÓ. ÖÊÀÍÀÓÊÍÄËÉ-

ÃÀÍ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄÏÁÓ ÖÔÏËÏÁÀ |uk| < cr

(
1
r

)k
ÚÅÄËÀ k = 0, 1, 2, . . .

ÌÍÉÛÅÍÄËÏÁÉÓÈÅÉÓ.
ÌÄÏÒÄ ÌáÒÉÅ ÊÉ

|Sn| ≤
n∑
k=0

|uk| < cr

n∑
k=0

(1
r

)k
= cr

(
1 +

1

r
+

1

r2
+ · · ·+ 1

rn

)
=
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= cr ·
1

rn
(1 + r + · · ·+ rn) <

cr
rn

· 1

1− r
.

ÀÌÒÉÂÀÃ,

|Snxn| = |Sn|xn <
xn

rn
· cr
1− r

=
cr

1− r

(x
r

)n
→ 0, n→ ∞.

ÝáÀÃÉÀ, ÒÏÌ ÔÏËÏÁÀ (5) ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄÏÁÓ (8) ÃÀ (9) ÔÏ-
ËÏÁÄÁÉÃÀÍ (2) ÌßÊÒÉÅÉÓ ÊÒÄÁÀÃÏÁÉÓ ÂÀÌÏ. ÈÄÏÒÄÌÀ ÃÀÌÔÊÉ-
ÝÄÁÖËÉÀ.

ÀáËÀ ÃÀÅÀÌÔÊÉÝÏÈ, ÒÏÌ ÛÄãÀÌÄÁÀÃÏÁÉÓ (A) ÌÄÈÏÃÉ ÒÄÂÖËÀ-
ÒÖËÉÀ.

ÈÄÏÒÄÌÀ 2.4. ÈÖ (1) ÌßÊÒÉÅÉ ÊÒÄÁÀÃÉÀ ÓÀÓÒÖËÉ s ÒÉÝáÅÉÓÊÄÍ,
ÌÀÛÉÍ (2) ÌßÊÒÉÅÉ ÊÒÄÁÀÃÉÀ ÚÏÅÄË x ∈ (0, 1) ßÄÒÔÉËÆÄ ÃÀ ÀÃÂÉËÉ
ÀØÅÓ ÔÏËÏÁÀÓ

lim
x→1−

∞∑
k=0

ukx
k = s (10)

ÀÍÖ, ÒÀÝ ÉÂÉÅÄÀ, ÊÒÄÁÀÃÉ (1) ÌßÊÒÉÅÉ (A)-ÛÄãÀÌÄÁÀÃÉÀ ÈÀÅÉÓÉÅÄ
s ãÀÌÉÓÊÄÍ.

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. (1) ÌßÊÒÉÅÉÓ ÊÒÄÁÀÃÏÁÀ ÍÉÛÍÀÅÓ (2) ÌßÊÒÉÅÉÓ ÊÒÄÁÀ-
ÃÏÁÀÓ x = 1 ßÄÒÔÉËÆÄ. ÀÌÉÔÏÌ áÀÒÉÓáÏÅÀÍÉ (2) ÌßÊÒÉÅÉÓ ÊÒÄ-
ÁÀÃÏÁÉÓ ÒÀÃÉÖÓÉ ÀÒÀÀ ÍÀÊËÄÁÉ 1-ÆÄ ÀÍÖ (2) ÌßÊÒÉÅÉ ÍÀÌÃÅÉËÀÃ
ÊÒÄÁÀÃÉÀ ÙÉÀ (0, 1) ÉÍÔÄÒÅÀËÉÓ ÚÏÅÄË ßÄÒÔÉËÆÄ-ÀÁÓÏËÖÔÖÒÀ-
ÃÀÝ ÊÉ, ÀÁÄËÉÓ ÐÉÒÅÄËÉ ÈÄÏÒÄÌÉÓ ÞÀËÉÈ ([3], ÂÅ. 73).

ÌÄÏÒÄ ÌáÒÉÅ, ÚÏÅÄË x ∈ (0, 1) ßÄÒÔÉËÆÄ ÀÃÂÉËÉ ÀØÅÓ ÔÏËÏ-
ÁÀÓ 1 = (1− x)

∑∞
k=0 x

k ÀÍÖ, s-ÉÓ ÓÀÓÒÖËÏÁÉÓ ÂÀÌÏ ÌÀÒÈÄÁÖËÉÀ
ÔÏËÏÁÀ

s = (1− x)
∞∑
k=0

s · xk, 0 < x < 1. (11)

(11)-ÃÀÍ (5)-ÉÓ ßÄÅÒÏÁÒÉÅÉ ÂÀÌÏÊËÄÁÀ ÌÏÂÅÝÄÌÓ ÔÏËÏÁÀÓ

s−
∞∑
k=0

ukx
k = (1− x)

∞∑
k=0

(s− Sk)x
k. (12)

(1) ÌßÊÒÉÅÉÓ s-ÓÊÄÍ ÊÒÄÁÀÃÏÁÉÓ ÂÀÌÏ s−Sk → 0, ÒÏÝÀ k → ∞.
ÀÌÉÔÏÌ ÚÏÅÄË ε > 0 ÒÉÝáÅÓ ÛÄÄÓÀÁÀÌÄÁÀ ÍÀÔÖÒÀËÖÒÉ ÉÓÄÈÉ
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N ÒÉÝáÅÉ, ÒÏÌ |s − Sk| < ε
2 ÚÏÅÄËÉ k > N ÒÉÝáÅÉÓÈÅÉÓ. (12)

ÔÏËÏÁÉÓ ÌÀÒãÅÄÍÀ ÌáÀÒÄ ßÀÒÌÏÅÀÃÂÉÍÏÈ ÛÄÌÃÄÂÉ ÓÀáÉÈ:

(1− x)
N∑
k=0

(s− Sk)x
k + (1− x)

∞∑
k=N+1

(s− Sk)x
k. (13)

(13)-ÉÓ ÌÄÏÒÄ ÛÄÓÀÊÒÄÁÉÓ ÀÁÓÏËÖÔÖÒÉ ÓÉÃÉÃÄ ÀÒ ÀÙÄÌÀÔÄÁÀ
ÓÉÃÉÃÄÓ:

(1− x)
∞∑

k=N+1

|s− Sk|xk <
ε

2
(1− x)

∑
k=N+1

xk <

<
ε

2
(1− x)

∞∑
k=0

xk =
ε

2
(1− x) · 1

1− x
=
ε

2
. (14)

(13)-ÉÓ ÐÉÒÅÄËÉ ÛÄÓÀÊÒÄÁÉÓ ÀÁÓÏËÖÔÖÒÉ ÓÉÃÉÃÄ ÀÒ ÀÙÄÌÀÔÄÁÀ

(1−x)
∑N
k=0 |s−Sk|-Ó ÃÀ ÄÓ ÊÉ ÛÄÂÅÉÞËÉÀ ÂÀÅáÀÃÏÈ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÀÃ

ÌÝÉÒÄ (1 − x) ÓáÅÀÏÁÉÓ ÓÉÌÝÉÒÉÓ áÀÒãÆÄ ÀÍÖ ÀÒÓÄÁÏÁÓ ε-ÆÄ
ÃÀÌÏÊÉÃÄÁÖËÉ ÉÓÄÈÉ δ > 0, ÒÏÌ

(1− x)
N∑
k=0

|s− Sk|xk <
ε

2
, ÒÏÝÀ 1− δ < x < 1. (15)

(14) ÃÀ (15) ÖÔÏËÏÁÄÁÉÓ ÓÀ×ÖÞÅÄËÆÄ ÅÀÓÊÅÍÉÈ, ÒÏÌ (12)
ÔÏËÏÁÉÓ ÌÀÒÝáÄÍÀ ÌáÀÒÉÓÈÅÉÓ ÌÀÒÈÄÁÖËÉÀ ÖÔÏËÏÁÀ∣∣∣∣s− ∞∑

k=0

ukx
k

∣∣∣∣ < ε, ÒÏÝÀ 1− δ < x < 1. (16)

ÄÓ ÊÉ ÀÃÀÓÔÖÒÄÁÓ (10) ÔÏËÏÁÉÓ ÌÀÒÈÄÁÖËÄÁÀÓ.
ÖÊÀÍÀÓÊÍÄË ÈÄÏÒÄÌÀÓ ÆÏÂãÄÒ ÀÓÄ ÀÚÀËÉÁÄÁÄÍ.

ÈÄÏÒÄÌÀ 2.5 (ÀÁÄËÉÓ ÌÄÏÒÄ ÈÄÏÒÄÌÀ áÀÒÉÓáÏÅÀÍÉ ÌßÊÒÉÅÉÓ ÖßÚ-
ÅÄÔÏÁÀÆÄ). ÈÖ (1) ÌßÊÒÉÅÉ ÊÒÄÁÀÃÉÀ, ÌÀÛÉÍ (2) ÌßÊÒÉÅÉ ÊÒÄÁÀÃÉÀ
ÙÉÀ (0, 1) ÉÍÔÄÒÅÀËÛÉ ÃÀ ÌÉÓÉ ãÀÌÉ ÌÀÒÝáÍÉÃÀÍ ÖßÚÅÄÔÉÀ x = 1
ßÄÒÔÉËÆÄ.

ÌÀÂÀËÉÈÉ 2.6. ÃÀÅÀÌÔÊÉÝÏÈ, ÒÏÌ ÂÀÍÛËÀÃÉ ÌßÊÒÉÅÉ

1− 1 + 1− 1 + · · · . (17)
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(A)-ÛÄãÀÌÄÁÀÃÉÀ 1
2-ÓÊÄÍ ÀÍÖ

1− 1 + 1− 1 + · · · = 1

2
(A). (18)

ÌÀÒÈËÀÝ, (2) ÓÀáÉÓ ÌßÊÒÉÅÉ (17) ÌßÊÒÉÅÉÓÈÅÉÓ ÀÒÉÓ

1− x+ x2 − x3 + · · · = 1

1− (−x)
=

1

1 + x
→ 1

2
, ÒÏÝÀ x→ 1− .

(18) ÔÏËÏÁÉÃÀÍ ÃÀ §1-ÉÓ (10) ÔÏËÏÁÉÃÀÍ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄÏÁÓ,
ÒÏÌ (17) ÌßÊÒÉÅÉ ÛÄãÀÌÄÁÀÃÉÀ 1

2-ÓÊÄÍ ÒÏÂÏÒÝ (C, 1) ÌÄÈÏÃÉÈ,
ÉÓÄ (A) ÌÄÈÏÃÉÈ ÃÀ ÄÓ ×ÀØÔÉ ÀÒÀÀ ÛÄÌÈáÅÄÅÉÈÉ.

ßÉÍÀÃÀÃÄÁÀ 2.7. ÌßÊÒÉÅÉÓ ÛÄãÀÌÄÁÀÃÏÁÉÓ (A) ÌÄÈÏÃÉ ÓÀÅÓÄÁÉÈ
ÒÄÂÖËÀÒÖËÉÀ, Ä.É. ÈÖ (1) ÌßÊÒÉÅÉ ÊÒÄÁÀÃÉÀ +∞-ÓÊÄÍ, ÌÀÛÉÍ (10)
ÔÏËÏÁÉÓ ÌÀÒãÅÄÍÀ ÌáÀÒÄÛÉ ÂÅÄØÍÄÁÀ +∞.

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÀÃ ÃÉÃÉ M ÒÉÝáÅÉÓÈÅÉÓ ÀÒÓÄÁÏÁÓ ÍÀÔÖ-
ÒÀËÖÒÉ ÉÓÄÈÉ p ÒÉÝáÅÉ, ÒÏÌ Sk > M ÚÅÄËÀ k > p ÒÉÝáÅÉÓÈÅÉÓ.
ÌÀÛÉÍ ÔÏËÏÁÀ (4)-ÉÓ ÌÀÒÝáÄÍÀ ÌáÀÒÉÓÈÅÉÓ ÂÅÄØÍÄÁÀ

(1− x)
∞∑
k=0

Skx
k > (1− x)

p∑
k=0

Skx
k +M(1− x)

∞∑
k=p+1

xk >

> M(1− x)
∞∑

k=p+1

xk =M(1− x)
xp+1

1− x
=M · xp+1,

Ä.É.

(1− x)
∞∑
k=0

Skx
k > Mxp+1, 0 < x < 1. (19)

ÒÀÃÂÀÍ xp+1 → 1, ÒÏÝÀ x → 1−, ÀÌÉÔÏÌ (19)-ÃÀÍ ÅÙÄÁÖËÏÁÈ,
ÒÏÌ

(1− x)
∞∑
k=0

Skx
k >

1

2
M, ÒÏÝÀ 1− δ < x < 1.

ÄÓ ÊÉ ÍÉÛÍÀÅÓ ÔÏËÏÁÀÓ

lim
x→1−

(1− x)

∞∑
k=0

Skx
k = +∞, (20)

ÒÀÝ ÄÊÅÉÅÀËÄÍÔÖÒÉÀ (10)-ÉÓ, ÒÏÌÄËÛÉÝ ÀáËÀ s = +∞.
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3 ÌÉÌÀÒÈÄÁÀ (C, 1) ÃÀ (A) ÌÄÈÏÃÄÁÓ ÛÏÒÉÓ

ÈÄÏÒÄÌÀ 3.1 (×ÒÏÁÄÍÉÖÓÉ; [7], ÂÅ. 28). ÈÖ ÌßÊÒÉÅÉ

u0 + u1 + · · ·+ un + · · · (1)

(C, 1)-ÛÄãÀÌÄÁÀÃÉÀ ÓÀÓÒÖËÉ σ ÒÉÝáÅÉÓÊÄÍ, ÌÀÛÉÍ (1) ÌßÊÒÉÅÉ (A)-
ÛÄãÀÌÄÁÀÃÉÝÀÀ ÉÂÉÅÄ σ ÒÉÝáÅÉÓÊÄÍ.

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. (1) ÌßÊÒÉÅÉÓ (A)-ÛÄãÀÌÄÁÀÃÏÁÀÆÄ ÒÏÌ ÛÄÂÅÄÞËÏÓ
ÓÀÖÁÀÒÉ, ÀÖÝÉËÄÁÄËÉÀ (1) ÌßÊÒÉÅÈÀÍ ÀÓÏÝÉÒÄÁÖËÉ áÀÒÉÓáÏÅÀÍÉ
ÌßÊÒÉÅÉ

u0 + u1x+ u2x
2 + · · ·+ unx

n + · · · (2)

ÊÒÄÁÀÃÉ ÉÚÏÓ ÚÅÄËÀ x ∈ (0, 1) ßÄÒÔÉËÆÄ. ÀÌÉÓ ÃÀÓÀÃÂÄÍÀÃ ÅÉÓÀ-
ÒÂÄÁËÏÈ §1-ÉÓ (20) ÔÏËÏÁÉÈ limk→∞

uk

k = 0, ÓÀÉÃÀÍÀÝ ÂÀÌÏÌÃÉ-
ÍÀÒÄÏÁÓ ÍÀÔÖÒÀËÖÒÉ ÉÓÄÈÉ N ÒÉÝáÅÉÓ ÀÒÓÄÁÏÁÀ, ÒÏÌ ÖÔÏËÏÁÀ
|uk|
k < 1 ÀÍÖ ÖÔÏËÏÁÀ |uk| < k ÛÄÓÒÖËÃÄÁÀ ÚÅÄËÀ k > N ÒÉÝá-
ÅÉÓÈÅÉÓ.

ÀáËÀ, (2) ÌßÊÒÉÅÓ ÌÉÅÝÄÈ ÓÀáÄ

N∑
k=0

ukx
k +

∞∑
k=N+1

ukx
k.

ÝáÀÃÉÀ, ÒÏÌ ÓÀÓÒÖËÉ ÒÀÏÃÄÍÏÁÉÓ ßÄÅÒÄÁÉÓÂÀÍ ÛÄÃÂÄÍÉËÉ ãÀÌÉ∑N
k=0 ukx

k ÓÀÓÒÖËÉÀ ÚÅÄËÀ x ∈ (0, 1) ßÄÒÔÉËÆÄ. ÂÀÒÃÀ ÀÌÉÓÀ,∣∣∣∣ ∞∑
k=N+1

ukx
k

∣∣∣∣ ≤ ∞∑
k=N+1

|uk|xk <
∞∑

k=N+1

kxk,

áÏËÏ
∑∞
k=N+1 kx

k ÌßÊÒÉÅÉÓ ÊÒÄÁÀÃÏÁÉÓ ÒÀÃÉÖÓÉÀ 1 ([3], ÂÅ. 84),
Ä.É. ÄÓ ÌßÊÒÉÅÉ ÊÒÄÁÀÃÉÀ ÚÅÄËÀ x ∈ (0, 1) ßÄÒÔÉËÆÄ. ÌÀÛÀÓÀÃÀ-
ÌÄ, (2) ÌßÊÒÉÅÉ ÊÒÄÁÀÃÉÀ (0, 1) ÙÉÀ ÉÍÔÄÒÅÀËÆÄ ÃÀ ÌÉÓÉ ãÀÌÉ
ÀÙÅÍÉÛÍÏÈ f(x)-ÉÈ, Ä.É.

f(x) = u0 + u1x+ u2x
2 + · · ·+ unx

n + · · · , (3)

ÒÉÓ ÂÀÌÏÝ §2-ÉÓ (5) ÔÏËÏÁÀ ÌÉÉÙÄÁÓ ÓÀáÄÓ:

f(x) = (1− x)
∞∑
k=0

Skx
k. (4)
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ÒÏÂÏÒÝ ÅÍÀáÄÈ, §2-ÉÓ (5) ÔÏËÏÁÉÓ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ ÄÌÚÀÒÄÁÀ ÉÌ
×ÀØÔÓ, ÒÏÌ ÌßÊÒÉÅÉ

∑∞
k=0 ukx

k ÊÒÄÁÀÃÉÀ (0, 1) ÉÍÔÄÒÅÀËÆÄ. ÉÌÀÅÄ
ÔÏËÏÁÉÃÀÍ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄÏÁÓ, ÒÏÂÏÒÝ ÉØÅÄ ÉÈØÅÀ, ÒÏÌ

∑∞
k=0 Skx

k

ÌßÊÒÉÅÉÝ ÊÒÄÁÀÃÉÀ (0, 1) ÉÍÔÄÒÅÀËÆÄ ÃÀ ÀÌ ÛÄÌÈáÅÄÅÉÓÈÅÉÓ (5)
ÔÏËÏÁÀ ÌÉÉÙÄÁÓ ÓÀáÄÓ

∞∑
k=0

Skx
k = (1− x)

∞∑
k=0

(S0 + S1 + · · ·+ Sk)x
k.

ÌÀÂÒÀÌ S0+S1+ · · ·+Sk = (k+1)σk (Éá.§1-ÉÓ (5) ÔÏËÏÁÀ). ÀÌÉÔÏÌ
ÂÅÀØÅÓ

∞∑
k=0

Skx
k = (1− x)

∞∑
k=0

(k + 1)σkx
k. (5)

(4) ÃÀ (5) ÔÏËÏÁÄÁÉÃÀÍ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄÏÁÓ, ÒÏÌ

f(x) = (1− x)2
∞∑
k=0

(k + 1)σkx
k, 0 < x < 1. (6)

ÌÄÏÒÄ ÌáÒÉÅ, ÔÏËÏÁÉÓ 1
1−x =

∑∞
k=0 x

k, 0 < x < 1, ßÄÅÒÏÁÒÉÅÉ
ÂÀßÀÒÌÏÄÁÉÈ, ÒÀÝ ÌÀÒÈÄÁÖËÉÀ ([3], ÂÅ. 87), ÌÉÅÉÙÄÁÈ ÔÏËÏÁÀÓ:

1 = (1− x)2
∞∑
k=0

(k + 1)xk, 0 < x < 1. (7)

ÖÊÀÍÀÓÊÍÄËÉ ÔÏËÏÁÀ ÂÀÅÀÌÒÀÅËÏÈ ÓÀÓÒÖË σ-ÆÄ ÃÀ ÀÓÄ ÌÉ-
ÙÄÁÖË ÔÏËÏÁÀÓ ßÄÅÒÏÁÒÉÅ ÃÀÅÀÊËÏÈ (6) ÔÏËÏÁÀ, ÂÅÄØÍÄÁÀ:

σ − f(x) = (1− x)2
∞∑
k=0

(k + 1)(σ − σk)x
k. (8)

ÒÀÃÂÀÍ (1) ÌßÊÒÉÅÉ (C, 1)-ÛÄãÀÌÄÁÀÃÉÀ σ-ÓÊÄÍ, ÀÌÉÔÏÌ ÚÏÅÄË ε > 0
ÒÉÝáÅÓ ÛÄÄÓÀÁÀÌÄÁÀ ÉÓÄÈÉ ÍÀÔÖÒÀËÖÒÉ ÒÉÝáÅÉ L, ÒÏÌ

|σn − σ| < 1

2
ε, ÒÏÝÀ n > L. (9)

ÀÌÉÓ ÛÄÓÀÁÀÌÉÓÀÃ, (8) ÔÏËÏÁÉÓ ÌÀÒãÅÄÍÀ ÌáÀÒÄÓ ÌÉÅÝÄÈ ÓÀáÄ:

(1− x)2
L∑
k=0

(k + 1)(σ − σk)x
k + (1− x)2

∞∑
k=L+1

(k + 1)(σ − σk)x
k. (10)
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ÝáÀÃÉÀ, ÒÏÌ (0, 1) ÉÍÔÄÒÅÀËÆÄ xk < 1 ÃÀ

∣∣∣∣(1 − x)2
∑L
k=0(k +

1)(σ − σk)x
k

∣∣∣∣ < (1 − x)2
∑L
k=0(k + 1)|σ − σk|. ÄÓ ÖÊÀÍÀÓÊÍÄËÉ ÂÀ-

ÌÏÓÀáÖËÄÁÀ ÛÄÓÀÊÒÄÁÈÀ ÓÀÓÒÖËÉ ÒÀÏÃÄÍÏÁÉÓ ÂÀÌÏ ÛÄÂÅÉÞËÉÀ
ÂÀÅáÀÃÏÈ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÀÃ ÌÝÉÒÄ (1−x) ÓáÅÀÏÁÉÓ ÓÉÌÝÉÒÉÓ áÀÒãÆÄ.
ÀÌÉÔÏÌ ÖÊÅÄ ÀÙÄÁÖË ε ÒÉÝáÅÓ ÌÏÄÞÄÁÍÄÁÀ ÉÓÄÈÉ δ > 0 ÒÉÝáÅÉ,

ÒÏÌ (1− x)2
∑L
k=0(k + 1)|σ − σk| < 1

2ε, ÒÏÝÀ 1− δ < x < 1 ÃÀ ÌÉÈ
Ö×ÒÏ ÂÅÄØÍÄÁÀ∣∣∣∣(1− x)2

L∑
k=0

(k + 1)(σ − σk)x
k

∣∣∣∣ < 1

2
ε, ÒÏÝÀ 1− δ < x < 1. (11)

ÀÌÀÓÈÀÍ ÄÒÈÀÃ, (9) ÖÔÏËÏÁÉÓ ÂÀÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÉÈ ÂÅÄØÍÄÁÀ:∣∣∣∣(1− x)2
∞∑

k=L+1

(k + 1)(σ − σk)x
k

∣∣∣∣ < ε

2
(1− x)2

∞∑
k=L+1

(k + 1)xk <

<
ε

2
(1− x)2

∞∑
k=0

(k + 1)xk =
ε

2
(1− x)2

∞∑
k=0

(xk+1)′ =

=
ε

2
(1− x)2

( ∞∑
k=0

xk+1

)′

=
ε

2
(1− x)2(x+ x2 + · · · )′ =

=
ε

2
(1− x)2

[( ∞∑
k=0

xk
)
− 1

]′
=
ε

2
(1− x)2

( ∞∑
k=0

xk
)′

=

=
ε

2
(1− x)2

( 1

x− 1

)′
=
ε

2
(1− x)2 · 1

(1− x)2
=
ε

2
.

ÀÌÒÉÂÀÃ,∣∣∣∣(1− x)2
∞∑

k=L+1

(k + 1)(σ − σk)x
k

∣∣∣∣ < ε

2
, ÒÏÝÀ 0 < x < 1. (12)

(3), (8) ÃÀ (10)-(12) ÃÀÌÏÊÉÃÄÁÖËÄÁÀÈÀ ÓÀ×ÖÞÅÄËÆÄ ÂÅÀØÅÓ:∣∣∣∣ ∞∑
k=0

ukx
k − σ

∣∣∣∣ < ε, ÒÏÝÀ 1− δ < x < 1. (13)

ÄÓ ÊÉ ÍÉÛÍÀÅÓ (1) ÌßÊÒÉÅÉÓ (A)-ÛÄãÀÌÄÁÀÃÏÁÀÓ σ ÒÉÝáÅÉÓÊÄÍ.
ÈÄÏÒÄÌÀ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉÀ.
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ÛÄÃÄÂÉ 3.2. (1) ÌßÊÒÉÅÉÓ ÀÒÀ ÌáÏËÏÃ ÊÒÄÁÀÃÏÁÀ, ÀÒÀÌÄÃ ÌÉÓÉ
(C, 1)-ÛÄãÀÌÄÁÀÃÏÁÀÝ ÊÉ ÓÀÓÒÖËÉ ÒÉÝáÅÉÓÊÄÍ ÉßÅÄÅÓ (2) ÌßÊÒÉ-
ÅÉÓ ÊÒÄÁÀÃÏÁÀÓ (0, 1) ÙÉÀ ÉÍÔÄÒÅÀËÆÄ.

ÌÀÂÀËÉÈÉ 3.3. ÌßÊÒÉÅÉ

1− 2 + 3− 4 + · · · (14)

ÀÒÀÀ (C, 1)-ÛÄãÀÌÄÁÀÃÉ, ÒÀÃÂÀÍ ÉÓ ÀÒ ÀÊÌÀÚÏ×ÉËÄÁÓ ÀÌÉÓÈÅÉÓ
ÀÖÝÉËÄÁÄË (20) ÐÉÒÏÁÀÓ §1-ÃÀÍ limn→∞

un

n = 0.

ÌÄÏÒÄ ÌáÒÉÅ, (14) ÌßÊÒÉÅÈÀÍ ÀÓÏÝÉÒÄÁÖËÉ áÀÒÉÓáÏÅÀÍÉ

1− 2x+ 3x2 − 4x3 + · · · (15)

ÌßÊÒÉÅÉ ÊÒÄÁÀÃÉÀ (0, 1) ÙÉÀ ÉÍÔÄÒÅÀËÆÄ ÃÀ ÌÉÓÉ ãÀÌÉ

1− 2x+ 3x2 − 4x3 + · · ·+ = (x− x2 + x3 − x4 + · · · )′ =
= [−(1− x+ x2 − · · · ) + 1]′ = −(1− x+ x2 − · · · )′ =

= −
( 1

1 + x

)′
= −0− (1 + x)′

(1 + x)2
=

1

(1 + x)2

ÀÊÌÀÚÏ×ÉËÄÁÓ ÔÏËÏÁÀÓ

lim
x→1−

1

(1 + x)2
=

1

4
,

Ä.É. (14) ÌßÊÒÉÅÉ (A)-ÛÄãÀÌÄÁÀÃÉ 1
4-ÓÊÄÍ.

×ÒÏÁÄÍÉÖÓÉÓ 3.1 ÈÄÏÒÄÌÉÓÀ ÃÀ 3.3 ÌÀÂÀËÉÈÉÓ ÓÀ×ÖÞÅÄËÆÄ
ÂÅÀØÅÓ

ÛÄÃÄÂÉ 3.4. ÌßÊÒÉÅÉÓ ÛÄãÀÌÄÁÀÃÏÁÉÓ (A) ÌÄÈÏÃÉ ÞËÉÄÒÉÀ ÛÄãÀ-
ÌÄÁÀÃÏÁÉÓ (C, 1) ÌÄÈÏÃÆÄ, Ä.É. (A) ÌÄÈÏÃÉ ÀãÀÌÄÁÓ Ö×ÒÏ ×ÀÒÈÏ
ÊËÀÓÉÓ ÌßÊÒÉÅÄÁÓ, ÅÉÃÒÄ (C, 1) ÌÄÈÏÃÉ. ÀÌÀÓÈÀÍ ÄÒÈÀÃ, ÏÒÉÅÄ
ÌÄÈÏÃÉ ÈÀÍáÅÄÃÒÉËÉÀ, ÒÏÝÀ ÏÒÉÅÄ ÂÀÌÏÚÄÍÄÁÀÃÉÀ.

ÛÄÍÉÛÅÍÀ 3.5. ÒÏÂÏÒÝ ÅÍÀáÄÈ, un ßÄÅÒÄÁÉÀÍÉ ÌßÊÒÉÅÉÓ (A)-ÛÄãÀ-
ÌÄÁÀÃÏÁÀ s-ÓÊÄÍ ÍÉÛÍÀÅÓ: 1) ÌßÊÒÉÅÉÓ ''ÛÄÛ×ÏÈÄÁÀÓ'' ÌÉÓÉ un ßÄ-
ÅÒÄÁÉÓ ÂÀÌÒÀÅËÄÁÉÈ, (0, 1) ÉÍÔÄÒÅÀËÆÄ ÝÅÀËÄÁÀÃ x ÐÀÒÀÌÄÔÒÉÓ
n-ÖÒ xn áÀÒÉÓáÆÄ; 2) s ÀÒÉÓ ÛÄÛ×ÏÈÄÁÉÈ ÌÉÙÄÁÖËÉ ÌßÊÒÉ-
ÅÉÓ ãÀÌÉÓ ÆÙÅÀÒÉ, ÒÏÝÀ x ÐÀÒÀÌÄÔÒÉ ÉÓßÒÀ×ÅÉÓ ÈÀÅÉÓ ÆÙÅÀÒ
1-ÉÓÊÄÍ ÃÀ, ÌÀÛÀÓÀÃÀÌÄ, ÌÀÌÒÀÅËÉ xn ÚÏÅÄËÉ ×ÉØÓÉÒÄÁÖËÉ n-
ÉÓÈÅÉÓ ÉÓßÒÀ×ÅÉÓ 1-ÓÊÄÍ, ÒÏÝÀ x ÉÓßÒÀ×ÅÉÓ 1-ÓÊÄÍ.
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4 ÆÙÅÀÒÆÄ ÂÀÃÀÓÅËÀ ÌßÊÒÉÅÛÉ

ÀØ ÌÏÝÄÌÖËÉ ÉØÍÄÁÀ ÉÓ ÓÀÊÌÀÒÉÓÉ ÐÉÒÏÁÄÁÉ, ÒÏÌÄËÍÉÝ ÖÆ-
ÒÖÍÅÄËÚÏ×ÄÍ ÌßÊÒÉÅÛÉ ßÄÅÒÏÁÒÉÅ ÆÙÅÀÒÆÄ ÂÀÃÀÓÅËÉÓ ÌÀÒÈÄ-
ÁÖËÄÁÀÓ.

ÈÄÏÒÄÌÀ 4.1. ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ ÃÀÂÒÏÅÄÁÉÓ ßÄÒÔÉËÉÓ ÌØÏÍÄ E ÓÉÌÒÀ-
ÅËÄÆÄ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖË ×ÖÍØÝÉÀÈÀ ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÀ (φn(x))

∞
n=1, x ∈ E.

E ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ÃÀÂÒÏÅÄÁÉÓ ßÄÒÔÉËÉ ÉÚÏÓ a, ÓÀÓÒÖËÉ ÀÍ ÍÉ-
ÛÍÉÀÍÉ ÖÓÀÓÒÖËÏ, ÒÏÌÄËÉÝ ÛÄÉÞËÄÁÀ ÀÒÝÊÉ ÄÊÖÈÅÍÏÃÄÓ E-Ó.

ÃÀÅÖÛÅÀÈ, ÒÏÌ ÚÏÅÄË φn(x) ×ÖÍØÝÉÀÓ ÂÀÀÜÍÉÀ ÓÀÓÒÖËÉ ÆÙ-
ÅÀÒÉ a ßÄÒÔÉËÆÄ.

ÈÖ ÌßÊÒÉÅÉ
∞∑
n=1

φn(x) (1)

ÈÀÍÀÁÒÀÃ ÊÒÄÁÀÃÉÀ E ÓÉÌÒÀÅËÄÆÄ, ÌÀÛÉÍ ÀÃÂÉËÉ ÀØÅÓ ÔÏËÏÁÀÓ

lim
x→a

∞∑
n=1

φn(x) =
∞∑
n=1

lim
x→a

φn(x), (2)

ÒÀÝ ÀÓÄ ÂÀÌÏÉÈØÌÉÓ: ÈÀÍÀÁÒÀÃ ÊÒÄÁÀÃÉ ÌßÊÒÉÅÉÓ ÆÙÅÀÒÉ ÒÀ-
ÉÌÄ ßÄÒÔÉËÆÄ, ÔÏËÉÀ ÌÉÓÉ ßÄÅÒÄÁÉÓ ÉÌÀÅÄ ßÄÒÔÉËÆÄ ÆÙÅÒÄÁÉÓ
ãÀÌÉÓ.

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÛÄÌÏÅÉÙÏÈ ÀÙÍÉÛÅÍÄÁÉ

φ(x) =
∞∑
n=1

φn(x), lim
x→a

φn(x) = cn, C =
∞∑
n=1

cn.

E ÓÉÌÒÀÅËÄÆÄ (1) ÌßÊÒÉÅÉÓ ÈÀÍÀÁÒÀÃ ÊÒÄÁÀÃÏÁÉÓ ÂÀÌÏ ÚÏÅÄË
ε > 0 ÒÉÝáÅÓ ÛÄÄÓÀÁÀÌÄÁÀ ÍÀÔÖÒÀËÖÒÉ ÉÓÄÈÉ N = N(ε) ÒÉÝáÅÉ,
ÒÏÌ ÖÔÏËÏÁÀ

|φn+1(x) + φn+2(x) + · · ·φn+p(x)| < ε (3)

ÛÄÓÒÖËÄÁÖËÉÀ ÚÏÅÄËÉ n > N ÒÉÝáÅÉÓÈÅÉÓ, ÚÏÅÄËÉ x ∈ E ßÄÒ-
ÔÉËÉÓÈÅÉÓ ÃÀ ÚÏÅÄËÉ p = 1, 2, . . . ÒÉÝáÅÉÓÈÅÉÓ.

(3) ÖÔÏËÏÁÀÛÉ ÆÙÅÀÒÆÄ ÂÀÃÀÓÅËÉÈ, ÒÏÝÀ x→ a ÌÉÅÉÙÄÁÈ

|cn+1 + cn+2 + · · ·+ cn+p| ≤ ε. (4)
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ÀÌÒÉÂÀÃ, ÒÉÝáÅÉÈÉ ÌßÊÒÉÅÉ
∑∞
n=1 cn ÊÒÄÁÀÃÉÀ (ÌßÊÒÉÅÉÓ ÊÒÄ-

ÁÀÃÏÁÉÓ ÊÏÛÉÓ ÊÒÉÔÄÒÉÖÌÉÈ), ÒÏÌËÉÓ n-ÒÉ ÊÄÒÞÏ ãÀÌÉ ÃÀ n-ÒÉ
ÍÀÛÈÉ ÉÚÏÓ Cn ÃÀ γn ÀÍÖ

C = Cn + γn. (5)

ÀÓÄÅÄ,
∑∞
n=1 φn(x) ÌßÊÒÉÅÉÓ n-ÒÉ ÊÄÒÞÏ ãÀÌÉ ÃÀ n-ÒÉ ÍÀÛÈÉ

ÉÚÏÓ Sn(x) ÃÀ δn(x) ÀÍÖ

φ(x) = Sn(x) + δn(x). (6)

ÈÖ (6) ÔÏËÏÁÉÃÀÍ ßÄÅÒÏÁÒÉÅ ÂÀÌÏÅÀÊËÄÁÈ (5) ÔÏËÏÁÀÓ ÌÉÅÉ-
ÙÄÁÈ φ(x)− C = (Sn(x)− Cn) + (δn(x)− γn), ÓÀÉÃÀÍÀÝ

|φ(x)− C| ≤ |Sn(x)− Cn|+ |δn(x)|+ |γn|. (7)

(1) ÌßÊÒÉÅÉÓ ÈÀÍÀÁÒÀÃ ÊÒÄÁÀÃÏÁÉÓ ÂÀÌÏ, ÚÏÅÄËÉ ε > 0 ÒÉ-
ÝáÅÉÓÈÅÉÓ ÛÄÂÅÉÞËÉÀ ÃÀÅÀÓÀáÄËÏÈ ÃÀ ÃÀÅÀ×ÉØÓÉÒÏÈ ÉÓÄÈÉ n
ÍÀÔÖÒÀËÖÒÉ ÒÉÝáÅÉ, ÒÏÌ ÚÏÅÄËÉ x ∈ E-ÉÓÈÅÉÓ ÛÄÓÒÖËÄÁÖËÉ
ÉØÍÄÁÀ ÖÔÏËÏÁÀÍÉ

|δn(x)| < ε/3, |γn| < ε/3. (8)

ÒÀÃÂÀÍ

lim
x→a

Sn(x) = lim
x→a

n∑
k=1

φk(x) =

n∑
k=1

lim
x→a

φk(x) =

n∑
k=1

ck = Cn,

ÀÌÉÔÏÌ, ÈÖ ÛÄÌÏÅÉ×ÀÒÂËÄÁÉÈ ÓÀÓÒÖËÉ a-Ó ÛÄÌÈáÅÄÅÉÈ, ÂÅÄØÍÄ-
ÁÀ:

|Sn(x)− Cn| < ε/3, ÒÏÝÀ |x− a| < δ ÃÀ x ∈ E. (9)

ÀáËÀ, (7)-(9) ÛÄ×ÀÓÄÁÄÁÉÃÀÍ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄÏÁÓ ÖÔÏËÏÁÀ:

|φ(x)− C| < ε, ÒÏÝÀ |x− a| < δ ÃÀ x ∈ E.

ÌÀÛÀÓÀÃÀÌÄ, E ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ÂÀÓßÅÒÉÅ ÀÃÂÉËÉ ÀØÅÓ ÔÏËÏÁÀÓ:

lim
x→a

φ(x) = C, (10)

ÒÀÝ ÄÊÅÉÅÀËÄÍÔÖÒÉÀ (2) ÔÏËÏÁÉÓ. ÈÄÏÒÄÌÀ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉÀ.
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5 ÛÄãÀÌÄÁÀÃÏÁÉÓ ÆÏÂÀÃÉ ÛÄÌÈáÅÄÅÀ ÃÀ ÁÏÒÄËÉÓ
ÈÄÏÒÄÌÀ

ÅÈØÅÀÈ, ÂÅÀØÅÓ ÒÉÝáÅÉÈÉ ÌßÊÒÉÅÉ

u0 + u1 + u2 + · · ·+ un + · · · (1)

ÃÀ ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ ×ÖÍØÝÉÀÈÀ ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÀ (an(x))
∞
n=0, ÒÏÌÄËÉÝ ÂÀ-

ÍÓÀÆÙÅÒÖËÉÀ ÒÀÉÌÄ E ÓÉÌÒÀÅËÄÆÄ, ÒÀÓÀÝ ÂÀÀÜÍÉÀ ÃÀÂÒÏÅÄÁÉÓ
ÒÏÌÄËÉÌÄ x0 ßÄÒÔÉËÉ ÃÀ x0 ÛÄÉÞËÄÁÀ ÀÒÝÊÉ ÄÊÖÈÅÍÏÃÄÓ E-Ó.

ÃÀÅÖÛÅÀÈ, ÒÏÌ (an(x))
∞
n=0 ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÀÓ ÂÀÀÜÍÉÀ ÛÄÌÃÄÂÉ ÏÈáÉ

ÈÅÉÓÄÁÀ:
1) 0 ≤ an(x) ≤ 1 ÚÏÅÄËÉ n-ÉÓÈÅÉÓ ÃÀ ÚÏÅÄËÉ x ∈ E-ÉÓÈÅÉÓ;
2) n-ÉÓ ÆÒÃÉÓÀÓ an(x) ÀÒ ÉÆÒÃÄÁÀ, ÒÏÝÀ x ∈ E ×ÉØÓÉÒÄÁÖ-

ËÉÀ;
3) ÚÏÅÄËÉ ×ÉØÓÉÒÄÁÖËÉ n-ÉÓÈÅÉÓ ×ÖÍØÝÉÀ an(x) ÉÓßÒÀ×ÅÉÓ

1-ÉÓÊÄÍ, ÒÏÝÀ x ∈ E ÉÓßÒÀ×ÅÉÓ ÈÀÅÉÓÉ x0 ÆÙÅÒÉÓÊÄÍ;
4) (1) ÌßÊÒÉÅÈÀÍ ÀÓÏÝÉÒÄÁÖËÉ ÌßÊÒÉÅÉ

u0a0(x) + u1a1(x) + u2a2(x) + · · ·+ unan(x) + · · · (2)

ÊÒÄÁÀÃÉÀ ÚÅÄËÀ x ∈ E ßÄÒÔÉËÆÄ.
ÀáËÀ ÛÄÌÏÅÉÙÏÈ ÛÄÌÃÄÂÉ

ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÀ 5.1. ÒÏÝÀ ÀÒÓÄÁÏÁÓ ÆÙÅÀÒÉ

lim
x→x0

∞∑
n=0

unan(x) = s, (3)

ÌÀÛÉÍ (1) ÌßÊÒÉÅÓ ÄßÏÃÄÁÀ ×ÖÍØÝÉÀÈÀ (an(x))
∞
n=0 ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÉÈ

ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖËÉ ÌÄÈÏÃÉÈ ÛÄãÀÌÄÁÀÃÉ s ÒÉÝáÅÉÓÊÄÍ, áÏËÏ s-Ó ÊÉ
ÄßÏÃÄÁÀ (1) ÌßÊÒÉÅÉÓ ÂÀÍÆÏÂÀÃÄÁÖËÉ ãÀÌÉ, ÒÏÌÄËÉÝ ÛÄÄÓÀÁÀÌÄÁÀ
ÀÌ ÌÄÈÏÃÓ.

ÌßÊÒÉÅÉÓ ÂÀÍÆÏÂÀÃÄÁÖËÉ ãÀÌÉÓ ÝÍÄÁÀ ÓÀÆÏÂÀÃÏÃ ÉØÍÄÁÏ-
ÃÀ ÖÓÀÒÂÄÁËÏ, ÂÀÒÃÀ ÆÏÂÉÄÒÈÉ ÂÀÌÏÍÀÊËÉÓÉÓÀ, ÈÖ ÖÌÒÀÅËÄÓ
ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉ ÌÀÒÈÄÁÖËÉ ÀÒ ÉØÍÄÁÏÃÀ ÁÏÒÄËÉÓ ÛÄÌÃÄÂÉ

ÈÄÏÒÄÌÀ 5.2 (ÁÏÒÄËÉ). ÈÖ (1) ÌßÊÒÉÅÉ ÊÒÄÁÀÃÉÀ s ÒÉÝáÅÉÓÊÄÍ,
ÌÀÛÉÍ ÉÂÉ (an(x))

∞
n=0 ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÉÓ ÛÄÓÀÁÀÌÉÓÉ ÌÄÈÏÃÉÈÀÝ ÛÄãÀ-

ÌÄÁÀÃÉÀ ÉÂÉÅÄ s ÒÉÝáÅÉÓÊÄÍ ÀÍÖ ÀÃÂÉËÉ ÀØÅÓ (3) ÔÏËÏÁÀÓ.
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ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÒÀÃÂÀÍ limx→x0 an(x) = 1 ÚÏÅÄËÉ n-ÉÓÈÅÉÓ, ÀÌÉÔÏÌ
ÈÄÏÒÄÌÉÓ ÃÀÓÀÌÔÊÉÝÄÁËÀÃ ÓÀÊÌÀÒÉÓÉÀ ÌÀÒÈÄÁÖËÏÁÀ ÔÏËÏÁÉÓ

lim
x→x0

∞∑
n=0

unan(x) =
∞∑
n=0

lim
x→x0

unan(x). (4)

ÀÌ ÔÏËÏÁÉÓ ÃÀÓÀÌÔÊÉÝÄÁËÀÃ ÓÀÊÌÀÒÉÓÉÀ ÃÀÅÀÃÂÉÍÏÈ, §4-ÃÀÍ 4.1
ÈÄÏÒÄÌÉÓ ÈÀÍÀáÌÀÃ, (2) ÌßÊÒÉÅÉÓ ÈÀÍÀÁÒÀÃ ÊÒÄÁÀÃÏÁÀ x ∈ E-ÉÓ
ÌÉÌÀÒÈ.

ÒÀÃÂÀÍ (1) ÌßÊÒÉÅÉ ÊÒÄÁÀÃÉÀ, ÀÌÉÔÏÌ ÌÉÓÉ n-ÒÉ ÍÀÛÈÉÓ

Rn = un + un+1 + un+2 + · · · (5)

ÀÁÓÏËÖÔÖÒÉ ÓÉÃÉÃÄ ÍÀÊËÄÁÉ ÉØÍÄÁÀ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÀÃ ÀÙÄÁÖË ε >
0 ÒÉÝáÅÆÄ, ÒÏÂÏÒÝ ÊÉ n ÂÀÃÀÀàÀÒÁÄÁÓ ε-ÉÓÂÀÍ ÃÀÌÏÊÉÃÄÁÖË
ÂÀÒÊÅÄÖË ÍÀÔÖÒÀËÖÒ N = N(ε) ÒÉÝáÅÓ, Ä.É.

|Rn| < ε ÚÅÄËÀ n > N ÒÉÝáÅÉÓÈÅÉÓ. (6)

ÀáËÀ ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ (1) ÌßÊÒÉÅÈÀÍ ÀÓÏÝÉÒÄÁÖËÉ (2) ÌßÊÒÉÅÉÓ
n-ÒÉ ÍÀÛÈÉ

ρn(x) = unan(x) + un+1an+1(x) + · · · (7)

ÃÀ ÃÀÅÀÌÔÊÉÝÏÈ, ÒÏÌ ÖÊÅÄ ÀÙÄÁÖËÉ ε > 0 ÒÉÝáÅÉÓÈÅÉÓ ÀÒÓÄÁÏÁÓ
ÍÀÔÖÒÀËÖÒÉ ÒÉÝáÅÉ L ≥ N-ÆÄ ÉÓÄÈÉ, ÒÏÌ ÈÀÍÀÁÒÀÃ x ∈ E-ÉÓ
ÌÉÌÀÒÈ ÓÒÖËÃÄÁÀ ÖÔÏËÏÁÀ

|ρn(x)| < ε ÚÅÄËÀ n > L ÒÉÝáÅÉÓÈÅÉÓ. (8)

ÀÌ ÌÉÆÍÉÈ ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ (7) ÌßÊÒÉÅÉÓ p-ÖÒÉ ÊÄÒÞÏ ãÀÌÉ (ßÄÒÉÓ
ÂÀÌÀÒÔÉÅÄÁÉÓ ÌÉÆÍÉÈ, x ÀÒÂÖÌÄÍÔÓ ÀÒ ÃÀÅßÄÒÈ)

S(1)
p = unan + un+1an+1 + un+2an+2 + · · ·+

+un+p−1an+p−1 + un+pan+p, (9)

ÒÏÌÄËÉÝ ÔÏËÏÁÄÁÉÓ uk = Rk−Rk+1, k = n, n+1, . . . ÂÀÌÏÚÄÍÄÁÉÈ
ÀÓÄ ÜÀÉßÄÒÄÁÀ

S(1)
p = an(Rn −Rn+1) + an+1(Rn+1 −Rn+2) + an+2(Rn+2 −Rn+3)+

+ · · ·+ an+p−1(Rn+p−1 −Rn+p) + an+p(Rn+p −Rn+p+1). (10)
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ÀÌÀÓÈÀÍ ÄÒÈÀÃ ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ ãÀÌÉ

S(2)
p = anRn + (an+1 − an)Rn+1 + (an+2 − an+1)Rn+2 + · · ·+

+(an+p−1 − an+p−2)Rn+p−1 + (an+p − an+p−1)Rn+p.

1), 2) ÈÅÉÓÄÁÄÁÉÓ ÂÀÌÏ ÃÀ (6) ÖÔÏËÏÁÉÓ ÂÀÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÉÈ ÂÅÀØÅÓ
ÃÀÌÏÊÉÃÄÁÖËÄÁÀÍÉ:

|S(2)
p |≤ε[an + (an − an+1)+(an+1 − an+2)+· · ·+(an+p−2 − an+p−1)+

+(an+p−1 − an+p)] = ε[2an − an+p] < 2εan ≤ 2ε, ÒÏÝÀ n > N.

ÀÌÒÉÂÀÃ,

|S(2)
p (x)| < 2ε, ÒÏÝÀ n > N ÃÀ p ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉÀ.

ÌÄÏÒÄ ÌáÒÉÅ, S(1)
p (x) = S

(2)
p (x)− an+pRn+p−1. ÀÌÉÔÏÌ

|S(1)
p (x)| < 2ε+ ε = 3ε, ÒÏÝÀ n > N ÃÀ p ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉÀ.

ÌÀÛÀÓÀÃÀÌÄ, ÌÀÒÈÄÁÖËÉÀ (8) ÖÔÏËÏÁÀ ÀÍÖ (2) ÌßÊÒÉÅÉ ÈÀÍÀ-
ÁÒÀÃ ÊÒÄÁÀÃÉÀ E-ÆÄ. ÈÄÏÒÄÌÀ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉÀ

ÛÄÃÄÂÉ 5.3. ÈÖ ÌßÊÒÉÅÉ

u0 + u1 + u2 + · · · (11)

ÊÒÄÁÀÃÉÀ, ÌÀÛÉÍ áÀÒÉÓáÏÅÀÍÉ ÌßÊÒÉÅÉ

u0 + u1x+ u2x
2 + · · · (12)

ÈÀÍÀÁÒÀÃ ÊÒÄÁÀÃÉÀ [0, 1] ÓÄÂÌÄÍÔÆÄ.

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÈÖ ÁÏÒÄËÉÓ 5.2 ÈÄÏÒÄÌÀÛÉ ÊÄÒÞÏÃ ÀÅÉÙÄÁÈ x0 = 1,
E = (0, 1), an(x) = xn, 0 < x < 1, ÌÀÛÉÍ ÀÌ ÈÄÏÒÄÌÉÓ 1), 2) ÃÀ
3) ÐÉÒÏÁÄÁÉ ÛÄÓÒÖËÄÁÖËÉÀ. ÂÀÒÃÀ ÀÌÉÓÀ, ÀÌÀÅÄ ÈÄÏÒÄÌÉÓ 4)
ÐÉÒÏÁÀÝ ÛÄÓÒÖËÄÁÖËÉÀ ÀÁÄËÉÓ 2.5 ÈÄÏÒÄÌÉÓ ÞÀËÉÈ §2-ÃÀÍ.

ÒÏÂÏÒÝ ÁÏÒÄËÉÓ 5.2 ÈÄÏÒÄÌÉÓ ÌÔÊÉÝÄÁÉÓ ÐÒÏÝÄÓÉ ÂÅÉÜ-
ÅÄÍÄÁÓ, ÏÈáÉÅÄ ÄÓ ÐÉÒÏÁÀ (11) ÌßÊÒÉÅÉÓ ÊÒÄÁÀÃÏÁÀÓÈÀÍ ÄÒÈÀÃ
ÖÆÒÖÍÅÄËÚÏ×Ó (12) ÌßÊÒÉÅÉÓ ÈÀÍÀÁÒÀÃ ÊÒÄÁÀÃÏÁÀÓ (0, 1) ÙÉÀ
ÉÍÔÄÒÅÀËÆÄ.

ÀÌÀÓÈÀÍ ÄÒÈÀÃ, (12) ÌßÊÒÉÅÉ ÊÒÄÁÀÃÉÀ x = 1 ßÄÒÔÉËÆÄ, (11)
ÌßÊÒÉÅÉÓ ÊÒÄÁÀÃÏÁÉÓ ÂÀÌÏ. ÌÀÛÀÓÀÃÀÌÄ, (12) ÌßÊÒÉÅÉ ÈÀÍÀÁÒÀÃ
ÊÒÄÁÀÃÉÀ ÌÀÒÝáÍÉÃÀÍ ÙÉÀ ÃÀ ÌÀÒãÅÍÉÃÀÍ ÜÀÊÄÔÉË (0, 1] ÉÍÔÄÒ-
ÅÀËÆÄ ÃÀ ÀÌÉÔÏÌÀÝ [0, 1] ÓÄÂÌÄÍÔÆÄÝ.

ÛÄÉÞËÄÁÀ 5.3 ÛÄÃÄÂÉ ÀÓÄÝ ÂÀÌÏÉÈØÅÀÓ:
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ÛÄÃÄÂÉ 5.4. ÈÖ ÒÀÉÌÄ áÀÒÉÓáÏÅÀÍÉ ÌßÊÒÉÅÉÓ ÊÒÄÁÀÃÏÁÉÓ ÒÀÃÉÖÓÉ
R > 0 ÃÀ ÄÓ ÌßÊÒÉÅÉ ÊÒÄÁÀÃÉÀ x = R ßÄÒÔÉËÆÄÝ, ÌÀÛÉÍ ÀÙÄÁÖËÉ
ÌßÊÒÉÅÉ ÈÀÍÀÁÒÀÃ ÊÒÄÁÀÃÉÀ [−R + ε,R] ÓÄÂÌÄÍÔÆÄ, ÒÏÝÀ 0 < ε <
2R.

ÀÌ ×ÀØÔÈÀÍ ÃÀÊÀÅÛÉÒÄÁÉÈ ÀÙÅÍÉÛÍÏÈ

ÛÄÃÄÂÉ 5.5. ÈÖ ÒÀÉÌÄ áÀÒÉÓáÏÅÀÍÉ ÌßÊÒÉÅÉÓ ÊÒÄÁÀÃÏÁÉÓ ÒÀÃÉÖÓÉ
r > 0 ÃÀ ÄÓ ÌßÊÒÉÅÉ ÀÒÀÀ ÊÒÄÁÀÃÉ x = r ßÄÒÔÉËÆÄ, ÌÀÛÉÍ ÉÂÉ
ÅÄÒ ÉØÍÄÁÀ ÈÀÍÀÁÒÀÃ ÊÒÄÁÀÃÉ [0, r] ÓÄÂÌÄÍÔÆÄ!

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. [0, r] ÓÄÂÌÄÍÔÆÄ ÈÀÍÀÁÒÀÃ ÊÒÄÁÀÃÏÁÉÓ ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉ
ÛÄÂÅÄÞËÏ ÌßÊÒÉÅÛÉ ÆÙÅÀÒÆÄ ÂÀÃÀÓÅËÀ, ÒÏÝÀ x → r (§4-ÉÓ 4.1
ÈÄÏÒÄÌÉÓ ÈÀÍÀáÌÀÃ) ÃÀ ÌÉÅÉÙÄÁÃÉÈ x = r ßÄÒÔÉËÆÄ ÊÒÄÁÀÃ
ÌßÊÒÉÅÓ, ÒÀÝ ÄßÉÍÀÀÙÌÃÄÂÄÁÀ ÃÀÛÅÄÁÀÓ.

6 ÔÀÖÁÄÒÉÓ ÔÉÐÉÓ ÈÄÏÒÄÌÄÁÉ ÛÄãÀÌÄÁÀÃÏÁÉÓ (A) ÃÀ
(C, 1) ÌÄÈÏÃÄÁÉÓÈÅÉÓ

ÈÖ ÌßÊÒÉÅÉ ÛÄãÀÌÄÁÀÃÉÀ (C, 1) ÀÍ (A) ÌÄÈÏÃÉÈ, ÌÀÛÉÍ ÀÓÄ-
ÈÉ ÌßÊÒÉÅÉ ÛÄÉÞËÄÁÀ ÊÒÄÁÀÃÉ ÀÒ ÉÚÏÓ (Éá. ÐÀÒÀÂÒÀ×ÄÁÉ 1 ÃÀ
2). ÀÌÉÔÏÌ ÁÖÍÄÁÒÉÅÉÀ ÊÉÈáÅÀ: ÌßÊÒÉÅÉÓ ßÄÅÒÄÁÉÓ ÒÀ ÈÅÉÓÄÁÀ
ÖÆÒÖÍÅÄËÚÏ×Ó ÌÉÓ ÊÒÄÁÀÃÏÁÀÓ, ÈÖÊÉ ÄÓ ÌßÊÒÉÅÉ ÛÄãÀÌÄÁÀÃÉÀ
ÒÏÌÄËÉÌÄ ÌÄÈÏÃÉÈ?

1. ÀÓÄÈÉ ÛÉÍÀÀÒÓÉÓ ÐÉÒÅÄËÉ ÈÄÏÒÄÌÀ ÛÄãÀÌÄÁÀÃÏÁÉÓ ÀÁÄË-
ÐÖÀÓÏÍÉÓ (A) ÌÄÈÏÃÉÓÈÅÉÓ ÃÀÀÌÔÊÉÝÀ ÔÀÖÁÄÒÌÀ 1897 ßÄËÓ. ÀÌÉ-
ÔÏÌÀÝÀÀ, ÒÏÌ ÈÄÏÒÄÌÀÓ ÄßÏÃÄÁÀ ÔÀÖÁÄÒÉÓ ÔÉÐÉÓ: ÈÖ ÒÏÌÄËÉÌÄ
ÌÄÈÏÃÉÈ ÛÄãÀÌÄÁÀÃ ÌßÊÒÉÅÆÄ ÌÉÈÉÈÄÁÖËÉÀ ÉÓ ÐÉÒÏÁÀ, ÒÏÌÄËÉÝ
ÖÆÒÖÍÅÄËÚÏ×Ó ÌÉÓ ÊÒÄÁÀÃÏÁÀÓ.

ÈÄÏÒÄÌÀ 6.1 (ÔÀÖÁÄÒÉ, [7], ÂÅ. 889). ÈÖ ÌßÊÒÉÅÉ

u0 + u1 + · · ·+ un + · · · (1)

(A) ÛÄãÀÌÄÁÀÃÉÀ ÒÀÉÌÄ s ÒÉÝáÅÉÓÊÄÍ, Ä.É. ÈÖ ÀÃÂÉËÉ ÀØÅÓ

lim
x→1−

∞∑
k=0

ukx
k = s (2)

ÔÏËÏÁÀÓ ÃÀ, ÂÀÒÃÀ ÀÌÉÓÀ, ÛÄÓÒÖËÄÁÖËÉÀ ÐÉÒÏÁÀ

lim
k→∞

kuk = 0, (3)
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ÌÀÛÉÍ (1) ÌßÊÒÉÅÉ ÊÒÄÁÀÃÉÀ ÃÀ ÀÃÂÉËÉ ÀØÅÓ ÔÏËÏÁÀÓ

∞∑
k=0

uk = s. (4)

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÈÖ ÛÄÌÏÅÉÙÄÁÈ δn = maxk≥n |kuk| ÀÙÍÉÛÅÍÀÓ, ÌÀÛÉÍ
ÌÏÍÏÔÏÍÖÒÀÃ ÊËÄÁÀÃÉ (δn)

∞
n=0 ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÀ ÊÒÄÁÀÃÉÀ ÍÖËÉÓÊÄÍ.

ÚÏÅÄËÉ ÍÀÔÖÒÀËÖÒÉ N ÒÉÝáÅÉÓÈÅÉÓ ÀÃÂÉËÉ ÀØÅÓ ÔÏËÏÁÀÓ:

N∑
k=0

uk − s =

N∑
k=0

uk(1− xk)−
∞∑

k=N+1

ukx
k +

[ ∞∑
k=0

ukx
k − s

]
. (5)

ÂÀÒÃÀ ÀÌÉÓÀ, 0 < x < 1 ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉ ÌÀÒÈÄÁÖËÉÀ ÃÀÌÏÊÉÃÄ-
ÁÖËÄÁÀÍÉ

1− xk = (1− x)(1 + x+ x2 + · · ·+ xk−1) < k(1− x), (6)
∞∑

k=N+1

xk =
xN+1

1− x
<

1

1− x
. (7)

ÖÊÀÍÀÓÊÍÄËÉ ÖÔÏËÏÁÀÍÉ ÂÀÌÏÅÉÚÄÍÏÈ (5) ÔÏËÏÁÉÓ ÌÉÌÀÒÈ, ÂÅÄ-
ØÍÄÁÀ ∣∣∣∣ N∑

k=0

uk − s

∣∣∣∣ ≤ N∑
k=0

|kuk|(1− x) +

∞∑
k=N+1

|kuk|xk

k
+

+

∣∣∣∣ ∞∑
k=0

ukx
k − s

∣∣∣∣ ≤ (1− x)Nδ0 +
δN+1

(N + 1)(1− x)
+

∣∣∣∣ ∞∑
k=0

ukx
k − s

∣∣∣∣. (8)
ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÀÃ ÌÝÉÒÄ ε > 0 ÒÉÝáÅÈÀÍ ÄÒÈÀÃ ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ η =

ε
2+δ0

ÒÉÝáÅÉ ÃÀ ÀÅÉÙÏÈ x = 1− η
N ÀÍÖ (1− x)N = η. ÌÀÛÀÓÀÃÀÌÄ,

x → 1, ÒÏÝÀ N → ∞. ÀáËÀ N ÀÅÉÙÏÈ ÉÓÄÈÉ, ÒÏÌ: 1) ÛÄÓÒÖ-
ËÃÄÓ ÖÔÏËÏÁÀ δN+1 < η2; 2) ÀÌ N-ÉÓ ÛÄÓÀÁÀÌÉÓÉ x ÉÚÏÓ ÉÓÄ
ÀáËÏÓ ÄÒÈÈÀÍ, ÒÏÌ ÛÄÓÒÖËÃÄÓ ÖÔÏËÏÁÀ (ÄÓ ÛÄÓÀÞËÄÁÄËÉÀ
(2) ÔÏËÏÁÉÓ ÞÀËÉÈ) ∣∣∣∣ ∞∑

k=0

ukx
k − s

∣∣∣∣ < η.

ÀÌÉÔÏÌ (8) ÖÔÏËÏÁÉÃÀÍ ÅÙÄÁÖËÏÁÈ, ÒÏÌ∣∣∣∣ N∑
k=0

uk − s

∣∣∣∣ < (2 + δ0)η = ε. (9)
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ÈÄÏÒÄÌÀ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉÀ.
ÛÄÅÍÉÛÍÏÈ, ÒÏÌ ÌÀÒÈÄÁÖËÉÀ Ö×ÒÏ ÞËÉÄÒÉ

ÈÄÏÒÄÌÀ 6.2 (ÔÀÖÁÄÒÉ). ÈÖ (1) ÌßÊÒÉÅÉ (A) ÛÄãÀÌÄÁÀÃÉÀ ÒÀÉÌÄ s
ÒÉÝáÅÉÓÊÄÍ ÃÀ, ÂÀÒÃÀ ÀÌÉÓÀ, ÛÄÓÒÖËÄÁÖËÉÀ ÐÉÒÏÁÀ

lim
k→∞

u1 + 2u2 + · · ·+ kuk
k

= 0, (10)

ÌÀÛÉÍ ÀÃÂÉËÉ ÀØÅÓ (4) ÔÏËÏÁÀÓ.

ÈÄÏÒÄÌÀ 6.2-ÉÓ ÓÉÞËÉÄÒÄ 6.1 ÈÄÏÒÄÌÀÓÈÀÍ ÛÄÃÀÒÄÁÉÈ ÂÀÌÏ-
ÉáÀÔÄÁÀ ÉÌÉÈ, ÒÏÌ (10) ÓÖÓÔÉ ÌÏÈáÏÅÍÀÀ (1) ÌßÊÒÉÅÆÄ, ÅÉÃÒÄ (3)
ÐÉÒÏÁÀ. ÌÀÒÈËÀÝ, (3) ÐÉÒÏÁÀ ÍÉÛÍÀÅÓ (kuk)

∞
k=1 ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÉÓ ÊÒÄ-

ÁÀÃÏÁÀÓ ÍÖËÉÓÊÄÍ, áÏËÏ (10) ÐÉÒÏÁÀ ÍÉÛÍÀÅÓ, ÒÏÌ ÍÖËÉ ÀÒÉÓ
(C, 1)-ÆÙÅÀÒÉ ÉÂÉÅÄ (kuk)

∞
k=1 ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÉÓ (Éá. 1.1 ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÉÓ

ÁÏËÏ ßÉÍÀÃÀÃÄÁÀ). ÌÀÂÒÀÌ ÜÅÄÍ ÅÉÝÉÈ, ÒÏÌ (C, 1)-ÆÙÅÒÉÓ ÀÒÓÄ-
ÁÏÁÀ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄÏÁÓ ÜÅÄÖËÄÁÒÉÅÉ ÆÙÅÒÉÓ ÀÒÓÄÁÏÁÉÃÀÍ ÛÄÁÒÖ-
ÍÄÁÉÓ ÂÀÒÄÛÄ (Éá. 1.3 ÈÄÏÒÄÌÀ ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÉÓÈÅÉÓ).

ÈÄÏÒÄÌÀ 6.3. ÈÖ uk ≥ 0 ÃÀ (1) ÌßÊÒÉÅÉ (A)-ÛÄãÀÌÄÁÀÃÉÀ ÀÍ (C, 1)-
ÛÄãÀÌÄÁÀÃÉ ÓÀÓÒÖËÉ ÒÀÉÌÄ ÒÉÝáÅÉÓÊÄÍ, ÌÀÛÉÍ (1) ÌßÊÒÉÅÉ ÊÒÄ-
ÁÀÃÉÀ.

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÈÖ (1) ÌßÊÒÉÅÉ ÀÒ ÉØÍÄÁÏÃÀ ÊÒÄÁÀÃÉ, ÌÀÛÉÍ ÂÅÄØÍÄ-
ÁÏÃÀ ÔÏËÏÁÀ

∑∞
k=1 uk = +∞, ÒÏÂÏÒÝ ÆÒÃÀÃÉ ÊÄÒÞÏ ãÀÌÄÁÉÓ

ÆÙÅÀÒÉ. ÌÀÛÉÍ (1) ÌßÊÒÉÅÉ ÉØÍÄÁÏÃÀ +∞-ÓÊÄÍ (A)- ÛÄãÀÌÄÁÀÃÉ
((C, 1)-ÛÄãÀÌÄÁÀÃÉ) ÀÌ ÌÄÈÏÃÈÀ ÓÀÅÓÄÁÉÈ ÒÄÂÖËÀÒÖËÏÁÉÓ ÂÀ-
ÌÏ (Éá. 2.7 ÃÀ 1.4 ßÉÍÀÃÀÃÄÁÀÍÉ), ÒÀÝ ÄßÉÍÀÀÙÌÃÄÂÄÁÀ ÈÄÏÒÄÌÉÓ
ÐÉÒÏÁÀÓ.

ÛÄÃÄÂÉ 6.4. ÃÀÃÄÁÉÈßÄÅÒÄÁÉÀÍÉ (ÖÀÒÚÏ×ÉÈßÄÅÒÄÁÉÀÍÉ) ÌßÊÒÉÅÄ-
ÁÉÓÈÅÉÓ (A) ÃÀ (C, 1) ÌÄÈÏÃÄÁÉÃÀÍ ÈÉÈÏÄÖËÉ ÄÊÅÉÅÀËÄÍÔÖÒÉÀ
ÊÒÄÁÀÃÏÁÉÓ.

2. ÒÀÃÂÀÍ ÌßÊÒÉÅÉÓ (C, 1)-ÛÄãÀÌÄÁÀÃÏÁÀ ÒÀÉÌÄ σ ÒÉÝáÅÉÓÊÄÍ
ÉßÅÄÅÓ ÀÌ ÌßÊÒÉÅÉÓ (A)-ÛÄãÀÌÄÁÀÃÏÁÀÓ ÉÌÀÅÄ σ-ÓÊÄÍ (Éá. ×ÒÏÁÄÍÉ-
ÖÓÉÓ 3.1 ÈÄÏÒÄÌÀ), ÀÌÉÔÏÌ ÔÀÖÁÄÒÉÓ 6.2 ÈÄÏÒÄÌÀ ÛÄãÀÌÄÁÀÃÏÁÉÓ
(C, 1) ÌÄÈÏÃÉÓÈÅÉÓ ÌÉÉÙÄÁÓ ÓÀáÄÓ.

ÈÄÏÒÄÌÀ 6.5. ÈÖ (1) ÌßÊÒÉÅÉ (C, 1)-ÛÄãÀÌÄÁÀÃÉÀ ÒÀÉÌÄ σ ÒÉÝáÅÉÓ-
ÊÄÍ ÃÀ ÈÖ ÛÄÓÒÖËÄÁÖËÉÀ (10) ÐÉÒÏÁÀ, ÊÄÒÞÏÃ (3) ÐÉÒÏÁÀ, ÌÀÛÉÍ
(1) ÌßÊÒÉÅÉ ÊÒÄÁÀÃÉÀ ÃÀ ÀÃÂÉËÉ ÀØÅÓ (4) ÔÏËÏÁÀÓ, ÒÏÌËÉÓ
ÌÀÒãÅÄÍÀ ÌáÀÒÄÛÉÀ σ.
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äÀÒÃÉÌ ÃÀÀÌÔÊÉÝÀ, ÒÏÌ ÔÀÖÁÄÒÉÓ 6.5 ÈÄÏÒÄÌÀ ÞÀËÀÛÉÀ, ÈÖ
(10) ÃÀ (4) ÐÉÒÏÁÄÁÉ ÛÄÝÅËÉËÉÀ ÄÒÈÉ ÐÉÒÏÁÉÈ |kuk| < c (c =
const; k = 1, 2, 3, . . . ), áÏËÏ ÖÊÀÍÀÓÊÍÄËÉ ÐÉÒÏÁÉÓ ÛÄÝÅËÉÓ ÓÀÌÀ-
ÒÈËÉÀÍÏÁÀ ÐÉÒÏÁÉÈ kuk > −c (c = const; m = 1, 2, . . . ) ÃÀÀÃÂÉÍÀ
ËÀÍÃÀÖÌ.

×ÄÉÄÒÉÓ ËÄÌÀ 6.6. ÈÖ (1) ÌßÊÒÉÅÉ (C, 1)-ÛÄãÀÌÄÁÀÃÉÀ ÒÀÉÌÄ s
ÒÉÝáÅÉÓÊÄÍ ÃÀ, ÂÀÒÃÀ ÀÌÉÓÀ, ÊÒÄÁÀÃÉÀ ÌßÊÒÉÅÉ

∑∞
k=1 k|uk|2, ÌÀÛÉÍ

ÀÃÂÉËÉ ÀØÅÓ (4) ÔÏËÏÁÀÓ.

ÂÀ×ÒÈáÉËÄÁÀ! 6.7. ÌßÊÒÉÅÛÉ ÍÖËÄÁÉÓ ÜÀÌÀÔÄÁÀ ÀÒ ÝÅËÉÓ ÌÉÓÉ
ÊÒÄÁÀÃÏÁÉÓ áÀÓÉÀÈÓ, ÌÀÂÒÀÌ ÝÅËÉÓ ÛÄãÀÌÄÁÀÃÏÁÉÓ áÀÓÉÀÈÓ.

7 ×ÖÒÉÄÓ ÌßÊÒÉÅÉÓ ÛÄãÀÌÄÁÀÃÏÁÀ ×ÄÉÄÒÉÓ ÌÄÈÏÃÉÈ

ÒÏÂÏÒÝ ÅÉÝÉÈ:
1) ÀÒÓÄÁÏÁÓ ÖßÚÅÄÔÉ ×ÖÍØÝÉÀ, ÒÏÌËÉÓ ×ÖÒÉÄÓ ÌßÊÒÉÅÓ ÂÀÀÜ-

ÍÉÀ ÂÀÍÛËÀÃÏÁÉÓ ßÄÒÔÉËÉ-×ÄÉÄÒÉÓ ÌÀÂÀËÉÈÉ;
2) ÀÒÓÄÁÏÁÓ ÖßÚÅÄÔÉ ×ÖÍØÝÉÀ, ÒÏÌËÉÓ ×ÖÒÉÄÓ ÌßÊÒÉÅÉ ÂÀ-

ÍÛËÀÃÉÀ ÃÀÓÀáÄËÄÁÖË ÈÅËÀÃ ÓÉÌÒÀÅËÄÆÄ ÃÀ ÊÒÄÁÀÃÉÀ ÚÅÄËÀ
ÓáÅÀ ßÄÒÔÉËÆÄ;

3) ÀÒÓÄÁÏÁÓ ÖßÚÅÄÔÉ ×ÖÍØÝÉÀ, ÒÏÌËÉÓ ×ÖÒÉÄÓ ÌßÊÒÉÅÉÓ ÊÄ-
ÒÞÏ ãÀÌÄÁÉÓ ÚÏÅÄËÉ ØÅÄÌÉÌÃÄÅÒÏÁÀ ÂÀÍÛËÀÃÉÀ ÄÒÈ ßÄÒÔÉËÆÄ
ÌÀÉÍÝ.

ÂÀÒÃÀ ÀÌÉÓÀ, ãÀÌÄÁÀÃ ×ÖÍØÝÉÀÈÀ ÊËÀÓÛÉ ÀÒÓÄÁÏÁÓ ÉÓÄÈÉ ×Ö-
ÍØÝÉÀ, ÒÏÌËÉÓ ×ÖÒÉÄÓ ÌßÊÒÉÅÉ ÂÀÍÛËÀÃÉÀ ÚÅÄËÀ ßÄÒÔÉËÆÄ-
ÊÏËÌÏÂÏÒÏÅÉÓ ÌÀÂÀËÉÈÉ.

ÚÏÅÄËÉÅÄ ÀÌÉÓ ×ÏÍÆÄ ÁÖÍÄÁÒÉÅÀÃ ÜÍÃÄÁÀ ÊÉÈáÅÀ: ÊÉ, ÌÀÂÒÀÌ
ÌÏÝÄÌÖËÉ ×ÖÍØÝÉÉÓ ÌÍÉÛÅÍÄËÏÁÄÁÉÓ ÌÉÓÀÙÄÁÀÃ ÅÀÒÂÉÓÉÀ ÈÖ ÀÒÀ
ÌÉÓÉ ×ÖÒÉÄÓ ÌßÊÒÉÅÉ?

ÀÌ ÌÉÌÀÒÈÖËÄÁÉÈ ÖÍÃÀ ÌÏÉÓÉÍãÏÓ ÂÀÍÛËÀÃÉ ÒÉÝáÅÉÈÉ ÌßÊ-
ÒÉÅÉÓ ÛÄãÀÌÄÁÀÃÏÁÉÓ ÝÍÏÁÉËÉ ÌÄÈÏÃÄÁÉ, ÓÀáÄËÃÏÁÒ, (C, 1) ÃÀ
(A) ÌÄÈÏÃÄÁÉ. ÖÍÃÀ ÉÈØÅÀÓ, ÒÏÌ ÀÌ ÈÅÀËÓÀÆÒÉÓÉÈ ÌÉÙÄÁÖËÉÀ
ÓÀÊÌÀÏÃ ÊÀÒÂÉ ÛÄÃÄÂÄÁÉ, ÒÏÌÄËÈÀ ÛÄÓÀáÄÁÀÝ ØÅÄÌÏÈ ÂÅÄØÍÄÁÀ
ÓÀÖÁÀÒÉ.

1. ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ 2π ÐÄÒÉÏÃÖËÉ ÃÀ ÐÄÒÉÏÃÆÄ ãÀÌÄÁÀÃÉ f ×Ö-
ÍØÝÉÉÓ ×ÖÒÉÄÓ ÌßÊÒÉÅÉ:

f ∼ a0
2

+

∞∑
k=1

(ak cos kx+ bk sin kx), (1)
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ÒÏÌËÉÓ ÊÄÒÞÏ ãÀÌÄÁÉÓ S0(x) =
a0
2 , S1(x) =

a0
2 + a1 cosx + b1 sinx,

S2(x) =
a0
2 + a1 cos+b1 sinx+ a2 cos 2x+ b2 sin 2x . . . ,

Sn(x) =
a0
2

+
n∑
k=1

(ak cos lx+ bk sin kx), (2)

. . . , ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÉÓÂÀÍ ÛÄÅÀÃÂÉÍÏÈ ÌÀÈÉ ÛÄÓÀÁÀÌÉÓÉ (C, 1) ÓÀÛÖ-
ÀËÏÄÁÉ

σn(x) =
1

n+ 1

n∑
k=0

Sk(x), (3)

ÒÏÌÄËÈÀÝ ×ÖÒÉÄÓ ÌßÊÒÉÅÈÀÍ ÌÉÌÀÒÈÄÁÀÛÉ ÄßÏÃÄÁÀÈ ×ÄÉÄÒÉÓ
ÓÀÛÖÀËÏÄÁÉ ×ÖÒÉÄÓ (1) ÌßÊÒÉÅÉÓÈÅÉÓ. ÄÓ ÓÀáÄËßÏÃÄÁÀ ÌÏÌÃÉÍÀ-
ÒÄÏÁÓ ÉØÉÃÀÍ, ÒÏÌ ×ÄÉÄÒÌÀ ÐÉÒÅÄËÌÀ ÀÙÌÏÀÜÉÍÀ (σn(x))

∞
n=0 ÌÉÌ-

ÃÄÅÒÏÁÉÓ ÉÓ ÛÄÓÀÍÉÛÍÀÅÉ ÈÅÉÓÄÁÀ, ÒÀÝ ÌÏÝÄÌÖËÉ ÉØÍÄÁÀ ØÅÄÌÏÈ
×ÄÉÄÒÉÓ ÈÄÏÒÄÌÀÛÉ (1905 ß).

ÒÀÃÂÀÍ Sn(x) ÊÄÒÞÏ ãÀÌÉÓ ÉÍÔÄÂÒÀËÖÒÉ ßÀÒÌÏÃÂÄÍÀÀ (Éá.
ÈÀÅÉ IV, §4, ×ÏÒÌÖËÀ (6))

Sn(x) =
1

π

π∫
−π

f(t)Dn(t− x)dt, (4)

ÀÌÉÔÏÌ (3) ×ÏÒÌÖËÉÈ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖËÉ ×ÄÉÄÒÉÓ σn(x) ÓÀÛÖÀËÏ
ÌÉÉÙÄÁÓ ÓÀáÄÓ

σn(x) =
1

π

π∫
−π

f(t)
1

n+ 1

n∑
k=0

Dk(t− x)dt =
1

π

π∫
−π

f(t)Kn(t− x)dt,

ÓÀÃÀÝ

Kn(u) =
1

n+ 1

n∑
k=0

Dk(u) (5)

ßÀÒÌÏÀÃÂÄÍÓ ÃÉÒÉäËÄÓ Dk(u) ÂÖËÄÁÉÓ (C, 1) ÓÀÛÖÀËÏÓ.
ÀÌÒÉÂÀÃ,

σn(x) =
1

π

π∫
−π

f(x+ u)Kn(u)du. (6)

Kn ×ÖÍØÝÉÀÓ ÄßÏÃÄÁÀ ×ÄÉÄÒÉÓ ÂÖËÉ. ÉÂÉ ÀÒÀÀ ÃÀÌÏÊÉÃÄÁÖËÉ
f ×ÖÍØÝÉÀÆÄ ÃÀ ÀÒÝ f-ÉÓ ÛÄÓÀÁÀÌÉÓ (1) ÌßÊÒÉÅÆÄ!
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(6) ÔÏËÏÁÉÓ ÌÀÒãÅÄÍÀ ÌáÀÒÄÓ ÆÏÂãÄÒ ÄßÏÃÄÁÀ ×ÄÉÄÒÉÓ ÉÍ-
ÔÄÂÒÀËÉ f ×ÖÍØÝÉÉÓÈÅÉÓ.

ÐÉÒÅÄË ÒÉÂÛÉ, ÃÀÅÀÃÂÉÍÏÈ ×ÄÉÄÒÉÓ Kn ÂÖËÉÓ ÒÀÌÃÄÍÉÌÄ
ÌÍÉÛÅÍÄËÏÅÀÍÉ ÈÅÉÓÄÁÀ.

1)

Kn(u) =
1

2(n+ 1)

[ sin(n+ 1) 12u

sin 1
2u

]2
, u ̸= 2lπ, l = 0,±1, . . . . (7)

ÌÀÒÈËÀÝ, ÔÏËÏÁÉÃÀÍ (Éá. ÈÀÅÉ 4, §4, ÔÏËÏÁÀ (4))

Dn(u) =
sin(n+ 1

2 )u

2 sin 1
2u

=
sin(n+ 1

2 )u · sin 1
2u

2 sin2 1
2u

=

=
cosnu− cos(n+ 1)u

4 sin2 1
2u

ÅÙÄÁÖËÏÁÈ

Kn(u) =
1

4(n+ 1) sin2 1
2u

n∑
k=0

[cos ku− cos(k + 1)u] =

=
1

4(n+ 1) sin2 1
2u

[1− cos(n+ 1)u] =
1

2(n+ 1)

[ sin(n+ 1) 12u

sin 1
2u

]2
,

áÏËÏ Dk(2lπ) = k+ 1
2 ÔÏËÏÁÉÓ ÞÀËÉÈ (Éá. ÈÀÅÉ 4, §4, ÔÏËÏÁÀ

(11)) ÂÅÀØÅÓ:

Kn(2lπ) =
1

n+ 1

n∑
k=0

(k +
1

2
) =

1

n+ 1

[ n∑
k=1

k +
1

2
(n+ 1)

]
=

=
1

n+ 1
· n(n+ 1)

2
+

1

2
=
n+ 1

2
.

ÀÌÒÉÂÀÃ,

Kn(u) =


1

2(n+1)

[
sin(n+1) 1

2u

sin 1
2u

]2
, ÒÏÝÀ u ̸= 2lπ,

l = 0,±1,±2, . . .
n+1
2 , ÒÏÝÀ u = 2lπ.

(8)

ÖÊÀÍÀÓÊÍÄËÉ ÔÏËÏÁÉÃÀÍ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄÏÁÓ ÌÏÌÃÄÅÍÏ ÈÅÉÓÄÁÀ.
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2) Kn(u) ≥ 0 ÚÅÄËÀ u-ÓÈÅÉÓ ÃÀ ÚÅÄËÀ n-ÉÓÈÅÉÓ ÀÍÖ ×ÄÉÄÒÉÓ
Kn ÂÖËÉ ÀÒÀÖÀÒÚÏ×ÉÈÉÀ! ÄÓ ÈÅÉÓÄÁÀ ÀÒ ÂÀÀÜÍÉÀ ÃÉÒÉäËÄÓ Dn

ÂÖËÓ.
3) ÑÏÒÃÀÍÉÓ ÖÔÏËÏÁÉÓ

sin α2
α
2

, ÒÏÝÀ 0 < |α| ≤ π (9)

ÂÀÌÏÚÄÍÄÁÉÈ ÂÅÄØÍÄÁÀ

Kn(u) ≤
1

2(n+ 1) sin2 u/2
≤ π2

2(n+ 1)u2
, ÒÏÝÀ 0 < |u| ≤ π. (10)

ÀØÄÃÀÍ ÅÙÄÁÖËÏÁÈ

Kn(u) = O
( 1

nu2

)
, ÒÏÝÀ 0 < |u| ≤ π (11)

ÃÀ

Kn(u) ≤
π

2(n+ 1)δ2
, ÒÏÝÀ 0 < δ ≤ |u| ≤ π. (12)

ÈÖ ÛÄÌÏÅÉÙÄÁÈ ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÀÓ

Mn(δ) = max
δ≤|u|≤π

Kn(u), ÒÏÝÀ 0 < δ < π, (13)

ÌÀÛÉÍ (12) ÖÔÏËÏÁÉÃÀÍ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄÏÁÓ ÔÏËÏÁÀ:

lim
n→∞

Mn(δ) = 0. (14)

4) ÔÏËÏÁÉÓ (Éá. ÈÀÅÉ 4, §3, ÔÏËÏÁÀ (3))

1

π

π∫
−π

Dk(u)du = 1 (k = 0, 1, 2, . . . )

ÂÀÌÏÚÄÍÄÁÉÈ (5) ÔÏËÏÁÉÓ ÌÉÌÀÒÈ ÌÉÅÉÙÄÁÈ:

1

π

π∫
−π

Kn(u)du = 1 (n = 0, 1, 2, . . . ). (15)

5) (14) ÃÀ (15) ÔÏËÏÁÄÁÉÃÀÍ ÌÉÉÙÄÁÀ ÔÏËÏÁÀ:

lim
n→∞

1

π

δ∫
−δ

Kn(u)du = 1, 0 < δ < π. (16)
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2. 2π ÐÄÒÉÏÃÖËÉ ÃÀ ÐÄÒÉÏÃÆÄ ãÀÌÄÁÀÃÉ f ×ÖÍØÝÉÉÓ ×ÖÒÉÄÓ
ÌßÊÒÉÅÉ ÀÍÖ (1) ÃÀÌÏÊÉÃÄÁÖËÄÁÉÓ ÌÀÒãÅÄÍÀ ÌáÀÒÄ ÀÙÅÍÉÛÍÏÈ,
ÒÏÂÏÒÝ ÚÏÅÄËÈÅÉÓ, S[f ]-ÉÈ. ÌÀÛÉÍ ÀÃÂÉËÉ ÀØÅÓ ÛÄÌÃÄÂ ÌÔÊÉ-
ÝÄÁÖËÄÁÄÁÓ.

×ÄÉÄÒÉÓ ÈÄÏÒÄÌÀ 7.1 ([7], ÂÅ. 139). 1) ÈÖ f ×ÖÍØÝÉÀ ÖßÚÅÄÔÉÀ
x ßÄÒÔÉËÆÄ, ÌÀÛÉÍ S[f ] ÛÄãÀÌÄÁÀÃÉÀ ×ÄÉÄÒÉÓ ÌÄÈÏÃÉÈ ÀÌ x
ßÄÒÔÉËÆÄ f(x) ÌÍÉÛÅÍÄËÏÁÉÓÊÄÍ;

2) ÈÖ f ×ÖÍØÝÉÀÓ x ßÄÒÔÉËÆÄ ÂÀÀÜÍÉÀ I ÂÅÀÒÉÓ ßÚÅÄÔÀ, ÌÀÛÉÍ
S[f ] ÛÄãÀÌÄÁÀÃÉÀ ×ÄÉÄÒÉÓ ÌÄÈÏÃÉÈ x ßÄÒÔÉËÆÄ ÌÍÉÛÅÍÄËÏÁÉÓ-
ÊÄÍ 1

2 [f(x+ 0) + f(x− 0)];
3) ÈÖ f ÖßÚÅÄÔÉÀ ÒÀÉÌÄ (a, b) ÙÉÀ ÉÍÔÄÒÅÀËÆÄ, ÌÀÛÉÍ S[f ]

ÈÀÍÀÁÒÀÃ ÛÄãÀÌÄÁÀÃÉÀ ×ÄÉÄÒÉÓ ÌÄÈÏÃÉÈ ÚÏÅÄË ØÅÄÓÄÂÌÄÍÔÆÄ
[α, β] ⊂ [−π, π];

4) ÈÖ f ×ÖÍØÝÉÀ ÖßÚÅÄÔÉÀ (−∞,+∞)-ÆÄ, ÌÀÛÉÍ S[f ] ÈÀÍÀÁÒÀÃ
ÛÄãÀÌÄÁÀÃÉÀ ×ÄÉÄÒÉÓ ÌÄÈÏÃÉÈ [−π, π] ÓÄÂÌÄÍÔÆÄ.

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÔÏËÏÁÀ (15) ÂÀÃÀÅßÄÒÏÈ ÀÓÄ: 1 = 1
π

∫ 0

−πKn(t)dt +
1
π

∫ π
0
Kn(t)dt. ÝÅËÀÃÉÓ ÂÀÒÃÀØÌÍÉÈ t = −τ ÃÀ Kn ×ÖÍØÝÉÉÓ ËÖ-

ßÏÁÉÓ ÂÀÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÉÈ (Éá. (8) ÔÏËÏÁÀ) ÂÄÅØÍÄÁÀ
∫ 0

−πKn(t)dt =∫ 0

π
Kn(−τ)(−dτ) = −

∫ 0

π
Kn(τ)dτ =

∫ π
0
Kn(τ)dτ . ÀÌÉÔÏÌ

1 =
2

π

π∫
0

Kn(t)dt, (17)

ÓÀÉÃÀÍÀÝ
π∫

0

Kn(t)dt =
π

2
. (18)

(17) ÔÏËÏÁÉÓ ÂÀÌÒÀÅËÄÁÉÈ 1
2 [f(x + 0) + f(x − 0)] ÌÖÃÌÉÅÆÄ (ÓÀ-

ÉÍÔÄÂÒÀÝÉÏ t ÝÅËÀÃÉÓ ÌÉÌÀÒÈ ÌÖÃÌÉÅÆÄ) ÌÉÅÉÙÄÁÈ:

1

2
[f(x+ 0) + f(x− 0)] =

1

π

π∫
0

[f(x+ 0) + f(x− 0)]Kn(t)dt. (19)

ÂÀÒÃÀ ÀÌÉÓÀ, ÔÏËÏÁÀ (6) ÜÀÅßÄÒÏÈ ÀÓÄ: σn(x) =
1
π

∫ 0

−π f(x +

t)Kn(t)dt+
1
π

∫ π
0
f(x+ t)Kn(t)dt. ÐÉÒÅÄË ÉÍÔÄÂÒÀËÛÉ ÝÅËÀÃÉÓ t =
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−τ ÂÀÒÃÀØÌÍÉÈ ÃÀ Kn ÂÖËÉÓ ËÖßÏÁÉÓ ÂÀÌÏ ÌÉÅÉÙÄÁÈ:
∫ 0

−π f(x+

t)Kn(t)dt =
∫ 0

π
f(x− τ)Kn(−τ)(−dτ) =

∫ π
0
f(x− τ)Kn(τ)dτ . ÀÌÉÔÏÌ:

σn(x) =
1

π

π∫
0

[f(x+ t) + f(x− t)]Kn(t)dt. (20)

ÀáËÀ (20) ÔÏËÏÁÀÓ ßÄÅÒÏÁÒÉÅ ÃÀÅÀÊËÏÈ (19) ÔÏËÏÁÀ, ÌÉ-
ÅÉÙÄÁÈ:

σn(x)−
1

2
[f(x+ 0) + f(x− 0)] =

=
1

π

π∫
0

[f(x+ t) + f(x− t)− f(x+ 0)− f(x− 0)]Kn(t)dt. (21)

ÅÀÜÅÄÍÏÈ, ÒÏÌ (21) ÔÏËÏÁÉÓ ÌÀÒãÅÄÍÀ ÌáÀÒÄ ÉÓßÒÀ×ÅÉÓ ÍÖËÉÓ-
ÊÄÍ, ÒÏÝÀ n → ∞. ÀÌÀÓÈÀÍ ÄÓ ÌÉÓßÒÀ×ÄÁÀ ÀÒÉÓ ÈÀÍÀÁÀÒÉ ÚÏÅÄË
ÓÄÂÌÄÍÔÆÄ [α, β] ⊂ (a, b), ÒÏÝÀ f ×ÖÍØÝÉÀ ÖßÚÅÄÔÉÀ (a, b) ÙÉÀ ÉÍ-
ÔÄÒÅÀËÆÄ. ÀÌ ÌÉÆÍÉÈ, ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÀÃ ÀÙÄÁÖËÉ ε > 0 ÒÉÝáÅÉÓÈÅÉÓ
ÛÄÅÀÒÜÉÏÈ ÉÓÄÈÉ δ > 0 ÒÉÝáÅÉ, ÒÏÌ ÛÄÓÒÖËÃÄÓ ÖÔÏËÏÁÀÍÉ:

|f(x+ t)− f(x+ 0)| < ε

|f(x− t)− f(x− 0)| < ε

}
ÒÏÝÀ 0 ≤ t ≤ δ. (22)

ÄÓ ÛÄÓÀÞËÄÁÄËÉÀ ÚÏÅÄËÉ ×ÉØÓÉÒÄÁÖËÉ x-ÉÓÈÅÉÓ, ÈÖÊÉ x ßÄ-
ÒÔÉËÆÄ f ×ÖÍØÝÉÀ ÂÀÍÉÝÃÉÓ I ÂÅÀÒÉÓ ßÚÅÄÔÀÓ ÀÍÖ, ÒÀÝ ÉÂÉÅÄÀ,
f-Ó ÂÀÀÜÍÉÀ ÌÀÒãÅÄÍÀ f(x+ 0) ÃÀ ÌÀÒÝáÄÍÀ f(x− 0) ÆÙÅÒÄÁÉ.

ÈÖÊÉ f ×ÖÍØÝÉÀ ÖßÚÅÄÔÉÀ (a, b) ÛÖÀËÄÃÆÄ, ÌÀÛÉÍ ÉÂÉ ÈÀÍÀÁ-
ÒÀÃ ÖßÚÅÄÔÉÀ ÚÏÅÄË [α, β] ÓÄÂÌÄÍÔÆÄ, ÒÏÝÀ a < α < β < b. ÀÓÄÈ
ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉ δ ÛÄÉÞËÄÁÀ ÛÄÉÒÜÄÓ ÉÓÄ, ÒÏÌ ÉÂÉ ÀÒ ÉÚÏÓ ÃÀÌÏÊÉ-
ÃÄÁÖËÉ x-ÆÄ [α, β]-ÃÀÍ; ÀÌÉÈ ÌÉÉÙßÄÅÀ ÈÀÍÀÁÀÒÉ ÛÄ×ÀÓÄÁÀ.

ÀáËÀ (21) ÔÏËÏÁÀÛÉ ÉÍÔÄÂÒÀËÉ ÃÀÅÀÍÀßÉËÏÈ I1 ÃÀ I2 ÉÍ-
ÔÄÂÒÀËÄÁÀÃ [0, δ] ÃÀ [δ, π] ÓÄÂÌÄÍÔÄÁÆÄ ÛÄÓÀÁÀÌÉÓÀÃ. (22) ÖÔÏ-
ËÏÁÄÁÉÓÀ ÃÀ (18) ÔÏËÏÁÉÓ ÂÀÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÉÈ ÂÅÄØÍÄÁÀ:

|I1| < 2ε · 1
π

δ∫
0

Kn(t)dt < 2ε
1

π

π∫
0

Kn(t)dt = 2ε · 1
π
· π
2
= ε,
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áÏËÏ

|I2| ≤Mn(δ)

π∫
δ

[|f(x+ t)|+ |f(x− 0)|+ |f(x− t)|+ |f(x− 0)|]dt. (23)

×ÉØÓÉÒÄÁÖËÉ x-ÉÓÈÅÉÓ ÖÊÀÍÀÓÊÍÄËÉ ÉÍÔÄÂÒÀËÉ ÓÀÓÒÖËÉÀ,
áÏËÏ ÌÀÓÈÀÍ ÌÃÂÏÌÉ Mn(δ) ÌÀÌÒÀÅËÉ ÉÓßÒÀ×ÅÉÓ ÍÖËÉÓÊÄÍ, ÒÏÝÀ
n→ ∞, Ä.É. I2 → 0, ÒÏÝÀ n→ ∞ ÃÀ x ×ÉØÓÉÒÄÁÖËÉÀ.

ÈÖ f ×ÖÍØÝÉÀ ÖßÚÅÄÔÉÀ (a, b) ÛÖÀËÄÃÛÉ ÃÀ x ∈ [α, β] ⊂
(a, b), ÌÀÛÉÍ ÉÍÔÄÂÒÀËÉ (23) ÖÔÏËÏÁÀÛÉ ÀÒ ÀÙÄÌÀÔÄÁÀ ÒÉÝáÅÓ∫ π
−π |f(t)|dt+2π|f(x)|. ÒÀÃÂÀÍ f ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉÀ [α, β] ÓÄÂÌÄÍÔÆÄ
ÌÉÓÉ ÀÌ ÓÄÂÌÄÍÔÆÄ ÖßÚÅÄÔÏÁÉÓ ÂÀÌÏ, ÀÌÉÔÏÌ I2 → 0 ÈÀÍÀÁÒÀÃ
[α, β]-ÆÄ, ÒÏÝÀ n→ ∞.

ÃÀÓÀÌÔÊÉÝÄÁÄËÉ ÈÄÏÒÄÌÉÓ ÏÈáÉÅÄ ÌÔÊÉÝÄÁÀ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄÏÁÓ
(21) ÔÏËÏÁÉÃÀÍ ÆÄÌÏÈ ÌÉÙÄÁÖËÉ ÃÀÓÊÅÍÄÁÉÓ ÓÀ×ÖÞÅÄËÆÄ. ÀÌÀÓ-
ÈÀÍ, ÈÀÍÀÁÒÀÃ ÛÄãÀÌÄÁÀÃÏÁÀ ×ÄÉÄÒÉÓ ÌÄÈÏÃÉÈ ÒÀÉÌÄ E ÓÉÌÒÀÅ-
ËÄÆÄ ÒÏÌÄËÉÌÄ A ÓÉÃÉÃÉÓÊÄÍ ÍÉÛÍÀÅÓ, ÒÏÌ ÓáÅÀÏÁÀ σn(x)−A→ 0
ÈÀÍÀÁÒÀÃ E-ÆÄ, ÒÏÝÀ n→ ∞.

ÀÌÉÈ ×ÄÉÄÒÉÓ 7.1 ÈÄÏÒÄÌÀ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉÀ
3. ÒÀÃÂÀÍ ÌßÊÒÉÅÉÓ ÛÄãÀÌÄÁÀÃÏÁÉÓ (C, 1) ÌÄÈÏÃÉ ÒÄÂÖËÀÒÖ-

ËÉÀ (Éá. 1.3 ÈÄÏÒÄÌÀ), ÀÌÉÔÏÌ ×ÄÉÄÒÉÓ ÀáËÀáÀÍ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉ
ÈÄÏÒÄÌÉÃÀÍ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄÏÁÓ ÛÄÌÃÄÂÉ ÌÍÉÛÅÍÄËÏÅÀÍÉ

ßÉÍÀÃÀÃÄÁÀ 7.2. ÈÖ f ×ÖÍØÝÉÀÓ ÂÀÀÜÍÉÀ ÖßÚÅÄÔÏÁÉÓ x ßÄÒÔÉ-
ËÉ ÃÀ ÌÉÓÉ ×ÖÒÉÄÓ ÌßÊÒÉÅÉ S[f ] ÊÒÄÁÀÃÉÀ ÀÌ ßÄÒÔÉËÆÄ, ÌÀÛÉÍ
S[f ] ÊÒÄÁÀÃÉÀ ÓßÏÒÄÃ f(x) ÌÍÉÛÅÍÄËÏÁÉÓÊÄÍ! ÀÍÀËÏÂÉÖÒÀÃ, ÈÖ
S[f ] ÊÒÄÁÀÃÉÀ f-ÉÓ ÐÉÒÅÄËÉ ÂÅÀÒÉÓ ßÚÅÄÔÉÓ x ßÄÒÔÉËÆÄ, ÌÀÛÉÍ
S[f ](x) = 1

2 [f(x+ 0) + f(x− 0)].

ßÉÍÀÃÀÃÄÁÀ 7.3. f ×ÖÍØÝÉÉÓ ×ÖÒÉÄÓ (1) ÌßÊÒÉÅÉÓ Sn(f ;x) ÊÄÒ-
ÞÏ ãÀÌÉÓ ÃÀ ÉÌÀÅÄ ÌßÊÒÉÅÉÓ ×ÄÉÄÒÉÓ σn(f ;x) ÓÀÛÖÀËÏÓÓáÅÀÏÁÀ
Sn(f ;x) − σn(f ;x) x ßÄÒÔÉËÆÄ ÃÀ ÈÅÉÈ σn(f ;x), ÂÀÌÏÉÓÀáÄÁÉÀÍ
(1) ÌßÊÒÉÅÉÓ ak cos kx+ bk sin kx ßÄÅÒÄÁÉÈ ÛÄÌÃÄÂÍÀÉÒÀÃ:

Sn(f ;x)− σn(f ;x) =
1

n+ 1

n∑
k=1

k(ak cos kx+ bk sin kx), (24)

σn(f ;x) =

n∑
k=0

(
1− k

n+ 1

)
(ak cos kx+ bk sin kx). (25)

ÄÓ ÔÏËÏÁÀÍÉ, ÛÄÓÀÁÀÌÉÓÀÃ, ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄÏÁÓ §1-ÉÓ (26) ÃÀ (21)
ÔÏËÏÁÄÁÉÃÀÍ.
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ÛÄÍÉÛÅÍÀ 7.4. ÛÄãÀÌÄÁÀÃÏÁÉÓ ×ÄÉÄÒÉÓ ÌÄÈÏÃÉÓ ÂÀÌÏÒÜÄÖËÏÁÀ
×ÖÒÉÄÓ ÌßÊÒÉÅÄÁÉÓÈÅÉÓ ÊÀÒÂÀÃ ÜÀÍÓ ×ÄÉÄÒÉÓ 7.1 ÈÄÏÒÄÌÉÃÀÍ
1) ÌÔÊÉÝÄÁÉÓ ÛÄÃÀÒÄÁÉÃÀÍ ×ÄÉÄÒÉÓ ÉÌ ÖßÚÅÄÔÉ ×ÖÍØÝÉÉÓÈÅÉÓ,
ÒÏÌËÉÓ ×ÖÒÉÄÓ ÌßÊÒÉÅÉ ÂÀÍÛËÀÃÉÀ ÒÏÌÄËÉÙÀÝ ßÄÒÔÉËÆÄ (Éá.
ÈÀÅÉ 5-ÓÀÃÌÉ ÛÄÓÀÅËÉÃÀÍ B ÂÀÍÚÏ×ÉËÄÁÉÓ 3) ÐÖÍØÔÉ).

ÛÄÍÉÛÅÍÀ 7.5. ×ÄÉÄÒÉÓ 7.1 ÈÄÏÒÄÌÉÃÀÍ 4) ÌÔÊÉÝÄÁÀ ÉÞËÄÅÀ [−π, π]
ÓÄÂÌÄÍÔÆÄ ÖßÚÅÄÔÉ ÃÀ 2π ÐÄÒÉÏÃÖËÉ ÀÍÖ ßÒÄßÉÒÆÄ ÖßÚÅÄÔÉ ×Ö-
ÍØÝÉÉÓ ÔÒÉÂÏÍÏÌÄÔÒÉÖËÉ ÐÏËÉÍÏÌÄÁÉÈ ÈÀÍÀÁÒÀÃ ÌÉÀáËÏÄÁÉÓ
ÛÄÓÀáÄÁ ÅÀÉÄÒÛÔÒÀÓÉÓ ÊËÀÓÉÊÖÒÉ ÈÄÏÒÄÌÉÓ ÄÒÈ-ÄÒÈ ÅÀÒÉÀÍÔÓ.

8 ×ÄÉÄÒ-ËÄÁÄÂÉÓ ÈÄÏÒÄÌÀ

ÒÏÂÏÒÝ ÅÍÀáÄÈ, ×ÄÉÄÒÉÓ 7.1 ÈÄÏÒÄÌÀ ÉÞËÄÅÀ f ×ÖÍØÝÉÉÓ
×ÖÒÉÄÓ ÌßÊÒÉÅÉÓ (C, 1)-ÛÄãÀÌÄÁÀÃÏÁÀÓ f(x) ÌÍÉÛÅÍÄËÏÁÉÓÊÄÍ ÀÍ
ÌÍÉÛÅÍÄËÏÁÉÓÊÄÍ 1

2 [f(x+ 0) + f(x− 0)] ÛÄÓÀÁÀÌÉÓÀÃ, ÈÖÊÉ x ÀÒÉÓ
f-ÉÓ ÖßÚÅÄÔÏÁÉÓ ßÄÒÔÉËÉ ÀÍ ÀÌ ßÄÒÔÉËÆÄ ÌÀÓ ÂÀÀÜÍÉÀ I ÂÅÀÒÉÓ
ßÚÅÄÔÀ.

ÀÓÄÈÉ ßÄÒÔÉËÉ ãÀÌÄÁÀÃ ×ÖÍØÝÉÀÓ ÛÄÉÞËÄÁÀ ÀÒÝ ÊÉ äØÏÍÃÄÓ.
ÀÌÉÔÏÌ ÓÀàÉÒÏ ÉÚÏ ÀÌ ÆÏÂÀÃÉ ÛÄÌÈáÅÄÅÉÓ ÂÀÌÏÊÅËÄÅÀ, ÒÀÝ 1905
ßÄËÓ ÌÏÀáÃÉÍÀ ËÄÁÄÂÌÀ. ËÄÁÄÂÉÓ ÌÉÄÒ ÌÏÞÄÁÍÉË ÓÀÊÌÀÒÉÓ ÐÉ-
ÒÏÁÀÓ ÚÏÅÄËÉ ãÀÌÄÁÀÃÉ ×ÖÍØÝÉÀ ÀÊÌÀÚÏ×ÉËÄÁÓ ÈÉÈØÌÉÓ ÚÅÄËÀ
ßÄÒÔÉËÆÄ ÃÀ ÀÓÄÈÉÀ ÀÌ ×ÖÍØÝÉÉÓ ËÄÁÄÂÉÓ ßÄÒÔÉËÉ.

ÀÌÀÅÄ ÃÒÏÓ, ËÄÁÄÂÉÓ ÄÓ ÐÉÒÏÁÀ ÛÄÓÒÖËÄÁÖËÉÀ ×ÖÍØÝÉÉÓ
ÖßÚÅÄÔÏÁÉÓ ÃÀ ÐÉÒÅÄËÉ ÂÅÀÒÉÓ ßÚÅÄÔÉÓ ßÄÒÔÉËÄÁÆÄ. ÌÀÛÀÓÀÃÀÌÄ,
ËÄÁÄÂÉÓ ÈÄÏÒÄÌÀ ßÀÒÌÏÀÃÂÄÓ ×ÄÉÄÒÉÓ ÈÄÏÒÄÌÉÓ ÂÀÍÆÏÂÀÃÄÁÀÓ
ÃÀ ÀÌÉÔÏÌÀÝ ÄßÏÃÀ ÌÀÓ ×ÄÉÄÒ-ËÄÁÄÂÉÓ ÈÄÏÒÄÌÀ.

×ÄÉÄÒ-ËÄÁÄÂÉÓ ÈÄÏÒÄÌÀ 8.1 ([7], ÂÅ. 143). ãÀÌÄÁÀÃÉ f ×ÖÍØÝÉÉÓ
×ÖÒÉÄÓ S[f ] ÌßÊÒÉÅÉ ÛÄãÀÌÄÁÀÃÉÀ ×ÄÉÄÒÉÓ ÌÄÈÏÃÉÈ f(x) ÌÍÉÛÅ-
ÍÄËÏÁÉÓÊÄÍ ÚÅÄËÀ ÉÌ x ßÄÒÔÉËÆÄ, ÒÏÌÄËÉÝ ßÀÒÌÏÀÃÂÄÍÓ ËÄ-
ÁÄÂÉÓ ßÄÒÔÉËÓ f ×ÖÍØÝÉÉÓÈÅÉÓ, Ä.É. [0, 2π]-ÉÓ ÈÉÈØÌÉÓ ÚÅÄËÀ
ßÄÒÔÉËÆÄ.

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÅÈØÅÀÈ x ∈ [0, 2π] ÀÒÉÓ ËÄÁÄÂÉÓ ßÄÒÔÉËÉ 2 f ×ÖÍØ-
ÝÉÉÓÈÅÉÓ ÃÀ ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ t ÝÅËÀÃÉÓ ÃÀ x ÐÀÒÀÌÄÔÒÉÓ ×ÖÍØÝÉÀ

Lx(t) =

t∫
0

|Ff (x, u)|du, (1)

2x-Ó ÄßÏÃÄÁÀ ËÄÁÄÂÉÓ ßÄÒÔÉËÉ ãÀÌÄÁÀÃÉ φ ×ÖÍØÝÉÉÓÈÅÉÓ, ÒÏÝÀ ÀÃÂÉËÉ

ÀØÅÓ ÔÏËÏÁÀÓ limh→0+
1
h

∫ h
0 |φ(±t)− φ(x)|dt = 0.
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ÓÀÃÀÝ ÂÀÌÏÚÄÍÄÁÖËÉÀ ÀÙÍÉÛÅÍÀ (Éá. ÈÀÅÉ 4, §8, ÔÏËÏÁÀ (6))

Ff (x, u) = f(x+ u) + f(x− u)− 2f(x). (2)

ÒÀÃÂÀÍ x ÀÒÉÓ ËÄÁÄÂÉÓ ßÄÒÔÉËÉ f-ÉÓÈÅÉÓ, ÀÌÉÔÏÌ ÂÅÀØÅÓ

Lx(t) = o(t), t→ 0 + . (3)

σn(x)-ÉÓ ÉÍÔÄÂÒÀËÖÒÉ ÂÀÌÏÓÀáÅÀ (Éá. §7, ÔÏËÏÁÀ (6)) ÂÀÃÀ-
ÅßÄÒÏÈ ÀÓÄ, Kn ÂÖËÉÓ ËÖßÏÁÉÓ ÂÀÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÉÈ,

σn(x) =
1

π

π∫
0

[f(x+ t) + f(x− t)]Kn(t)dt. (4)

ÌÄÏÒÄ ÌáÒÉÅ, ÉÓÄÅ Kn-ÉÓ ËÖßÏÁÉÓ ÂÀÌÏ, §7-ÉÓ (15) ÔÏËÏÁÀ
ÌÉÉÙÄÁÓ ÓÀáÄÓ:

2

π

π∫
0

Kn(t)dt = 1, (5)

ÒÏÌËÉÓ ÂÀÌÒÀÅËÄÁÉÈ f(x)-ÆÄ ÌÉÅÉÙÄÁÈ:

f(x) =
1

π

π∫
0

2f(x)Kn(t)dt. (6)

ÀáËÀ, (4) ÔÏËÏÁÀÓ ßÄÅÒÏÁÒÉÅ ÃÀÅÀÊËÏÈ (6) ÃÀ ÂÅÄØÍÄÁÀ

σn(x)− f(x) =
1

π

π∫
0

Ff (x, t)Kn(t)dt. (7)

ÌÀÛÀÓÀÃÀÌÄ, ÈÄÏÒÄÌÉÓ ÃÀÓÀÌÔÊÉÝÄÁËÀÃ ÀÖÝÉËÄÁÄËÉ ÃÀ ÓÀÊÌÀ-
ÒÉÓÉÀ ÔÏËÏÁÀ

lim
n→∞

π∫
0

Ff (x, t)Kn(t)dt = 0. (8)

§7-ÉÓ ÔÏËÏÁÀ (6)-ÉÓ ÞÀËÉÈ

Kn(t) =
1

n+ 1

n∑
k=0

Dk(t)
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ÃÀ ÀÓÄÅÄ ÚÅÄËÀ t-ÓÈÅÉÓ (Éá. ÈÀÅÉ 4, §3, ÔÏËÏÁÀ (1))

|Dk(t)| ≤ k +
1

2
< 2n, ÒÏÝÀ k ≤ n.

ÀÌÉÔÏÌ, ÚÅÄËÀ t-ÓÈÅÉÓ ÌÀÒÈÄÁÖËÉÀ ÖÔÏËÏÁÀ

|Kn(t)| ≤ 2n, n ≥ 1. (9)

ÔÏËÏÁÀ (3)-ÉÓ ÞÀËÉÈ, ÚÏÅÄË ε > 0 ÒÉÝáÅÓ ÛÄÄÓÀÁÀÌÄÁÀ ÉÓÄÈÉ
δ > 0 ÒÉÝáÅÉ, ÒÏÌ ÛÄÓÒÖËÃÄÁÀ ÖÔÏËÏÁÀ

Lx(t)

t
< ε, ÒÏÝÀ 0 < t ≤ δ. (10)

ÀÙÄÁÖËÉ δ-ÓÈÅÉÓ, ÀÅÉÙÏÈ ÉÓÄÈÉ ÍÀÔÖÒÀËÖÒÉ ÒÉÝáÅÉ N , ÒÏÌ
ÛÄÓÒÖËÃÄÓ ÖÔÏËÏÁÀ 1

N < δ. ÀÌÉÓ ÛÄÌÃÄÂ, ÚÏÅÄËÉ n > N ÒÉ-
ÝáÅÉÓÈÅÉÓ ÉÍÔÄÂÒÀËÉ (7) ÔÏËÏÁÉÃÀÍ ßÀÒÌÏÅÀÃÂÉÍÏÈ (0, 1/n),
(1/n, δ) ÃÀ (δ, π) ÉÍÔÄÒÅÀËÄÁÆÄ I1, I2 ÃÀ I3 ÉÍÔÄÂÒÀËÄÁÉÓ ãÀÌÀÃ.
ÀÌÉÓ ÛÄÓÀÁÀÌÉÓÀÃ ÂÅÄØÍÄÁÀ

1

π
|I1| =

∣∣∣∣ 1π
1/n∫
0

Ff (x, t)Kn(t)dt

∣∣∣∣ ≤ 2n

π

1/n∫
0

|Ff (x, t)|dt =

=
2n

π
Lx

( 1

n

)
<

2n

π
· 1
n
· ε < ε. (11)

ÛÄÌÃÄÂ, §7-ÃÀÍ ÖÔÏËÏÁÀ (10)-ÉÓ ÈÀÍÀáÌÀÃ ÂÅÄØÍÄÁÀ

1

π
|I2| =

1

π

∣∣∣∣
δ∫

1/n

Ff (x, t)Kn(t)dt

∣∣∣∣ ≤
≤ 1

π
· π2

2(n+ 1)

δ∫
1/n

|Ff (x, t)|
dt

t2
<

π

2n

δ∫
1/n

|Ff (x, t)|
dt

t2
.

ÖÊÀÍÀÓÊÍÄËÉ ÉÍÔÄÂÒÀËÉÓ ÍÀßÉËÏÁÉÈÉ ÉÍÔÄÂÒÄÁÉÈ ÃÀ ÛÄÌÃÄÂ
(10) ÖÔÏËÏÁÉÓ ÂÀÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÉÈ ÌÉÅÉÙÄÁÈ:

δ∫
1/n

|Ff (x, t)|dt ·
1

t2
= Lx(t) ·

1

t2
|δ1/n + 2

δ∫
1/n

Lx(t)

t
· dt
t2

=
Lx(δ)

δ
· 1
δ
−



184 ÈÀÅÉ 5. ÌßÊÒÉÅÄÁÉÓ ÛÄãÀÌÄÁÀÃÏÁÉÓ ÓÀÊÉÈáÄÁÉ

−Lx(1/n)
1/n

· n+ 2ε

δ∫
1/n

dt

t2
< ε · 1

δ
+ εn+ 2ε

(
− 1

t

∣∣δ
1/n

)
=

=
ε

n
+ εn+ 2ε

(
n− 1

δ

)
<
ε

δ
+ εn+ 2εn = 3εn+ ε · 1

δ
< 4εn,

ÒÀÃÂÀÍ 1
δ < N < n.

ÌÀÛÀÓÀÃÀÌÄ,
1

π
|I2| <

π

2n
· 4εn = 2πε. (12)

ÃÀÁÏËÏÓ, ÉÓÄÅ (10) ÖÔÏËÏÁÉÓ ÞÀËÉÈ §7-ÃÀÍ ÂÅÀØÅÓ ÛÄ×ÀÓÄÁÀ:

1

π
|I3| ≤

1

π

π∫
δ

|Ff (x, t)|Kn(t)dt ≤
1

π
· π2

2(n+ 1)

π∫
δ

|Ff (x, t)|
dt

t2
<

<
2

n
· 1

δ2

π∫
0

|Ff (x, t)|dt ≤
2

n
· 1

δ2
· 4

π∫
−π

|f(t)|dt < ε, (13)

ÈÖÊÉ n ÓÀÊÌÀÒÉÓÀÃ ÃÉÃÉÀ. ÀáËÀ, ÔÏËÏÁÀ (8) ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄÏÁÓ
(11)-(13) ÖÔÏËÏÁÄÁÉÃÀÍ. ÈÄÏÒÄÌÀ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉÀ.

ßÉÍÀÃÀÃÄÁÀ 8.2. ãÀÌÄÁÀÃÉ f ×ÖÍØÝÉÉÓ ×ÖÒÉÄÓ S[f ] ÌßÊÒÉÅÉ ÈÖ
ÊÒÄÁÀÃÉÀ ÒÀÉÌÄ E ÓÉÌÒÀÅËÄÆÄ, ÌÀÛÉÍ S[f ] ÊÒÄÁÀÃÉÀ f(x) ÌÍÉÛÅ-
ÍÄËÏÁÉÓÊÄÍ ÈÉÈØÌÉÓ ÚÅÄËÀ x-ÓÈÅÉÓ E-ÃÀÍ.

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÒÀÃÂÀÍ ÛÄãÀÌÄÁÀÃÏÁÉÓ (C, 1) ÌÄÈÏÃÉ ÒÄÂÖËÀÒÖËÉÀ,
ÀÌÉÔÏÌ S[f ] ÌßÊÒÉÅÉ ÊÒÄÁÀÃÉ ÖÍÃÀ ÉÚÏÓ ÉÌ ÌÍÉÛÅÍÄËÏÁÄÁÉÓÊÄÍ,
ÓÀÉÈÊÄÍÀÝ ÀãÀÌÄÁÓ ÌÀÓ (C, 1) ÌÄÈÏÃÉ. ÌÀÂÒÀÌ, ×ÄÉÄÒ-ËÄÁÄÂÉÓ
ÈÄÏÒÄÌÉÈ S[f ] ÌßÊÒÉÅÉ (C, 1)-ÛÄãÀÌÄÁÀÃÉÀ f(x) ÌÍÉÛÅÍÄËÏÁÉÓÊÄÍ
ÈÉÈØÌÉÓ ÚÅÄËÂÀÍ. ÀÌÒÉÂÀÃ, S[f ] ÌßÊÒÉÅÉ ÊÒÄÁÀÃÉÀ f(x) ÌÍÉÛÅÍÄ-
ËÏÁÉÓÊÄÍ ÈÉÈØÌÉÓ ÚÅÄËÀ x ∈ E ßÄÒÔÉËÆÄ.

ßÉÍÀÃÀÃÄÁÀ 8.3. ÀÒ ÀÒÓÄÁÏÁÓ ãÀÌÄÁÀÃÉ ÉÓÄÈÉ φ ×ÖÍØÝÉÀ, ÒÏÌËÉÓ
×ÖÒÉÄÓ S[φ] ÌßÊÒÉÅÉ ÊÒÄÁÀÃÉ ÀÍ (C, 1)-ÛÄãÀÌÄÁÀÃÉ ÉØÍÄÁÀ +∞-
ÓÊÄÍ ÀÍ −∞-ÓÊÄÍ ÃÀÃÄÁÉÈÉ ÆÏÌÉÓ ÒÀÉÌÄ E ÓÉÌÒÀÅËÄÆÄ.

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÌßÊÒÉÅÉÓ ÛÄãÀÌÄÁÀÃÏÁÉÓ (C, 1) ÌÄÈÏÃÉÓ ÓÀÅÓÄÁÉÈ
ÒÄÂÖËÀÒÖËÏÁÉÓ ÂÀÌÏ, S[φ] ÉØÍÄÁÏÃÀ ×ÄÉÄÒÉÓ ÌÄÈÏÃÉÈ ÛÄãÀÌÄ-
ÁÀÃÉ +∞-ÓÊÄÍ ÀÍ −∞-ÓÊÄÍ E ÓÉÌÒÀÅËÄÆÄ. ÌÀÂÒÀÌ ×ÄÉÄÒ-ËÄÁÄÂÉÓ
ÈÄÏÒÄÌÉÓ ÞÀËÉÈ, S[φ]-ÉÓ (C, 1)-ãÀÌÉ ÖÍÃÀ ÉÚÏÓ φ(x) ÌÍÉÛÅÍÄËÏ-
ÁÀÍÉ ÈÉÈØÌÉÓ ÚÅÄËÀ x-ÉÓÈÅÉÓ E-ÃÀÍ. ÄÓ ÂÀÌÏÉßÅÄÅÃÀ ãÀÌÄÁÀÃÉ φ
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×ÖÍØÝÉÉÓ ÌÍÉÛÅÍÄËÏÁÄÁÉÓ ÔÏËÏÁÀÓ +∞-ÓÈÀÍ ÀÍ −∞-ÓÈÀÍ ÃÀ-
ÃÄÁÉÈÉ ÆÏÌÉÓ ÓÉÌÒÀÅËÄÆÄ. ÄÓ ÊÉ ÛÄÖÞËÄÁÄËÉÀ, ÒÀÃÂÀÍ ãÀÌÄÁÀÃÉ
×ÖÍØÝÉÀ ÓÀÓÒÖËÉÀ ÈÉÈØÌÉÓ ÚÅÄËÂÀÍ.

ÛÄÍÉÛÅÍÀ 8.4. ×ÄÉÄÒ-ËÄÁÄÂÉÓ ÈÄÏÒÄÌÉÓ ÈÀÍÀáÌÀÃ, ãÀÌÄÁÀÃÉ f-ÉÓ
×ÖÒÉÄÓ S[f ] ÌßÊÒÉÅÉ ãÀÌÄÁÀÃÉÀ ×ÄÉÄÒÉÓ ÌÄÈÏÃÉÈ f(x) ÌÍÉÛÅÍÄ-
ËÏÁÉÓÊÄÍ, ÒÏÝÀ x ÀÒÉÓ ËÄÁÄÂÉÓ ßÄÒÔÉËÉ f-ÉÓÈÅÉÓ.

ÀØ ÜÍÃÄÁÀ ÁÖÍÄÁÒÉÅÉ ÊÉÈáÅÀ: ×ÄÉÄÒ-ËÄÁÄÂÉÓ ÈÄÏÒÄÌÀ áÏÌ ÀÒ
ÀÒÉÓ ÌÀÒÈÄÁÖËÉ ÉÌ x ßÄÒÔÉËÆÄÝ, ÒÏÌËÉÓÈÅÉÓÀÝ f(x) ÌÍÉÛÅ-
ÍÄËÏÁÀ ßÀÒÌÏÀÃÂÄÍÓ f-ÉÓ ÂÀÍÖÓÀÆÙÅÒÄËÉ ÉÍÔÄÂÒÀËÉÓ ßÀÒÌÏ-
ÄÁÖËÓ x ßÄÒÔÉËÆÄ?

ÀÌ ÊÉÈáÅÀÓ ÖÀÒÚÏ×ÉÈÉ ÐÀÓÖáÉ ÂÀÓÝÀ (1905 ßÄËÓ) ËÄÁÄÂÌÀ
ÃÀ ÃÀÀÃÂÉÍÀ ÌÉÓÉ ÌÀÒÈÄÁÖËÄÁÀ (C, 2) ÌÄÈÏÃÉÓÈÅÉÓ, ÒÏÌÄËÉÝ
ÞËÉÄÒÉÀ (C, 1) ÌÄÈÏÃÆÄ.

ÛÄÍÉÛÅÍÀ 8.5. ßÉÍÀ ÛÄÍÉÛÅÍÀÛÉ ÃÀÓÌÖË ÊÉÈáÅÀÆÄ ÀÒÓÄÁÏÁÓ ÃÀ-
ÃÄÁÉÈÉ ÐÀÓÖáÉ, ÏÙÏÍÃ ÌßÊÒÉÅÉÓ ÛÄãÀÌÄÁÀÃÏÁÉÓ ÀÁÄË-ÐÖÀÓÏÍÉÓ
(A) ÌÄÈÏÃÉÓÈÅÉÓ, ÒÀÝ ÄÒÈáÄË ÊÉÃÄÅ ÀÃÀÓÔÖÒÄÁÓ (A) ÌÄÈÏÃÉÓ
ÓÉÞËÉÄÒÄÓ (C, 1) ÌÄÈÏÃÈÀÍ ÛÄÃÀÒÄÁÉÈ (Éá. §17).

9 ÐÖÀÓÏÍÉÓ ÉÍÔÄÂÒÀËÉ

1. ÈÖ f ×ÖÍØÝÉÀ 2π ÐÄÒÉÏÃÖËÉÀ ÃÀ ãÀÌÄÁÀÃÉ 2π ÓÉÂÒÞÉÓ
ÒÏÌÄËÉÌÄ ÓÄÂÌÄÍÔÆÄ, ÅÈØÅÀÈ [−π, π]-ÆÄ ÀÍ [0, 2π]-ÆÄ, ÌÀÛÉÍ ÌÀÓ
ÛÄÄÓÀÁÀÌÄÁÀ ×ÖÒÉÄÓ ÌßÊÒÉÅÉ

f ∼ a0
2

+
∞∑
n=1

(an cosnx+ bn sinnx), (1)

ÓÀÃÀÝ f-ÉÓÈÅÉÓ ×ÖÒÉÄÓ an ÃÀ bn ÊÏÄ×ÉÝÉÄÍÔÄÁÉ ÌÏÝÄÌÖËÉÀ
×ÖÒÉÄÓ ×ÏÒÌÖËÄÁÉÈ

an =
1

π

π∫
−π

f(x) cosnxdx (n = 0, 1, . . . ),

bn =
1

π

π∫
−π

f(x) sinnxdx (n = 1, 2, . . . ).

(2)
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an ÃÀ bn ÊÏÄ×ÉÝÉÄÍÔÄÁÉÓ ÌÄÛÅÄÏÁÉÈ ÛÄÅÀÃÂÉÍÏÈ ÊÏÌÐËÄØÓÖÒÉ
z = x+ iy ÝÅËÀÃÉÓ áÀÒÉÓáÏÅÀÍÉ ÌßÊÒÉÅÉ

a0
2

+
∞∑
n=1

(an − ibn)z
n, (3)

ÒÀÝ ÐÏËÀÒÖË r ÃÀ θ ÊÏÏÒÃÉÍÀÔÄÁÛÉ, z = reiθ ÔÏËÏÁÉÓ ÂÀÈ-
ÅÀËÉÓßÉÍÄÁÉÈ, ÌÉÉÙÄÁÓ ÓÀáÄÓ

a0
2

+

∞∑
n=1

(an − ibn)r
neinθ. (4)

ÒÀÃÂÀÍ an ÃÀ bn ßÀÒÌÏÀÃÂÄÍÄÍ ãÀÌÄÁÀÃÉ ×ÖÍØÝÉÉÓ ×ÖÒÉÄÓ ÊÏ-
Ä×ÉÝÉÄÍÔÄÁÓ, ÀÌÉÔÏÌ ÒÉÌÀÍ-ËÄÁÄÂÉÓ ÈÄÏÒÄÌÉÓ ÞÀËÉÈ an → 0 ÃÀ
bn → 0, ÒÏÝÀ n → ∞ (Éá. ÈÀÅÉ 3, §9). ÀÌÉÓ ÂÀÌÏ, reiθ-ÉÓ ÌÉÌÀÒÈ
áÀÒÉÓáÏÅÀÍÉ (4) ÌßÊÒÉÅÉÓ ÊÒÄÁÀÃÏÁÉÓ ÒÀÃÉÖÓÉ ÊÏÛÉ-ÀÃÀÌÀÒÉÓ

R =
1

lim
n→∞

n
√

|an − ibn|

×ÏÒÌÖËÉÓ ÈÀÍÀáÌÀÃ, ÀÒ ÉØÍÄÁÀ 1-ÆÄ ÍÀÊËÄÁÉ ÀÍÖ R ≥ 1. ÄÓ
ÍÉÛÍÀÅÓ¸ÒÏÌ (4) ÌßÊÒÉÅÉÓ ãÀÌÉ ϕf (reiθ) ÀÍÀËÉÆÖÒÉ ×ÖÍØÝÉÀÀ ÄÒ-
ÈÄÖËÏÅÀÍ ßÒÄÛÉ r < 1 ÃÀ ÄÉËÄÒÉÓ eiθ = cos θ+ i sin θ ×ÏÒÌÖËÉÓ
ÂÀÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÉÈ ÂÅÀØÅÓ ÔÏËÏÁÀ

ϕf (re
iθ) =

a0
2

+
∞∑
n=1

(an − ibn)r
n(cos θ + i sin θ)n.

ÌÀÂÒÀÌ ÌÖÀÅÒÉÓ ×ÏÒÌÖËÉÈ3

(cos θ + i sin θ)n = cosnθ + i sinnθ, n = 1, 2, . . . (5)

ÃÀ ÀÌÉÔÏÌ

ϕf (re
iθ) =

a0
2

+
∞∑
n=1

(an − ibn)r
n(cosnθ + i sinnθ). (6)

3×ÏÒÌÖËÀ (5) ÌÀÒÈÄÁÖËÉÀ ÖÀÒÚÏ×ÉÈÉ ÌÈÄËÉ n-ÄÁÉÓÈÅÉÓÀÝ ÉÌÉÓ ÂÀÈÅÀËÉ-

ÓßÉÍÄÁÉÈ, ÒÏÌ zn = 1/z|n|, ÒÏÝÀ z ̸= 0 ÃÀ ÌÈÄËÉ ÒÉÝáÅÉ n < 0. ÌÀÒÈËÀÝ,
n = −|n| ÃÀ [r(cosθ + i sin θ)]n = [r(cos θ + i sin θ)]−|n| = 1

[r(cos θ+i sin θ)]|n| =

1
r|n|(cos |n|θ+i sin |n|θ)

= r−|n| · 1
cosnθ−i sinnθ = rn(cosnθ + i sinnθ).
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ÈÖ (6) ÌßÊÒÉÅÛÉ ÌÏÅÀáÃÄÍÈ ÀÙÍÉÛÍÖË ÂÀÌÒÀÅËÄÁÀÓ ÃÀ ÀÓÄ ÌÉ-
ÙÄÁÖË ÌßÊÒÉÅÛÉ ÂÀÌÏÅÚÏ×È ÍÀÌÃÅÉË ÃÀ ßÀÒÌÏÓÀáÅÉÈ ÍÀßÉËÄÁÓ
ÃÀ, ÂÀÒÃÀ ÀÌÉÓÀ (6)-ÉÓ ÌÀÒÝáÄÍÀ ÌáÀÒÄÓ ÜÀÅßÄÒÈ ϕf = uf + ivf
ÓÀáÉÈ, ÌÉÅÉÙÄÁÈ ÔÏËÏÁÄÁÓ

uf (re
iθ) =

a0
2

+

∞∑
n=1

rn(an cosnθ + bn sinnθ), (7)

vf (re
iθ) =

∞∑
n=1

rn(an sinnθ − bn cosnθ). (8)

ϕf (z) ×ÖÍØÝÉÉÓ ÀÍÀËÉÆÖÒÏÁÉÃÀÍ |z| < 1 ßÒÄÛÉ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄ-
ÏÁÓ ÌÉÓÉ äÀÒÌÏÍÉÖËÏÁÀ ÉÌÀÅÄ ßÒÄÛÉ. ÄÓ ÍÉÛÍÀÅÓ, ÒÏÌ ϕf ×ÖÍØÝÉÀ
ÀÌ ßÒÄÛÉ ÀÊÌÀÚÏ×ÉËÄÁÓ ËÀÐËÀÓÉÓ ÂÀÍÔÏËÄÁÀÓ

∂2

∂r2
+

1

r2
∂2

∂θ2
+

1

r

∂

∂r
= 0, r ̸= 0.

ÒÀÃÂÀÍ ÀÌ ÂÀÍÔÏËÄÁÀÛÉ ×ÉÂÖÒÉÒÄÁÓ ÊÄÒÞÏ ßÀÒÌÏÄÁÖËÄÁÉ
ÍÀÌÃÅÉËÉ r ÃÀ θ ÝÅËÀÃÄÁÉÓ ÌÉÌÀÒÈ, ÀÌÉÔÏÌ ÊÏÌÐËÄØÓÖÒÉ ϕf
×ÖÍØÝÉÉÓ äÀÒÌÏÍÉÖËÏÁÀ ÄÊÅÉÅÀËÄÍÔÖÒÉÀ uf ÃÀ vf ×ÖÍØÝÉÄÁÉÓ
ÄÒÈÃÒÏÖËÉ äÀÒÌÏÍÉÖËÏÁÉÓ.

ÀÌÒÉÂÀÃ, (7) ÃÀ (8) ÔÏËÏÁÄÁÉÈ ÌÏÝÄÌÖËÉ uf (reiθ) ÃÀ vf (reiθ)
ßÀÒÌÏÀÃÂÄÍÄÍ ÄÒÈÄÖËÏÅÀÍ r < 1 ßÒÄÛÉ äÀÒÌÏÍÉÖË ×ÖÍØÝÉÄÁÓ,
ÀÌÀÓÈÀÍ vf-Ó ÄßÏÃÄÁÀ uf-ÓÀÃÌÉ äÀÒÌÏÍÉÖËÀÃ ÛÄÖÙËÄÁÖËÉ ×Ö-
ÍØÝÉÀ.

2. ÜÅÄÍÉ ÖÀáËÏÄÓÉ ÌÉÆÀÍÉÀ äÀÒÌÏÍÉÖËÉ uf ÃÀ vf ×ÖÍØÝÉÄÁÉ
ßÀÒÌÏÅÀÃÂÉÍÏÈ ÉÍÔÄÂÒÀËÄÁÉÓ ÓÀáÉÈ, ÒÀÝ ÓÀÛÖÀËÄÁÀÓ ÌÏÂÅÝÄÌÓ
ÌÀÈÉ ÈÅÉÓÄÁÄÁÉ ÃÀÅÀÊÀÅÛÉÒÏÈ (1) ÌßÊÒÉÅÉÓ ßÀÒÌÏÌØÌÍÄËÉ f ×Ö-
ÍØÝÉÉÓ ÈÅÉÓÄÁÄÁÈÀÍ.

ÀÌ ÌÉÆÍÉÈ, (7)-ÛÉ ÜÀÅÓÅÀÈ an ÃÀ bn ÊÏÄ×ÉÝÉÄÍÔÄÁÉÓ ÂÀÌÏÓÀáÅÀ
(2) ×ÏÒÌÖËÄÁÉÈ ÃÀ ÌÉÅÉÙÄÁÈ

uf (re
iθ) =

1

2π

π∫
−π

f(t)dt+
1

π

π∑
n=1

f(t)[cosnθ cosnt+ sin θ sinnt]rndt =

=
1

π

π∫
−π

f(t)
[1
2
+

∞∑
n=1

rn cosn(θ − t)
]
dt. (9)

ÀØ ÌßÊÒÉÅÛÉÂÀ ÉÍÔÄÂÒÀËÉ ÂÀÌÏÔÀÍÉËÉÀ ÌßÊÒÉÅÉÓ ßÉÍ. ÄÓ ÌÀ-
ÒÈËÆÏÌÉÄÒÉÀ (9) ÌßÊÒÉÅÉÓ ÈÀÍÀÁÒÀÃ ÊÒÄÁÀÃÏÁÉÓ ÂÀÌÏ ÓÀÉÍÔÄ-
ÂÒÀÝÉÏ t ∈ [−π, π] ÝÅËÀÃÉÓ ÌÉÌÀÒÈ, ÒÀÝ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄÏÁÓ t-Ó
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ÌÉÌÀÒÈ ÈÀÍÀÁÀÒÉ ÛÄ×ÀÓÄÁÉÃÀÍ
∑∞
n=1 |rn cosn(θ − t)| ≤

∑∞
n=1 r

n ÃÀ
×ÖÍØÝÉÖÒÉ ÌßÊÒÉÅÉÓ ÈÀÍÀÁÒÀÃ ÊÒÄÁÀÃÏÁÉÓ ''ÅÀÉÄÛÔÒÀÓÉÓ ÍÉÛÍÉ-
ÃÀÍ'': ÈÖ supx∈E |An(x)| = αn ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÉÓÈÅÉÓ ÒÉÝáÅÉÈÉ ÌßÊÒÉÅÉ∑∞
n=1 αn ÊÒÄÁÀÃÉÀ, ÌÀÛÉÍ ×ÖÍØÝÉÖÒÉ ÌßÊÒÉÅÉ

∑∞
n=1An(x) ÈÀ-

ÍÀÁÒÀÃ ÊÒÄÁÀÃÉÀ E ÓÉÌÒÀÅËÄÆÄ (ÀØ ÈÀÍÀÁÒÀÃ ÊÒÄÁÀÃÏÁÀ ÀÒÉÓ
ÌáÏËÏÃ ÃÀ ÌáÏËÏÃ ÓÀÊÌÀÒÉÓÉ ÐÉÒÏÁÀ. ÌÀÒÈËÀÝ, ÜÅÄÍ ÂÅØÏÍÃÀ
(Éá. ÈÀÅÉ 4, §15) ×ÖÒÉÄÓ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ ÌßÊÒÉÅÉÓ ßÄÅÒÏÁÒÉÅ ÉÍ-
ÔÄÂÒÄÁÉÓ ÌÀÒÈËÆÏÌÉÄÒÄÁÀ, ÈÖÌÝÀ ÆÏÂÉÄÒÈÉ ÌÀÈÂÀÍÉ ÛÄÉÞËÄÁÀ
ÚÅÄËÂÀÍ ÂÀÍÛËÀÃÉÝ ÊÉ ÉÚÏÓ ÃÀ ÈÀÍÀÁÒÀÃ ÊÒÄÁÀÃÉ ÅÄÒ ÉØÍÄÁÀ).

ÔÏËÏÁÉÓ
∞∑
n=0

rneinθ =
1

1− reiθ
, 0 ≤ r < 1 (10)

ÌÀÒÝáÄÍÀ ÌáÀÒÄ ÄÉËÄÒÉÓÀ ÃÀ ÌÖÀÅÒÉÓ ×ÏÒÌÖËÄÁÉÓ ÞÀËÉÈ ÌÉ-
ÉÙÄÁÓ ÓÀáÄÓ

∞∑
n=0

rn(cosnθ + i sinnθ),

áÏËÏ ÌÀÒãÅÄÍÀ ÌáÀÒÄ ÀÓÄ ÂÀÒÃÀÅØÌÍÀÈ

1

1− reiθ
=

1− re−iθ

(1− reiθ)(1− re−iθ)
=

=
1− r cos θ + ir sin θ

1− r(eiθ + e−iθ) + r2
=

1− r cos θ + ir sin θ

1− 2r cos θ + r2
.

ÀÌÒÉÂÀÃ,

∞∑
n=0

rn(cosnθ + i sinnθ) =
1− r cos θ

1− 2r cos θ + r2
+ i

r sin θ

1− 2r cos θ + r2
. (11)

ÀÌ ÔÏËÏÁÀÛÉ ÍÀÌÃÅÉËÉ ÃÀ ßÀÒÌÏÓÀáÅÉÈÉ ÍÀßÉËÄÁÉÓ ÂÀÔÏËÄÁÉÈ
ÂÅÄØÍÄÁÀ:

∞∑
n=0

rn cosnθ =
1− r cos θ

1− 2r cos θ + r2
, (12)

∞∑
n=1

rn sinnθ =
r sin θ

1− 2r cos θ + r2
. (13)

(12) ÔÏËÏÁÉÓ ÞÀËÉÈ 1 +
∑∞
n=1 r

n cosnθ = r sin θ
1−2r cos θ+r2 . ÀÌÉÔÏÌ

1

2
+

∞∑
n=1

rn cosnθ =
1− r cos θ

1− 2r cos θ + r2
− 1

2
=

1− r2

2(1− 2r cos θ + r2)
. (14)
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ÖÊÀÍÀÓÊÍÄËÉ ÔÏËÏÁÉÓ ÞÀËÉÈ (9) ÔÏËÏÁÀ ÌÉÉÙÄÁÓ ÓÀáÄÓ:

uf (re
iθ) =

1

π

π∫
−π

f(t)
1− r2

2(1− 2r cos(θ − t) + r2)
dt (15)

ÀÍÖ

uf (re
iθ) =

1

π

π∫
−π

f(t)P (r, θ − t)dt, (16)

ÓÀÃÀÝ

P (r, τ) =
1− r2

2(1− 2r cos τ + r2)
, 0 ≤ r < 1. (17)

P (r, τ)-Ó ÄßÏÃÄÁÀ ÐÖÀÓÏÍÉÓ ÂÖËÉ.
ÀÍÀËÏÂÉÖÒÉ ÌÓãÄËÏÁÉÈ ÌÉÅÉÙÄÁÈ ÔÏËÏÁÀÓ:

vf (re
iθ) =

1

π

π∫
−π

f(t)

[ ∞∑
n=1

rn sinn(θ − t)

]
dt, (18)

ÒÏÌËÉÓ ÌÉÌÀÒÈ (13) ÔÏËÏÁÉÓ ÂÀÌÏÚÄÍÄÁÀ ÌÏÂÅÝÄÌÓ

vf (re
iθ) =

1

π

π∫
−π

f(t)
r sin(θ − t)

1− 2r cos(θ − t) + r2
dt (19)

ÀÍÖ

vf (re
iθ) =

1

π

π∫
−π

f(t)Q(r, θ − t)dt, (20)

ÓÀÃÀÝ

Q(r, τ) =
r sin τ

1− 2r cos τ + r2
, 0 ≤ r < 1. (21)

Q(r, τ)-Ó ÄßÏÃÄÁÀ ÐÖÀÓÏÍÉÓ ÛÄÖÙËÄÁÖËÉ ÂÖËÉ.
ÐÖÀÓÏÍÌÀ (16) ÃÀ (20) ×ÏÒÌÖËÄÁÉ ÃÀÀÌÔÊÉÝÀ 1820 ßÄËÓ.
(12), (13) ÃÀ (17), (21) ÔÏËÏÁÄÁÉÃÀÍ ÜÀÍÓ, ÒÏÌ P (r, θ) ÃÀ

Q(r, θ) ×ÖÍØÝÉÄÁÉ ßÀÒÌÏÀÃÂÄÍÄÍ ÄÒÈÄÖËÏÅÀÍ r < 1 ßÒÄÛÉ ÀÍÀËÉ-
ÆÖÒÉ

∑∞
n=0 r

neinθ ×ÖÍØÝÉÉÓ ÍÀÌÃÅÉË ÃÀ ßÀÒÌÏÓÀáÅÉÈ ÍÀßÉËÄÁÓ.
ÄÓ ÍÉÛÍÀÅÓ, ÒÏÌ P (r, θ) ÃÀ Q(r, θ) ÂÖËÄÁÉ ßÀÒÌÏÀÃÂÄÍÄÍ ÄÒÈÄ-
ÖËÏÅÀÍ r < 1 ßÒÄÛÉ äÀÒÌÏÍÉÖË ×ÖÍØÝÉÄÁÓ ÃÀ ÌÀÈ ÀØÅÈ ÚÅÄËÀ
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ÒÉÂÉÓ ÊÄÒÞÏ ßÀÒÌÏÄÁÖËÉ ÉÓÄÅÄ, ÒÏÂÏÒÝ uf (re
iθ) ÃÀ vf (reiθ) ×Ö-

ÍØÝÉÄÁÓ. ÀÌÀÓÈÀÍ ÄÒÈÀÃ, ÀÙÍÉÛÍÖËÉ ÚÅÄËÀ ÊÄÒÞÏ ßÀÒÌÏÄÁÖËÉ
äÀÒÌÏÍÉÖËÉÀ ÉÌÀÅÄ ßÒÄÛÉ ÂÀÒÊÅÄÖËÉ ÛÄÓßÏÒÄÁÉÈ. ÓÀáÄËÃÏÁÒ,
äÀÒÌÏÍÉÖËÉÀ ×ÖÍØÝÉÄÁÉ: ∂

∂θuf ,
∂
∂θvf ,

∂
∂θP ,

∂
∂θQ, r

∂
∂ruf , r

∂
∂rvf ,

r ∂∂rP , r
∂
∂rQ.

ÛÄÍÉÛÅÍÀ 9.1. ÛÅÀÒÝÌÀ 1872 ßÄËÓ ÃÀÀÌÔÊÉÝÀ, ÒÏÌ (−∞,+∞)-ÆÄ
ÖßÚÅÄÔÉ ÃÀ 2π ÐÄÒÉÏÃÖËÉ f ×ÖÍØÝÉÉÓÈÅÉÓ (16) ÉÍÔÄÂÒÀËÓ ÚÏ-
ÅÄË (1, θ0) ßÄÒÔÉËÆÄ ÂÀÀÜÍÉÀ f(θ0)-ÉÓ ÔÏËÉ ÆÙÅÀÒÉ, ÒÏÝÀ ßÒÉÓ
ÛÉÂÀ ßÄÒÔÉËÉ (r, θ) ÉÓßÒÀ×ÅÉÓ ÓÀÆÙÅÒÉÓ (1, θ0) ßÄÒÔÉËÉÓÊÄÍ ÒÀ-
ÉÌÄ ÛÄÆÙÖÃÅÉÓ ÂÀÒÄÛÄ (ÄÓ ÛÄÃÄÂÉ ÂÀÌÏØÅÄÚÍÃÀ 1890 ßÄËÓ). ÀÌÉÓ
ÛÄÌÃÄÂ ÄßÏÃÀ (16) ÉÍÔÄÂÒÀËÓ ÐÖÀÓÏÍÉÓ ÉÍÔÄÂÒÀËÉ f ×ÖÍØÝÉ-
ÉÓÈÅÉÓ ÃÀ (20)-Ó ÊÉ ÐÖÀÓÏÍÉÓ ÛÄÖÙËÄÁÖËÉ ÉÍÔÄÂÒÀËÉ ÉÂÉÅÄ f
×ÖÍØÝÉÉÓÈÅÉÓ.

ÄÒÈÉÃÀÉÂÉÅÄ f ×ÖÍØÝÉÉÈ ßÀÒÌÏØÌÍÉË (16) ÃÀ (20) ÉÍÔÄÂÒÀ-
ËÄÁÓ ÂÀÀÜÍÉÀÈ ÓÀÊÌÀÏÃ ÂÀÍÓáÅÀÅÄÁÖËÉ ÈÅÉÓÄÁÄÁÉ.

10 P ÃÀ Q ÂÖËÄÁÉÓ ÈÅÉÓÄÁÀÍÉ

1. §9-ÉÓ (14) ÃÀ (17) ÔÏËÏÁÄÁÉÓ ÈÀÍÀáÌÀÃ, ÐÖÀÓÏÍÉÓ P (r, τ)
ÂÖËÉÓ ÂÀÌßÊÒÉÅÄÁÀÀ

P (r, τ) =
1

2
+

∞∑
n=1

rn cosnτ, 0 ≤ r < 1. (1)

ÀÓÄÅÄ

Q(r, τ) =

∞∑
n=1

rn sinnτ, 0 ≤ r < 1. (2)

2. ÒÀÃÂÀÍ r = 0 ÌÍÉÛÅÍÄËÏÁÀÓ ÛÄÄÓÀÁÀÌÄÁÀ ÊÏÏÒÃÉÍÀÔÈÀ ÓÀ-
ÈÀÅÄ O = (0, 0), ÀÌÉÔÏÌ ÀÌ O ßÄÒÔÉËÆÄ P ×ÖÍØÝÉÉÓ ÌÍÉÛÅÍÄËÏ-
ÁÀÀ, (1) ÔÏËÏÁÉÓ ÞÀËÉÈ, P (0, 0) = 1

2 ÀÍ ÌÄÏÒÄÍÀÉÒÀÃ P (0, τ) = 1
2

ÚÏÅÄËÉ τ ∈ (−∞,+∞)-ÉÓÈÅÉÓ. ÀÌÉÔÏÌ, §9-ÉÓ (16) ÔÏËÏÁÉÃÀÍ
ÅÙÄÁÖËÏÁÈ:

uf (0, 0) =
1

2π

π∫
−π

f(t)dt =
a0
2
. (3)

ÀÌÒÉÂÀÃ, §9-ÉÓ (7) ÔÏËÏÁÀ ÌÉÉÙÄÁÓ ÓÀáÄÓ

uf (re
iθ) = uf (0, 0) +

∞∑
n=1

rn(an cosnθ + bn sinnθ), 0 < r < 1. (4)
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ÀÓÄÅÄ, (2) ÔÏËÏÁÉÃÀÍ Q(0, 0) = 0 ÃÀ ÀÌÉÓ ÂÀÌÏ §9-ÉÓ (20)
ÔÏËÏÁÉÃÀÍ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄÏÁÓ vf (0, 0) = 0. ÓßÏÒÄÃ ÀÌ ÔÏËÏÁÉÓ
ÂÀÌÏÉÓÏÁÉÈÀÀ ÌÉÙÄÁÖËÉ ÛÄÈÀÍáÌÄÁÀ, ÒÏÌ äÀÒÌÏÍÉÖËÉ uf ×Ö-
ÍØÝÉÉÓÀÃÌÉ äÀÒÌÏÍÉÖËÀÃ ÛÄÖÙËÄÁÖËÉ vf ×ÖÍØÝÉÀ, ÒÏÌÄËÉÝ
uf-ÉÈ ÂÀÍÉÓÀÆÙÅÒÄÁÀ ÌÖÃÌÉÅÉ ÛÄÓÀÊÒÄÁÉÓ ÓÉÆÖÓÔÉÈ, ÀÊÌÀÚÏ×É-
ËÄÁÃÄÓ ÐÉÒÏÁÀÓ vf (0, 0) = 0 ÃÀ ÀÌÉÈ vf ÂÀÍÉÓÀÆÙÅÒÀ ÝÀËÓÀáÀÃ.

3. (1) ÔÏËÏÁÉÃÀÍ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄÏÁÓ P (r, τ) ×ÖÍØÝÉÉÓ ËÖßÏÁÀ
τ-Ó ÌÉÌÀÒÈ: P (r,−τ) = P (r, τ). ÀÌÉÔÏÌÀÝ ÂÅÀØÅÓ ÔÏËÏÁÀ

π∫
−π

P (r, t)dt = 2

π∫
0

P (r, t)dt. (5)

ÀÓÄÅÄ, ÔÏËÏÁÀ (2) ÂÅÉÜÅÄÍÄÁÓ Q(r, τ) ×ÖÍØÝÉÉÓ ÊÄÍÔÏÁÀÓ τ-Ó
ÌÉÌÀÒÈ: Q(r,−τ) = −Q(r, τ). ÀÌÉÓ ÂÀÌÏ

π∫
−π

Q(r, t)dt = 0. (6)

4. ÈÖ ÀÅÉÙÄÁÈ ÊÄÒÞÏ ÛÄÌÈáÅÄÅÀÓ f(t) = 1 ÚÅÄËÀ t-ÓÈÅÉÓ, ÌÀÛÉÍ
§9-ÉÓ (2) ÔÏËÏÁÄÁÉÃÀÍ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄÏÁÓ ÉÂÉÅÖÒÉ 1-ÉÀÍÉÓ ÛÄÓÀÁÀ-
ÌÉÓÉ an ÃÀ bn ÊÏÄ×ÉÝÉÄÍÔÄÁÉÓ ÍÖËÏÁÀ n-ÉÓ ÌÍÉÛÅÍÄËÏÁÄÁÉÓÈÅÉÓ
1, 2, 3, . . . , (Éá. ÈÀÅÉ 1, §3, ÔÏËÏÁÄÁÉ (3)). ÀÌÉÔÏÌ ÉÂÉÅÖÒÉ 1-ÉÀÍÉÓ
ÛÄÓÀÁÀÌÉÓÉ ÌÀÒãÅÄÍÀ ÌáÀÒÄ §9-ÉÓ (7) ÔÏËÏÁÀÛÉ ÉØÍÄÁÀ a0

2 , ÒÀÝ
ÔÏËÏÁÀ (3)-ÉÓ ÞÀËÉÈ ÀÒÉÓ ÒÉÝáÅÉ 1

2π

∫ π
−π 1 · dt = 1. ÌÀÛÀÓÀÃÀ-

ÌÄ, ÉÂÉÅÖÒÉ 1-ÉÀÍÉÓ ÛÄÓÀÁÀÌÉÓÉ ÌÀÒÝáÄÍÀ ÌáÀÒÄ (7) ÔÏËÏÁÉÓÀ
§9-ÃÀÍ ÀÒÉÓ 1. ÄÓ ÊÉ §9-ÉÓ (16) ÔÏËÏÁÉÈ ÍÉÛÍÀÅÓ, ÒÏÌ

1 =
1

π

π∫
−π

1 · P (r, t)dt = 2

π

π∫
0

P (r, t)dt.

ÌÀÛÀÓÀÃÀÌÄ,

1

π

π∫
−π

P (r, t)dt = 1,
1

π

π∫
0

P (r, t)dt =
1

2
. (7)

5. ÌÀÒÈÄÁÖËÉÀ ÃÀÌÏÊÉÃÄÁÖËÄÁÀ

1− 2r cos τ + r2 = (1− r)2 + 4r sin2
1

2
τ > 0,

τ ∈ (−∞,+∞), 0 ≤ r < 1.
(8)
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6. ÖÊÀÍÀÓÊÍÄËÉ ÖÔÏËÏÁÉÃÀÍ ÃÀ §9-ÉÓ (17) ÔÏËÏÁÉÃÀÍ ÂÀÌÏÌÃÉ-
ÍÀÒÄÏÁÓ, ÒÏÌ ÐÖÀÓÏÍÉÓ P (r, τ) ÂÖËÉ ÃÀÃÄÁÉÈÉÀ. ÀÓÄ ÂÀÌÏÈØÅÀÌÄÍ
P (r, t) ÂÖËÉÓ ÈÅÉÓÄÁÀÓ

P (r, t) > 0, t ∈ (−∞,+∞), 0 ≤ r < 1. (9)

7. ÀÂÒÄÈÅÄ

Q(r, t) > 0, ÒÏÝÀ 0 < t < π ÃÀ 0 < r < 1. (10)

8. ÅÈØÅÀÈ, 0 < δ < π ÃÀ ÛÄÌÏÅÉÙÏÈ ÀÙÍÉÛÅÍÀ m(r, δ) =
max

δ≤|t|≤π
P (r, t). ÌÀÛÉÍ ÀÃÂÉËÉ ÀØÅÓ ÔÏËÏÁÀÓ:

lim
r→1−

m(r, δ) = 0. (11)

ÄÓ ÔÏËÏÁÀ ÍÉÛÍÀÅÓ, ÒÏÌ P (r, t) ×ÖÍØÝÉÉÓ ÓßÒÀ×ÅÀ ÍÖËÉÓÊÄÍ,
ÒÏÝÀ r → 1−, ÈÀÍÀÁÀÒÉÀ ÂÀÄÒÈÉÀÍÄÁÀÆÄ [−π,−δ] ∪ [δ, π] ÚÏÅÄËÉ
δ > 0 ÒÉÝáÅÉÓÈÅÉÓ. ÌÀÒÈËÀÝ, ÒÏÝÀ δ ≤ |t| ≤ π, ÌÀÛÉÍ 1−2r cos t+
r2 ≥ 1− 2r cos δ + r2 ÃÀ ÀÌÉÔÏÌ

max
δ≤|t|≤π

P (r, t) ≤ 1− r2

2(1− 2r cos δ + r2)
=

= P (r, δ) → 0, ÒÏÝÀ r → 1−, (12)

9. (12) ÛÄ×ÀÓÄÁÉÓ ÂÀÖÌãÏÁÄÓÄÁÀÀ

max
δ≤|t|≤π

P (r, t) ≤ 1− r2

2 sin2 δ
. (13)

ÌÀÒÈËÀÝ, λ(r) = 1−2r cos δ+ r2 ×ÖÍØÝÉÉÓ ßÀÒÌÏÄÁÖËÉ λ′(r) =
2r− 2 cos δ ÍÖËÉ ÂÀáÃÄÁÀ ßÄÒÔÉËÆÄ r = cos δ, ÒÏÌÄËÆÄÝ ßÀÒÌÏ-
ÄÁÖËÉ λ′(r) = 2(r − cos δ) ÖÀÒÚÏ×ÉÈ ÍÉÛÀÍÓ ÉÝÅËÉÓ ÃÀÃÄÁÉÈÆÄ
r-ÉÓ ÆÒÃÉÓÀÓ. ÀÌÉÔÏÌ λ(r) ×ÖÍØÝÉÀÓ ÌÉÍÉÌÖÌÉ ÀØÅÓ ßÄÒÔÉËÆÄ
r = cos δ ÃÀ ÄÓ ÌÉÍÉÌÖÌÉ ÔÏËÉÀ ÒÉÝáÅÉÓ 1− 2 cos δ cos δ + cos2 δ =
1− cos2 δ = sin2 δ ÃÀ ÀØÄÃÀÍ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄÏÁÓ (13).

ÌÀÛÀÓÀÃÀÌÄ,

min
δ≤|t|≤π
0≤r<1

(1− 2r cos t+ r2) = sin2 δ, δ > 0. (14)

10. ÂÅÀØÅÓ ÃÀÌÏÊÉÃÄÁÖËÄÁÀÍÉ

P (r, o) =
1− r2

2(1− r)2
=

1 + r

2(1− r)
→ +∞ ÒÏÝÀ r → 1− (15)
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ÃÀ

P (r, π) =
1− r2

2(1 + r)2
=

1− r

2(1 + r)
→ 0, ÒÏÝÀ r → 1− . (16)

11. ÈÖ 0 < δ < π, ÌÀÛÉÍ

lim
r→1−

1

π

δ∫
0

P (r, t) =
1

2
, (17)

lim
r→1−

π∫
δ

P (r, t)dt = 0. (18)

ÌÀÒÈËÀÝ, (7) ÔÏËÏÁÄÁÉÃÀÍ ÌÄÏÒÄ ÉÍÔÄÂÒÀËÉ ÜÀÅßÄÒÏÈ ÀÓÄ
1
2 = 1

π

∫ δ
0
P (r, t)dt + 1

π

∫ π
δ
P (r, t)dt, ÒÏÌËÉÓ ÌÄÏÒÄ ÛÄÓÀÊÒÄÁÉ ÀÒ

ÀÙÄÌÀÔÄÁÀ ÓÉÃÉÃÄÓ 1
πm(r, δ) · (π − δ) → 0, ÒÏÝÀ r → 1−.

12. ÌÀÒÈÄÁÖËÉÀ ÏÒÌáÒÉÅÉ ÛÄ×ÀÓÄÁÀÍÉ

1

2
· 1− r

1 + r
≤ P (r, t) ≤ 1

2
· 1 + r

1− r
, t ∈ (−∞,+∞), 0 ≤ r < 1. (19)

ÀÌÀÓÈÀÍ ÄÒÈÀÃ ÄÓ ÛÄ×ÀÓÄÁÀÍÉ ÆÖÓÔÉÀ, ÒÀÃÂÀÍ r = 0 ÌÍÉÛÅÍÄ-
ËÏÁÉÓÈÅÉÓ ÌÉÓÉ ÂÀÍÀÐÉÒÀ ßÄÅÒÄÁÉ ÄÌÈáÅÄÅÉÀÍ ÔÏËÏÁÀ (1)-ÃÀÍ
ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄ ÔÏËÏÁÀÓ P (0, τ) = 1

2 , τ ∈ (−∞,+∞).
(19) ÃÀÌÏÊÉÃÄÁÖËÄÁÄÁÉÓ ÓÀÜÅÄÍÄÁËÀÃ ÛÄÅÍÉÛÍÏÈ, ÒÏÌ ×ÉØÓÉ-

ÒÄÁÖËÉ r-ÉÓÈÅÉÓ P (r, t) ×ÖÍØÝÉÀÓ ÀØÅÓ ÌÀØÓÉÌÖÌÉ ÃÀ ÌÉÍÉÌÖÌÉ
t = 0 ÃÀ t = π ßÄÒÔÉËÄÁÆÄ ÛÄÓÀÁÀÌÉÓÀÃ.

13. §9-ÉÓ (16) ÔÏËÏÁÀ ÅÀÉÍÔÄÂÒÏÈ θ ÝÅËÀÃÉÈ [−π, π] ÓÄÂÌÄ-
ÍÔÆÄ ÃÀ ÀÓÄ ÌÉÙÄÁÖËÉ ÔÏËÏÁÉÓ ÌÀÒãÅÄÍÀ ÌáÀÒÄÛÉ ÌÏÅÀáÃÉÍÏÈ
ÉÍÔÄÂÒÄÁÉÓ ÒÉÂÉÓ ÛÄÍÀÝÅËÄÁÀ ×ÖÁÉÍÉÓ ÈÄÏÒÄÌÉÓ ÈÀÍÀáÌÀÃ. ÛÄ-
ÌÃÄÂ ÂÀÌÏÅÉÚÄÍÏÈ (7)-ÉÓ ÐÉÒÅÄËÉ ÔÏËÏÁÀ ÃÀ ÌÉÅÉÙÄÁÈ:

π∫
−π

uf (re
iθ)dθ =

π∫
−π

f(t)dt. (20)

ÊÄÒÞÏÃ, ÈÖ ÀØ ÀÅÉÙÄÁÈ r = 0, ÌÀÛÉÍ ÂÅÄØÍÄÁÀ ÔÏËÏÁÀ:

uf (0, 0) · 2π =

π∫
−π

f(t)dt,



194 ÈÀÅÉ 5. ÌßÊÒÉÅÄÁÉÓ ÛÄãÀÌÄÁÀÃÏÁÉÓ ÓÀÊÉÈáÄÁÉ

ÒÀÝ ÓÒÖË ÛÄÓÀÁÀÌÉÓÏÁÀÛÉÀ (3) ÔÏËÏÁÉÓ ÌÀÒÝáÄÍÀ ÌáÀÒÄÓÈÀÍ.
ÌÀÛÀÓÀÃÀÌÄ, (20) ÔÏËÏÁÉÓ ÌÀÒÝáÄÍÀ ÌáÀÒÄ ÀÒÀÀ ÃÀÌÏÊÉÃÄÁÖ-

ËÉ r-ÆÄ.

11 ×ÖÒÉÄÓ ÌßÊÒÉÅÉÓ ÛÄãÀÌÄÁÀÃÏÁÀ (A) ÌÄÈÏÃÉÈ

9 ÃÀ 10 ÐÀÒÀÂÒÀ×ÄÁÉÓ ÓÀ×ÖÞÅÄËÆÄ ÛÄÂÅÉÞËÉÀ ÜÀÌÏÅÀÚÀËÉÁÏÈ

ÈÄÏÒÄÌÀ 11.1. 2π ÐÄÒÉÏÃÖË ÃÀ [−π, π] ÓÄÂÌÄÍÔÆÄ ãÀÌÄÁÀÃ ÚÏÅÄË
f ×ÖÍØÝÉÀÓ, ÌÉÓÉ ×ÖÒÉÄÓ ÌßÊÒÉÅÉÓ

f ∼ a0
2

+
∞∑
n=1

(an cosnx+ bn sinnx) (1)

an ÃÀ bn ÊÏÄ×ÉÝÉÄÍÔÄÁÉÓ ÌÄÛÅÄÏÁÉÈ ÛÄÄÓÀÁÀÌÄÁÀ ÄÒÈÄÖËÏÅÀÍ
ÙÉÀ ßÒÄÛÉ |z| < 1 ÀÍÀËÉÆÖÒÉ ×ÖÍØÝÉÀ

ϕf (re
iθ) =

a0
2

+
∞∑
n=1

(an − ibn)r
n(cosnθ + i sinnθ), (2)

ÒÏÌËÉÓ ÍÀÌÃÅÉËÉ ÃÀ ßÀÒÌÏÓÀáÅÉÈÉ ÍÀßÉËÄÁÉ−ÉÌÀÅÄ ßÒÄÛÉ äÀ-
ÒÌÏÍÉÖËÉ ×ÖÍØÝÉÄÁÉ−

uf (re
iθ) =

a0
2

+

∞∑
n=1

rn(an cosnθ + bn sinnθ) (3)

ÃÀ

vf (re
iθ) =

∞∑
n=1

rn(an sinnθ − bn cosnθ) (4)

ÛÄÉÞËÄÁÀ ÜÀÉßÄÒÏÓ f ×ÖÍØÝÉÉÓ ÛÄÓÀÁÀÌÉÓÉ ÐÖÀÓÏÍÉÓ ÉÍÔÄÂÒÀËÉÓ
ÃÀ ÐÖÀÓÏÍÉÓ ÛÄÖÙËÄÁÖËÉ ÉÍÔÄÂÒÀËÉÓ ÓÀáÉÈ ÛÄÌÃÄÂÍÀÉÒÀÃ:

uf (re
iθ) =

1

π

π∫
−π

f(t)P (r, θ − t)dt, (5)

vf (re
iθ) =

1

π

π∫
−π

f(t)Q(r, θ − t)dt, (6)
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ÓÀÃÀÝ ÉÌÀÅÄ ßÒÄÛÉ äÀÒÌÏÍÉÖËÉ ×ÖÍØÝÉÄÁÉ-

P (r, τ) =
1− r2

2(1− 2r cos τ + r2)
(7)

ÃÀ

Q(r, τ) =
r sin θ

1− 2r cos τ + r2
(8)

ßÀÒÌÏÀÃÂÄÍÄÍ ÐÖÀÓÏÍÉÓ ÂÖËÓ ÃÀ ÐÖÀÓÏÍÉÓ ÛÄÖÙËÄÁÖË ÂÖËÓ.

ÝáÀÃÉÀ, ÒÏÌ (3) ÔÏËÏÁÉÓ ÌÀÒãÅÄÍÀ ÌáÀÒÄ ßÀÒÌÏÀÃÂÄÍÓ (1)
ÌßÊÒÉÅÈÀÍ ÀÓÏÝÉÒÄÁÖË, r-ÉÓ ÌÉÌÀÒÈ áÀÒÉÓáÏÅÀÍ ÌßÊÒÉÅÓ (Éá.§2)
ÀÍÖ ÐÖÀÓÏÍ-ÀÁÄËÉÓ ÓÀÛÖÀËÏÓ f ×ÖÍØÝÉÉÓ ×ÖÒÉÄÓ (1) ÌßÊÒÉÅÉ-
ÓÈÅÉÓ.

ÈÀÅÉ 5-ÃÀÍ §3-ÉÓ 3.1 ÈÄÏÒÄÌÉÓ ÞÀËÉÈ, ÌßÊÒÉÅÉÓ (C, 1) ÛÄãÀÌÄ-
ÁÀÃÏÁÀ ÒÀÉÌÄ s ÒÉÝáÅÉÓÊÄÍ ÉßÅÄÅÓ ÉÌÀÅÄ ÌßÊÒÉÅÉÓ (A)-ÛÄãÀÌÄÁÀ-
ÃÏÁÀÓ ÉÂÉÅÄ s-ÉÓÊÄÍ.

ÌÄÏÒÄ ÌáÒÉÅ, ×ÄÉÒÉÓ ÈÄÏÒÄÌÉÓ ÈÀÍÀáÌÀÃ (Éá.§7), f ×ÖÍØÝÉ-
ÉÓ ×ÖÒÉÄÓ (1) ÌßÊÒÉÅÉ (C, 1)-ÛÄãÀÌÄÁÀÃÉÀ f(x) ÒÉÝáÅÉÓÊÄÍ f-ÉÓ
ÖßÚÅÄÔÏÁÉÓ x ßÄÒÔÉËÆÄ, ÒÉÝáÅÉÓÊÄÍ 1

2 [f(x+0)+ 1
2f(x−0)] f-ÉÓ I

ÂÅÀÒÉÓ ßÚÅÄÔÉÓ x ßÄÒÔÉËÆÄ ÃÀ ÀÒÉÓ ÈÀÍÀÁÒÀÃ (C, 1)-ÛÄãÀÌÄÁÀÃÉ
f(x)-ÓÊÄÍ f-ÉÓ ÖßÚÅÄÔÏÁÉÓ ÜÀÊÄÔÉË ÉÍÔÄÒÅÀËÆÄ.

Ö×ÒÏ ÆÏÂÀÃÀÃ, ×ÄÉÄÒ-ËÄÁÄÂÉÓ ÈÄÏÒÄÌÉÓ ÞÀËÉÈ (Éá.§8), (1)
ÌßÊÒÉÅÉ (C, 1)-ÛÄãÀÌÄÁÀÃÉÀ f(x) ÌÍÉÛÅÍÄËÏÁÉÓÊÄÍ ÚÅÄËÀ ÉÌ x
ßÄÒÔÉËÆÄ, ÒÏÌÄËÉÝ ßÀÒÌÏÀÃÂÄÍÓ ËÄÁÄÂÉÓ ßÄÒÔÉËÓ f ×ÖÍØÝÉ-
ÉÓÈÅÉÓ, Ä.É. ÈÉÈØÌÉÓ ÚÅÄËÀ x ∈ [−π, π] ßÄÒÔÉËÆÄ.

ÌÀÛÀÓÀÃÀÌÄ, ÜÅÄÍ ÂÅÀØÅÓ

ÈÄÏÒÄÌÀ 11.2. f ×ÖÍØÝÉÉÓ ×ÖÒÉÄÓ S[f ] ÌßÊÒÉÅÉÓ ÐÖÀÓÏÍ-ÀÁÄËÉÓ
ÓÀÛÖÀËÏÄÁÉÓ ÊÀÅÛÉÒÉ ÈÅÉÈ f ×ÖÍØÝÉÀÓÈÀÍ ÂÀÌÏÉÓÀáÄÁÀ ÛÄÌÃÄÂÉ
ÔÏËÏÁÄÁÉÈ:

1) lim
r→1−

1
π

∫ π
−π f(t)P (r, θ − t)dt = f(θ) f-ÉÓ ÖßÚÅÄÔÏÁÉÓ θ ßÄÒ-

ÔÉËÆÄ;
2) ÈÀÍÀÁÒÀÃ θ-Ó ÌÉÌÀÒÈ, 1) ÔÏËÏÁÀÓ ÀÃÂÉËÉ ÀØÅÓ f-ÉÓ ÖßÚ-

ÅÄÔÏÁÉÓ ÜÀÊÄÔÉË ÉÍÔÄÒÅÀËÆÄ;
3) lim

r→1−
1
π

∫ π
−π f(t)P (r, θ − t)dt = 1

2 [f(θ + 0) + f(θ − 0)] f-ÉÓ I

ÂÅÀÒÉÓ ßÚÅÄÔÉÓ θ ßÄÒÔÉËÆÄ;
4) lim

r→1−
1
π

∫ π
−π f(t)P (r, θ− t)dt = f(θ) f ×ÖÍØÝÉÉÓ ËÄÁÉÓ θ ßÄÒ-

ÔÉËÆÄ.
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1)-4) ÌÔÊÉÝÄÁÖËÄÁÄÁÛÉ ÆÙÅÀÒÉ ÂÀÍáÉËÖËÉÀ ÒÀÃÉÖÓÉÓ ÂÀÓßÅ-
ÒÉÅ ÀÍÖ, ÒÀÝ ÉÂÉÅÄÀ, ÄÒÈÄÖËÏÅÀÍÉ ÙÉÀ ßÒÉÓ ÛÉÂÀ (r, θ) = reiθ

ßÄÒÔÉËÉ ÉÓßÒÀ×ÅÉÓ ÄÒÈÄÖËÏÅÀÍÉ ßÒÄßÉÒÉÓ (1, θ) = eiθ ßÄÒÔÉ-
ËÉÓÊÄÍ. ÀÓÄÈ ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉ ËÀÐÀÒÀÊÏÁÄÍ ÒÀÃÉÀËÖÒ ÆÙÅÀÒÆÄ.

ÝáÀÃÉÀ, ÒÏÌ ÛÄÉÞËÄÁÀ (r, θ) = reiθ ßÄÒÔÉËÉ ÉÓßÒÀ×ÅÏÃÄÓ
ÓÀÆÙÅÒÉÓ ÒÀÙÀÝ (1, θ0) = eiθ0 ßÄÒÔÉËÉÓÊÄÍ, ÒÏÌËÉÓ ÐÏËÀÒÖ-
ËÉ θ0 ÊÖÈáÄ ÂÀÍÓáÅÀÅÄÁÖËÉÀ θ-ÓÂÀÍ, Ä.É. (r, θ) = reiθ ÉÓßÒÀ×ÅÉÓ
(1, θ0) = eiθ0-ÓÊÄÍ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ ÂÆÉÈ, ÓÉÌÁÏËÖÒÀÃ (r, θ) → (1, θ0).
ÀÓÄÈ ÌÉÓßÒÀ×ÄÁÀÓ ÄßÏÃÄÁÀ ÈÀÅÉÓÖ×ÀËÉ, Ä.É. (r, θ)-ÉÓ ÓßÒÀ×ÅÀ
(1, θ0)-ÓÊÄÍ ÀÒÀÀ ÛÄÆÙÖÃÖËÉ ÒÀÉÌÄ ÐÉÒÏÁÉÈ.

ÈÖÊÉ ÌÉÓßÒÀ×ÄÁÀ ÉÓÄÈÉÀ, ÒÏÌ (r, θ) ÌÖÃÌÉÅÀÃ ÒÜÄÁÀ ÉÌ ÊÖÈ-
áÄÛÉ, ÒÏÌÄËÉÝ ÛÄÃÂÄÍÉËÉÀ (1, θ0) ßÄÒÔÉËÉÃÀÍ ÂÀÌÏÌÀÅÀËÉ ÏÒÉ
ØÏÒÃÉÈ ÃÀ ÀÌ ÊÖÈáÉÓÈÅÉÓ ÒÀÃÉÖÓÉ ÊÉ ßÀÒÌÏÀÃÂÄÍÓ ÁÉÓÄØÔÒÉ-
ÓÀÓ, ÌÀÛÉÍ ÀÌÁÏÁÄÍ ÒÏÌ (r, θ) ÉÓßÒÀ×ÅÉÓ (1, θ0)-ÓÊÄÍ ÊÖÈáÖÒÀÃ, ÀÍ
ÓáÅÀÂÅÀÒÀÃ, ßÒÄßÉÒÉÓÀÃÌÉ ÀÒÀÌáÄÁÉ ÂÆÉÈ ÃÀ ßÄÒÄÍ (r, θ)

∧→ (1, θ0).
ÌÀÛÀÓÀÃÀÌÄ, ÊÖÈáÖÒÉ ÆÙÅÀÒÉ ÀÒÉÓ ÛÄÆÙÖÃÖËÉ, ÀÒÀÈÀÅÉÓÖ-

×ÀËÉ ÆÙÅÒÉÓ ÊÄÒÞÏ ÓÀáÄÏÁÀ.
ÜÅÄÍ ÞÉÒÉÈÀÃÀÃ ÂÀÍÅÉáÉËÀÅÈ ÐÖÀÓÏÍÉÓ ÉÍÔÄÂÒÀËÉÓ ÈÀÅÉÓÖ-

×ÀË, ÊÖÈáÖÒ ÃÀ ÒÀÃÉÀËÖÒ ÆÙÅÒÄÁÓ.
ÝáÀÃÉÀ, ÒÏÌ ÈÀÅÉÓÖ×ÀËÉ ÆÙÅÒÉÓ ÀÒÓÄÁÏÁÀ ÉßÅÄÅÓ ÌÉÓÉÅÄ

ÔÏËÉ ÊÖÈáÖÒÉ ÆÙÅÒÉÓ ÀÒÓÄÁÏÁÀÓ ÃÀ ÄÓ ÖÊÀÍÀÓÊÍÄËÉ ÊÉ ÉßÅÄÅÓ
ÒÀÃÉÀËÖÒÉ ÆÙÅÒÉÓ ÀÒÓÄÁÏÁÀÓ ÃÀ ÌÀÈ ÔÏËÏÁÀÓ.

ÌÀÂÀËÉÈÉ 11.3. ÐÖÀÓÏÍÉÓ P (r, τ) ÂÖËÉÓ ÆÙÅÀÒÉ (ÈÀÅÉÓÖ×ÀËÉ) ÍÖ-
ËÉÀ ÚÅÄËÀ eiθ ßÄÒÔÉËÆÄ, ÒÏÝÀ 0 < θ < 2π. ÄÓ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄÏÁÓ
ÌÉÓÉ ßÀÒÌÏÃÂÄÍÉÃÀÍ (Éá.§9, ÔÏËÏÁÀ (17)) ÃÀ §10-ÉÓ (8) ÖÔÏ-
ËÏÁÉÃÀÍ. ÒÏÝÀ (r, 0) → (1, 0)-ÓÊÄÍ, ÌÀÛÉÍ P (r, 0) → +∞ (Éá.§10,
ÔÏËÏÁÀ (15)) ÃÀ P (r, π) → 0, ÒÏÝÀ (r, π) → (1, π)-ÓÊÄÍ (Éá. ÉØÅÄ,
ÃÀÌÏÊÉÃÄÁÖËÄÁÀ (16)).

12 ÖßÚÅÄÔÉ ×ÖÍØÝÉÉÓ ÐÖÀÓÏÍÉÓ ÉÍÔÄÂÒÀËÉÓ ÆÙÅÀÒÉ

2π ÐÄÒÉÏÃÖËÉ ÃÀ 2π ÓÉÂÒÞÉÓ ÒÀÉÌÄ ÓÄÂÌÄÍÔÆÄ ãÀÌÄÁÀÃÉ ÃÀ,
ÌÀÛÀÓÀÃÀÌÄ, 2π ÓÉÂÒÞÉÓ ÚÏÅÄË ÓÄÂÌÄÍÔÆÄ ãÀÌÄÁÀÃÉ, ÒÏÌÄËÉ-
ÌÄ ψ ×ÖÍØÝÉÉÓ ÐÖÀÓÏÍÉÓ ÉÍÔÄÂÒÀËÓ ÜÅÄÍ ÀÙÅÍÉÛÍÀÅÃÉÈ uψ(re

iθ)
ÓÉÌÁÏËÏÈÉ. ÀÌÉÄÒÉÃÀÍ, ßÄÒÉÓ ÂÀÌÀÒÔÉÅÄÁÉÓ ÌÉÆÍÉÈ, ÉÌÀÅÄ ÉÍ-
ÔÄÂÒÀËÓ ÀÙÅÍÉÛÍÀÅÈ ψ(r, x) ÓÉÌÁÏËÏÈÉ. ÂÀÒÃÀ ÀÌÉÓÀ, ÚÏÅÄË
×ÖÍØÝÉÀÓ, ÒÏÌËÉÓ ÐÖÀÓÏÍÉÓ ÉÍÔÄÂÒÀËÓÀÝ ÂÀÍÅÉáÉËÀÅÈ, ÅÉÂÖ-
ËÉÓáÌÄÁÈ 2π ÐÄÒÉÏÃÖËÓ ÃÀ ãÀÌÄÁÀÃÓ [−π, π] ÀÍ [0, 2π] ÓÄÂÌÄÍÔÆÄ.

ÀáËÀ ÃÀÅÀÌÔÊÉÝÏÈ ×ÀÔÖÓ ÛÄÌÃÄÂÉ
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ÈÄÏÒÄÌÀ 12.1 ([37]; [7], ÂÅ. 154). ÈÖ f ×ÖÍØÝÉÀ ÖßÚÅÄÔÉÀ ÒÀÉÌÄ
x0 ßÄÒÔÉËÆÄ, ÌÀÛÉÍ f-ÉÓ ÐÖÀÓÏÍÉÓ f(r, x) ÉÍÔÄÂÒÀËÓ (1, x0)
ßÄÒÔÉËÆÄ ÂÀÀÜÍÉÀ f(x0)-ÉÓ ÔÏËÉ ÆÙÅÀÒÉ (ÈÀÅÉÓÖ×ÀËÉ) ÀÍÖ ÌÀ-
ÒÈÄÁÖËÉÀ ÔÏËÏÁÀ

lim
(r,x)→(1,x0)

f(r, x) = f(x0), (1)

ÊÄÒÞÏÃ, ÒÀÃÉÀËÖÒÉ ÆÙÅÀÒÉ

lim
(r,x)→(1,x0)

f(r, x0) = f(x0), (2)

ÓÀÃÀÝ

f(r, x) =
1

π

π∫
−π

f(t)P (r, x− t)dt. (3)

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. §10-ÃÀÍ (7) ÃÀÌÏÊÉÃÄÁÖËÄÁÄÁÉÓ ÐÉÒÅÄËÉ ÔÏËÏÁÀ

1

π

π∫
−π

P (r, t)dt = 1 (4)

ÛÄÉÞËÄÁÀ ÀÓÄÝ ÜÀÉßÄÒÏÓ, ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ x-ÉÓÈÅÉÓ,

1 =
1

π

π∫
−π

P (r, x− t)dt. (5)

ÌÀÒÈËÀÝ, (5)-ÉÓ ÉÍÔÄÂÒÀËÛÉ ÌÏÅÀáÃÉÍÏÈ ÝÅËÀÃÉÓ ÂÀÒÃÀØÌÍÀ

x− t = u ÃÀ ÌÉÅÉÙÄÁÈ − 1
π

∫ x−π
x+π

P (r, u)du. ÌÀÂÒÀÌ, P (r, u) ÀÒÉÓ 2π
ÐÄÒÉÏÃÖËÉ ×ÖÍØÝÉÀ u ÝÅËÀÃÉÓ ÌÉÌÀÒÈ (Éá.§10, (1) ÔÏËÏÁÀ) ÃÀ
ÀÌÉÔÏÌ ÖÊÀÍÀÓÊÍÄËÉ ÉÍÔÄÂÒÀËÉ ÔÏËÉÀ ÉÍÔÄÂÒÀËÉÓ (Éá. ÈÀÅÉ

1, §3, (8) ÔÏËÏÁÀ) − 1
π

∫ −π
π

P (r, u)du = 1
π

∫ π
−π P (r, u)du = 1 ÀÍÖ

ÀÃÂÉËÉ ÀØÅÓ (5) ÔÏËÏÁÀÓ.
ÀáËÀ (5)-ÉÓ ÏÒÉÅÄ ÌáÀÒÄ ÂÀÅÀÌÒÀÅËÏÈ f(x0) ÒÉÝáÅÆÄ, ÒÏÌÄ-

ËÉÝ ÓÀÓÒÖËÉÀ f-ÉÓ ÖßÚÅÄÔÏÁÉÓ ÂÀÌÏ x0 ßÄÒÔËÆÄ. ÀÓÄ ÌÉÙÄÁÖ-
ËÉ ÔÏËÏÁÀ ßÄÅÒÏÁÒÉÅ ÃÀÅÀÊËÏÈ (3) ÔÏËÏÁÀÓ ÃÀ ÌÉÅÉÙÄÁÈ

f(r, x)− f(x0) =
1

π

π∫
−π

[f(t)− f(x0)]P (r, x− t)dt. (6)
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f ×ÖÍØÝÉÉÓ x0 ßÄÒÔÉËÆÄ ÖßÚÅÄÔÏÁÉÓ ÂÀÌÏ, ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÀÃ ÀÙÄ-
ÁÖË ε > 0 ÒÉÝáÅÓ ÛÄÄÓÀÁÀÌÄÁÀ δ > 0 ÒÉÝáÅÉ ÉÓÄÈÉ, ÒÏÌ ÛÄÓÒÖ-
ËÃÄÁÀ ÖÔÏËÏÁÀ

|f(t)− f(x0)| < ε/2, ÒÏÝÀ x0 − δ ≤ t ≤ x0 + δ. (7)

ÀáËÀ, (6) ÔÏËÏÁÉÓ ÉÍÔÄÂÒÀËÉ ßÀÒÌÏÅÀÃÂÉÍÏÈ ÀÓÄ:

π∫
−π

=

x0+δ∫
x0−δ

+

∫
[−π,π]\(x0−δ,x0+δ)

≡ I1(r, x) + I2(r, x).

(5) ÃÀ (7) ÃÀÌÏÊÉÃÄÁÖËÄÁÀÈÀ ÞÀËÉÈ ÂÅÀØÅÓ ÖÔÏËÏÁÀ:

|I1(r, x)| ≤
ε

π

x0+δ∫
x0−δ

P (r, x− t)dt ≤ ε

π

π∫
−π

P (r, x− t)dt =
ε

π.

ÀÌÒÉÂÀÃ, ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ x-ÉÓÈÅÉÓ ÃÀ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ r-ÉÓÈÅÉÓ, 0 ≤
r < 1, ÂÅÀØÅÓ:

|I1(r, x)| < ε/2, 0 ≤ r < 1, −π ≤ x ≤ π. (8)

ÅÉÍÀÉÃÀÍ ÛÄÌÃÄÂ ÄÔÀÐÆÄ x ÖÍÃÀ ÌÉÅÀÓßÒÀ×ÏÈ x0-ÓÊÄÍ (Éá.(1) ÔÏ-
ËÏÁÀ), ÀÌÉÔÏÌ ÁÖÍÄÁÒÉÅÉ ÉØÍÄÁÀ I2(r, x) ÉÍÔÄÂÒÀËÛÉ x ÅÉÂÖËÉ-
ÓáÌÏÈ (x0 − δ/2, x0 + δ/2) ÉÍÔÄÒÅÀËÛÉ, Ä.É. x ∈ (x0 − δ/2, x0 + δ/2).

ÒÀÃÂÀÍ I2(r, x) ÉÍÔÄÂÒÀËÛÉ ÓÀÉÍÔÄÂÒÀÝÉÏ t ÝÅËÀÃÉ ÀÒ ÄÊÖ-
ÈÅÍÉÓ (x0 − δ, x0 + δ) ÉÍÔÄÒÅÀËÓ, ÀÌÉÔÏÌ |x− t| ≥ δ

2 .
ÀáËÀ ÂÀÌÏÅÉÚÄÍÏÈ §10-ÉÓ (13) ÖÔÏËÏÁÀ ÃÀ ÌÉÅÉÙÄÁÈ:

|I2(r, x)| ≤
1− r2

2 sin2 δ/2
· 1
π

π∫
−π

|f(t)|dt < 1− r

sin2 δ/2

π∫
−π

|f(t)|dt. (9)

ÒÀÃÂÀÍ ÖÊÀÍÀÓÊÍÄËÉ ÉÍÔÄÂÒÀËÉ ÓÀÓÒÖËÉÀ (f-ÉÓ ãÀÌÄÁÀÃÏÁÉÓ
ÂÀÌÏ [−π, π] ÓÄÂÌÄÍÔÆÄ) ÃÀ δ > 0 ÀÒÀÀ ÃÀÌÏÊÉÃÄÁÖËÉ r-ÆÄ, ÀÌÉÔÏÌ
(9) ÖÔÏËÏÁÉÓ ÌÀÒãÅÄÍÀ ÌáÀÒÄ ÛÄÂÅÉÞËÉÀ ÂÀÅáÀÃÏÈ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÀÃ
ÌÝÉÒÄ r-ÉÓ ÄÒÈÈÀÍ ÌÀÒÝáÍÉÃÀÍ ÓÉÀáËÏÅÉÓ áÀÒãÆÄ. ÄÓ ÍÉÛÍÀÅÓ,
ÒÏÌ ÖÊÅÄ ÀÙÄÁÖËÉ ε ÒÉÝáÅÉÓÈÅÉÓ ÀÒÓÄÁÏÁÓ ÉÓÄÈÉ η > 0 ÒÉÝáÅÉ,
ÒÏÌ (9) ÖÔÏËÏÁÉÓ ÌÀÒãÅÄÍÀ ÌáÀÒÄ ÍÀÊËÄÁÉ ÀÙÌÏÜÍÃÄÁÀ ε/2-ÆÄ,
ÒÏÝÀ r ÀÊÌÀÚÏ×ÉËÄÁÓ ÐÉÒÏÁÀÓ 1− η < r < 1.
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ÀÌÒÉÂÀÃ, ÀÃÂÉËÉ ÀØÅÓ ÖÔÏËÏÁÀÓ

|I2(r, x)| < ε/2, ÒÏÝÀ x ∈ (x0 − δ/2, x0 + δ/2) ÃÀ 1− η < r < 1. (10)

(8) ÃÀ (10) ÖÔÏËÏÁÄÁÉÃÀÍ ÅÙÄÁÖËÏÁÈ

|f(r, x)− f(x0)| < ε, ÒÏÝÀ x0 − δ < x < x0 + δ ÃÀ 1− η < r < 1. (11)

ÆÄÌÏÈ ÜÀÔÀÒÄÁÖËÉ ÌÓãÄËÏÁÉÃÀÍ ÜÀÍÓ, ÒÏÌ η ÃÀ δ ÒÉÝá-
ÅÄÁÉ ÃÀÌÏÊÉÃÄÁÖËÉÀ ÌáÏËÏÃ ÃÀ ÌáÏËÏÃ ε ÒÉÝáÅÆÄ. ÀÌÉÔÏÌ
(11) ÖÔÏËÏÁÀ ÛÄÓÒÖËÄÁÖËÉÀ ÀÌ ÖÔÏËÏÁÀÛÉ ÌÉÈÉÈÄÁÖËÉ ÈÅÉ-
ÓÄÁÄÁÉÓ ÌØÏÍÄ δ > 0 ÃÀ η > 0 ÒÉÝáÅÄÁÉÓÈÅÉÓ, ÒÏÌÄËÍÉÝ ÃÀ-
ÌÏÊÉÃÄÁÖËÉ ÀÒÉÀÍ ÌáÏËÏÃ ε-ÆÄ! ÄÓ ÍÉÛÍÀÅÓ, ÒÏÌ ÖÔÏËÏÁÀ
|f(r, x)− f(x0)| < ε ÛÄÓÒÖËÄÁÖËÉ (1, x0) ßÄÒÔÉËÉÓ ÌÉÃÀÌÏÓ ÄÒ-
ÈÄÖËÏÅÀÍ ÙÉÀ ßÒÄÓÈÀÍ ÈÀÍÀÊÅÄÈÀÛÉ ÃÀ ÄÓ ÈÀÍÀÊÅÄÈÀ ÃÀÌÏÊÉ-
ÃÄÁÖËÉÀ ÌáÏËÏÃ (11) ÖÔÏËÏÁÀÛÉ ÌÏÍÀßÉËÄ ε ÒÉÝáÅÆÄ. ÄÓ ÊÉ,
ÆÙÅÒÉÓ ÂÀÍÌÀÒÔÄÁÉÓ ÈÀÍÀáÌÀÃ, ÍÉÛÍÀÅÓ (1) ÔÏËÏÁÀÓ. ÈÄÏÒÄÌÀ
ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉÀ.

ÀÌ ÈÄÏÒÄÌÉÃÀÍ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄÏÁÓ ÛÅÀÒÝÉÓ ÌÉÄÒ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉ.

ÈÄÏÒÄÌÀ 12.2 (ÛÅÀÒÝÉ, 1872 ß., [43]). ÈÖ 2π ÐÄÒÉÏÃÖËÉ f ×ÖÍØÝÉÀ
ÖßÚÅÄÔÉÀ (−∞,+∞)-ÆÄ, ÌÀÛÉÍ ÌÉÓÉ ÐÖÀÓÏÍÉÓ f(r, x) ÉÍÔÄÂÒÀËÓ
ÄÒÈÄÖËÏÅÀÍÉ ßÒÄßÉÒÉÓ ÚÏÅÄË (1, x0) ßÄÒÔÉËÆÄ ÂÀÀÜÍÉÀ ÈÅÉÓÄÁÀ

lim
r→1
x→x0

f(r, x) = f(x0), (12)

ÊÄÒÞÏÃ,
lim
r→1

f(r, x0) = f(x0). (13)

ÛÅÀÒÝÌÀ ÄÓ ÈÄÏÒÄÌÀ ÃÀÀÌÔÊÉÝÀ ÛÄÌÃÄÂÉ ×ÏÒÌÉÈ ([20], ÂÅ. 28):
ÐÉÒÅÄËÉ ÓÀÓÀÆÙÅÒÏ ÀÌÏÝÀÍÀ ÖßÚÅÄÔÉ u ×ÖÍØÝÉÉÓÈÅÉÓ ÉáÓÍÄÁÀ

ÐÖÀÓÏÍÉÓ ÉÍÔÄÂÒÀËÉÈ u(reiφ) = 1
2π

∫ 2π

0
u(eiθ) 1−r2

1+r2−2r cos(θ−φ)dθ.

13 ÃÉÒÉäËÄÓ ÐÒÏÁËÄÌÀ ßÒÉÓÈÅÉÓ

1. ÃÉÒÉäËÄÌ 1850 ßÄËÓ ÃÀÓÅÀ ÛÄÌÃÄÂÉ ÐÒÏÁËÄÌÀ.

ÃÉÒÉáËÄÓ ÐÒÏÁËÄÌÀ 13.1. ÄÒÈÄÖËÏÅÀÍÉ ÙÉÀ D ßÒÉÓ C ÓÀÆÙÅÀÒÆÄ
ÌÏÝÄÌÖËÉ ÖßÚÅÄÔÉ f ×ÖÍØÝÉÉÓÈÅÉÓ (Ä.É. f ÀÒÉÓ 2π ÐÄÒÉÏÃÖËÉ
ÃÀ ÖßÚÅÄÔÉ (−∞,+∞)-ÆÄ) ÀÒÓÄÁÏÁÓ ÈÖ ÀÒÀ ÄÒÈÄÖËÏÅÀÍ ÜÀÊÄ-
ÔÉË D = D ∪ C ßÒÄÆÄ ÖßÚÅÄÔÉ ÃÀ ÙÉÀ D ßÒÄÛÉ äÀÒÌÏÍÉÖËÉ ω
×ÖÍØÝÉÀ ÈÅÉÓÄÁÉÈ

ω(1, x) = f(x). (1)
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ÈÄÏÒÄÌÀ 13.2. ÃÉÒÉäËÄÓ ÐÒÏÁËÄÌÉÓ ÀÌÏáÓÍÀÀ ×ÖÍØÝÉÀ

ω(r, x) =

{
f(r, x), ÒÏÝÀ 0 ≤ r < 1,

f(x), ÒÏÝÀ r = 1.
(2)

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ω(r, x) ×ÖÍØÝÉÉÓ ÖßÚÅÄÔÏÁÀ ÃÀ äÀÒÌÏÍÉÖËÏÁÀ ÙÉÀ
D ßÒÄÛÉ ÍÉÛÍÀÅÓ f ×ÖÍØÝÉÉÓ ÐÖÀÓÏÍÉÓ f(r, x) ÉÍÔÄÂÒÀËÉÓ ÉÌÀÅÄ
ÈÅÉÓÄÁÄÁÓ, ÒÀÝ ÂÀÒÀÍÔÉÒÄÁÖËÉÀ (Éá.§11).

ω(r, x) ×ÖÍØÝÉÉÓ ÖßÚÅÄÔÏÁÉÓ ÃÀÓÀÃÂÄÍÀÃ ÄÒÈÄÖËÏÅÀÍÉ C
ßÒÄßÉÒÉÓ ÚÏÅÄË ßÄÒÔÉËÆÄ, ÀÅÉÙÏÈ C-Ó ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ ßÄÒÔÉËÉ
(1, x0).

ÝáÀÃÉÀ, ÒÏÌ (1, x0) ßÄÒÔÉËÉ ßÀÒÌÏÀÃÂÄÍÓ ÃÀÂÒÏÅÄÁÉÓ ßÄÒ-
ÔÉËÓ ÒÏÂÏÒÝ D ÓÉÌÒÀÅËÉÓ, ÉÓÄ C ÓÉÌÒÀÅËÉÓ.

ÐÉÒÅÄË ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉ, D-Ó ÂÀÓßÅÒÉÅ ω(r, x) = f(r, x) ×ÖÍØÝÉÉÓ
ÖßÚÅÄÔÏÁÀÓ (1, x0) ßÄÒÔÉËÆÄ ÀÃÀÓÔÖÒÄÁÓ §12-ÉÓ (1) ÔÏËÏÁÀ.

ÌÄÏÒÄ ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉ ÊÉ, ω(1, x) = f(x) ×ÖÍØÝÉÉÓ ÖßÚÅÄÔÏÁÀÓ C
ßÒÄßÉÒÉÓ ÂÀÓßÅÒÉÅ ÖÆÒÖÍÅÄËÏ×Ó ÈÅÉÈ f ×ÖÍØÝÉÉÓ ÖßÚÅÄÔÏ-
ÁÀ C-Ó ÚÅÄËÀ ßÄÒÔÉËÆÄ (ÌÏÝÄÌÖËÏÁÉÓ ÈÀÍÀáÌÀÃ), ÓÀáÄËÃÏÁÒ,
(1, x0) ßÄÒÔÉËÆÄ.

ÀáËÀ ÅÀÜÅÄÍÏÈ, ÒÏÌ (2) ÔÏËÏÁÉÈ ÌÏÝÄÌÖËÉ ×ÖÍØÝÉÀ ÄÒÈÀ-
ÃÄÒÈÉÀ. ÃÀÅÖÛÅÀÈ, ÒÏÌ ÀÒÓÄÁÏÁÓ ÊÉÃÄÅ ÓáÅÀ ω1(r, x) ×ÖÍØÝÉÀ
ÉÌÀÅÄ ÈÅÉÓÄÁÄÁÉÈ. ÌÀÛÉÍ ÓáÅÀÏÁÀ ω(r, x)− ω1(r, x) ÖßÚÅÄÔÉÀ D-ÆÄ
ÃÀ äÀÒÌÏÍÉÖËÉÀ D-ÛÉ. ÀÌÉÔÏÌ ÄÓ ÓáÅÀÏÁÀ ÌÀØÓÉÌÖÌÓ ÃÀ ÌÉÍÉ-
ÌÖÌÓ ÌÉÀÙßÄÅÓ ÌáÏËÏÃ C ÓÀÆÙÅÀÒÆÄ ([8], ÂÅ. 130), ÌÀÂÒÀÌ C
ÓÀÆÙÅÀÒÆÄ ÄÓ ÓáÅÀÏÁÀ ÍÖËÉÀ. ÌÀÛÀÓÀÃÀÌÄ, ÛÉÂÍÉÈ ÄÓ ÓáÅÀÏÁÀ
ÅÄÒ ÌÉÉÙÄÁÓ ÅÄÒÝ ÃÀÃÄÁÉÈ ÃÀ ÅÄÒÝ ÖÀÒÚÏ×ÉÈ ÌÍÉÛÅÍÄËÏÁÀÓ.
ÀÌÂÅÀÒÀÃ, ÄÓ ÓáÅÀÏÁÀ ÍÖËÉÀ D-ÛÉ.

ÒÏÂÏÒÝ ÅÍÀáÄÈ, C-ÆÄÝ ÍÖËÉÀ ÄÓ ÓáÅÀÏÁÀ.
ÌÀÛÀÓÀÃÀÌÄ, ÄÓ ÓáÅÀÏÁÀ ÍÖËÉÀ D-ÆÄ ÀÍÖ ω1(r, x) = ω(r, x)-Ó

ÚÅÄËÀ r ∈ [0, 1]-ÉÓÈÅÉÓ ÃÀ ÚÅÄËÀ x ∈ (−∞,+∞)-ÉÓÈÅÉÓ.
ÀÌÒÉÂÀÃ, ω1(z) = ω(z) ÚÅÄËÀ z ∈ D ßÄÒÔÉËÆÄ. ÈÄÏÒÄÌÀ ÃÀÌÔ-

ÊÉÝÄÁÖËÉÀ.
2. ÒÀÃÂÀÍ ÃÉÒÉäËÄÓ ÐÒÏÁËÄÌÉÓ ÂÀÃÀÌàÒÄËÉ ω(r, x) ×ÖÍØ-

ÝÉÀ, ÒÏÌÄËÉÝ ÌÏÝÄÌÖËÉÀ (2) ÔÏËÏÁÉÈ, ßÀÒÌÏÀÃÂÄÍÓ ÜÀÊÄÔÉË
D ßÒÄÆÄ ÖßÚÅÄÔ ×ÖÍØÝÉÀÓ, ÀÌÉÔÏÌ ω(r, x) ×ÖÍØÝÉÀ ÈÀÍÀÁÒÀÃ
ÖßÚÅÄÔÉÀ D-ÆÄ ÃÀ, ÌÀÛÀÓÀÃÀÌÄ, D-ÛÉÝ. ÀÌÉÔÏÌ ÂÅÀØÅÓ

ßÉÍÀÃÀÃÄÁÀ 13.3. ÄÒÈÄÖËÏÅÀÍ C ßÒÄßÉÒÆÄ ÖßÚÅÄÔÉ ×ÖÍØÝÉÉÓ ÐÖ-
ÀÓÏÍÉÓ ÉÍÔÄÂÒÀËÉ ÈÀÍÀÁÒÀÃ ÖßÚÅÄÔÉÀ ÄÒÈÄÖËÏÅÀÍ ÙÉÀ D ßÒÄÛÉ.

ÌÀÒÈÄÁÖËÉÀ ÛÄÁÒÖÍÄÁÖËÉ



14. ÐÖÀÓÏÍÉÓ ÉÍÔÄÂÒÀËÉÓ ßÀÒÌÏÄÁÖËÉÓ ÆÙÅÀÒÉ 201

ßÉÍÀÃÀÃÄÁÀ 13.4. ÈÖ ÐÖÀÓÏÍÉÓ ÉÍÔÄÂÒÀËÉ ÈÀÍÀÁÒÀÃ ÖßÚÅÄÔÉÀ ÄÒ-
ÈÄÖËÏÅÀÍ ÙÉÀ D ßÒÄÛÉ, ÌÀÛÉÍ ÛÄÓÀÞËÄÁÄËÉÀ ÀÌ ÉÍÔÄÂÒÀËÉÓ
ÖßÚÅÄÔÀÃ ÂÀÂÒÞÄËÄÁÀ D-ÆÄ. ÌÀÛÀÓÀÃÀÌÄ, ÀÓÄÈ ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉ ÐÖ-
ÀÓÏÍÉÓ ÉÍÔÄÂÒÀËÉ ßÀÒÌÏÀÃÂÄÍÓ (−∞,+∞)-ÆÄ ÖßÚÅÄÔÉ ÃÀ 2π
ÐÄÒÉÏÃÖËÉ ×ÖÍØÝÉÉÓ ÐÖÀÓÏÍÉÓ ÉÍÔÄÂÒÀËÓ.

ÀÌ ßÉÍÀÃÀÃÄÁÀÈÀ ÞÀËÉÈ ÂÅÀØÅÓ

ÈÄÏÒÄÌÀ 13.5. ÐÖÀÓÏÍÉÓ ÉÍÔÄÂÒÀËÉÓ ÖßÚÅÄÔÉ ÂÀÂÒÞÄËÄÁÀ ÒÏÌ ÛÄ-
ÉÞËÄÁÏÃÄÓ ÙÉÀ D ßÒÉÃÀÍ ÜÀÊÄÔÉË D ßÒÄÆÄ, ÀÖÝÉËÄÁÄËÉ ÃÀ
ÓÀÊÌÀÒÉÓÉÀ ÀÌ ÉÍÔÄÂÒÀËÉÓ ÈÀÍÀÁÒÀÃ ÖßÚÅÄÔÏÁÀ D-ÛÉ.

ßÉÍÀÃÀÃÄÁÀ 13.4 ÊÉ ÀÒÉÓ ÛÄÌÃÄÂÉ ÈÄÏÒÄÌÉÓ ÊÄÒÞÏ ÛÄÌÈáÅÄÅÀ.

ÈÄÏÒÄÌÀ 13.6 ([21], ÂÅ, 290). ÈÖ ÀÒÀÜÀÊÄÔÉË A ÓÉÌÒÀÅËÄÆÄ ÂÀÍÓÀ-
ÆÙÅÒÖËÉ f ×ÖÍØÝÉÀ ÈÀÍÀÁÒÀÃ ÖßÚÅÄÔÉÀ A-ÆÄ, ÌÀÛÉÍ ÀÒÓÄÁÏÁÓ

f-ÉÓ ÉÓÄÈÉ ÄÒÈÀÃÄÒÈÉ ÂÀÂÒÞÄËÄÁÀ A ÓÉÌÒÀÅËÉÃÀÍ A/A ÓÉÌÒÀ-
ÅËÄÆÄ, ÒÏÌ ÀÓÄ ÌÉÙÄÁÖËÉ ×ÖÍØÝÉÀ ÖßÚÅÄÔÉÀ A-ÆÄ.

ÀÃÅÉËÉ ÌÉÓÀáÅÄÃÒÉÀ, ÒÏÌ 13.5 ÈÄÏÒÄÌÀ ÄÊÅÉÅÀËÄÍÔÖÒÉÀ ÛÄÌ-
ÃÄÂÉ ÈÄÏÒÄÌÉÓ.

ÈÄÏÒÄÌÀ 13.7. ÐÖÀÓÏÍÉÓ ÉÍÔÄÂÒÀËÉÈ ÌÏÝÄÌÖËÉ äÀÒÌÏÍÉÖËÉ ×Ö-
ÍØÝÉÉÓ ÆÙÅÀÒÉ ÄÒÈÄÖËÏÅÀÍ ßÒÄßÉÒÆÄ ÉØÍÄÁÀ ÀÌ ßÒÄßÉÒÉÓ ÌÉÌÀ-
ÒÈ (ÂÀÓßÅÒÉÅ) ÖßÚÅÄÔÉ, ÒÏÝÀ ÄÓ ÉÍÔÄÂÒÀËÉ ÈÀÍÀÁÒÀÃ ÖßÚÅÄÔÉÀ
ÄÒÈÄÖËÏÅÀÍ ÙÉÀ ßÒÄÛÉ.

14 ÐÖÀÓÏÍÉÓ ÉÍÔÄÂÒÀËÉÓ ßÀÒÌÏÄÁÖËÉÓ ÆÙÅÀÒÉ

§12-ÛÉ ÜÅÄÍ ÃÀÅÀÃÂÉÍÄÈ, ÒÏÌ ÐÖÀÓÏÍÉÓ f(r, x) ÉÍÔÄÂÒÀËÓ
ÂÀÀÜÍÉÀ f(x0) ÆÙÅÀÒÉ (1, x0) ßÄÒÔÉËÆÄ, ÒÏÝÀ f ×ÖÍØÝÉÀ ÖßÚÅÄÔÉÀ
ÀÌ x0 ßÄÒÔÉËÆÄ ÀÍÖ ÀÃÂÉËÉ ÀØÅÓ ÔÏËÏÁÀÓ

lim
(r,x)→(1,x0)

f(r, x) = f(x0). (1)

ÐÖÀÓÏÍÉÓ ÉÍÔÄÂÒÀËÓ, ÒÏÂÏÒÝ ÙÉÀ ÄÒÈÄÖËÏÅÀÍ ßÒÄÛÉ äÀÒ-
ÌÏÍÉÖËÉ ×ÖÍØÝÉÀÓ (Éá.§11) ÂÀÀÜÍÉÀ ÊÄÒÞÏ ßÀÒÌÏÄÁÖËÉ ∂

∂xf(r, x)
ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ 2π ÐÄÒÉÏÃÖËÉ ÃÀ [−π, π] ÓÄÂÌÄÍÔÆÄ ãÀÌÄÁÀÃÉ f ×Ö-
ÍØÝÉÉÓÈÅÉÓ. ÜÅÄÍÉ ÌÉÆÀÍÉÀ ÃÀÅÀÃÂÉÍÏÈ ÊÀÅÛÉÒÉ ÀÌ ÊÄÒÞÏ ßÀÒ-
ÌÏÄÁÖËÉÓ ÆÙÅÀÒÓÀ ÃÀ f ×ÖÍØÝÉÉÓ ßÀÒÌÏÄÁÖËÓ ÛÏÒÉÓ. ÀÌÀÓÈÀÍ
ÃÀÊÀÅÛÉÒÄÁÉÈ ÌÀÒÈÄÁÖËÉÀ
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ÈÄÏÒÄÌÀ 14.1 (×ÀÔÖ, [37]; [7], ÂÅ. 156). ÈÖ f ×ÖÍØÝÉÀÓ ÓÀÓÒÖËÉ
ßÀÒÌÏÄÁÖËÉ ÂÀÀÜÍÉÀ ÒÀÉÌÄ (a, b) ÉÍÔÄÒÅÀËÛÉ ÃÀ ÈÖ ÄÓ ßÀÒ-
ÌÏÄÁÖËÉ ÖßÚÅÄÔÉÀ (a, b)-Ó ÛÉÂÀ ÒÏÌÄËÉÌÄ x0 ßÄÒÔÉËÆÄ, ÌÀÛÉÍ
f ′(x0) ßÀÒÌÏÀÃÂÄÍÓ ÊÄÒÞÏ

∂
∂xf(r, x) ßÀÒÌÏÄÁÖËÉÓ ÆÙÅÀÒÓ (1, x0)

ßÄÒÔÉËÆÄ ÀÍÖ ÀÃÂÉËÉ ÀØÅÓ ÔÏËÏÁÀÓ

lim
(r,x)→(1,x0)

∂

∂x
f(r, x) = f ′(x0), (2)

ÒÏÌËÉÓ ÊÄÒÞÏ ÛÄÌÈáÅÄÅÀÀ ÒÀÃÉÀËÖÒÉ ÆÙÅÀÒÉ

lim
r→1−

( ∂

∂x
f(r, x)

)
(x0) = f ′(x0). (3)

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÒÏÂÏÒÝ ÅÉÝÉÈ, f ×ÖÍØÝÉÉÓ ÐÖÀÓÏÍÉÓ ÉÍÔÄÂÒÀËÓ
ÀØÅÓ ÓÀáÄ (Éá.§12)

f(r, x) =
1

π

π∫
−π

f(t)P (r, x− t)dt, (4)

ÓÀÃÀÝ ÐÖÀÓÏÍÉÓ ÂÖËÉ

P (r, u) =
1

2
· 1− r2

1− 2r cosu+ r2
, −π ≤ u ≤ π, 0 ≤ r < 1.

ÀØÄÃÀÍ
∂

∂u
P (r, u) = − 2r(1− r2) sinu

[1− 2r cosu+ r2]2
(5)

ÃÀ ∣∣∣ ∂
∂u
P (r, u)

∣∣∣ ≤ 4(1− r)

[1− 2r cosu+ r2]2
. (6)

ÌÀÂÒÀÌ [−π, π]-ÆÄ, 1− 2r cosu+ r2 ≥ 1− 2r + r2 = (1− r)2. ÀÌÉÔÏÌ∣∣∣ ∂
∂u
P (r, u)

∣∣∣ ≤ 4(1− r)

(1− r)4
=

4

(1− r)3
, 0 ≤ r < 1. (7)

(7) ÛÄ×ÀÓÄÁÉÓ ÓÀ×ÖÞÅÄËÆÄ ÛÄÂÅÉÞËÉÀ ÂÀÌÏÅÉÚÄÍÏÈ ÉÍÔÄÂÒÀËÉÓ
ÐÀÒÀÌÄÔÒÉÈ ÂÀßÀÒÌÏÄÁÉÓ ßÄÓÉ4 ÃÀ ÂÅÄØÍÄÁÀ ÔÏËÏÁÀ:

∂

∂x
f(r, x) =

1

π

π∫
−π

f(t)
∂

∂x
P (r, x− t)dt. (8)

4ÈÖ ÊÄÒÞÏ ßÀÒÌÏÄÁÖËÉ ∂
∂x
ϕ(t, x) ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉÀ Q = [a ≤ t ≤ b, c ≤ x ≤ d]

ÌÀÒÈÊÖÈáÄÃÆÄ ÃÀ ψ(t) ×ÖÍØÝÉÀ ãÀÌÄÁÀÃÉÀ [a, b]-ÆÄ, ÌÀÛÉÍ ÀÃÂÉËÉ ÀØÅÓ ÔÏËÏÁÀÓ
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ÂÀÒÃÀ ÀÌÉÓÀ,

∂

∂x
P (r, x− t) =

∂

∂u
P (r, u), u = x− t. (9)

ÒÀÃÂÀÍ x0 ÀÒÉÓ (a, b) ÉÍÔÄÒÅÀËÉÓ ÛÉÂÀ ßÄÒÔÉËÉ ÃÀ ßÀÒ-
ÌÏÄÁÖËÉ f ′ ÖßÚÅÄÔÉÀ x0 ßÄÒÔÉËÆÄ, ÀÌÉÔÏÌ ÀÒÓÄÁÏÁÓ ÉÓÄÈÉ
δ > 0 ÒÉÝáÅÉ, ÒÏÌ (x0 − δ, x0 + δ) ⊂ (a, b) ÃÀ f ′ ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉÀ
(x0 − δ, x0 + δ) ÉÍÔÄÒÅÀËÆÄ: |f ′(x)| < M , ÒÏÝÀ x0 − δ < x < x0 + δ.

ÀÌÉÓ ÛÄÌÃÄÂ ÅÉÂÖËÉÓáÌÏÈ x ∈ (x0−δ/2, x0+δ/2) ÃÀ ÉÍÔÄÂÒÀËÉ
(8) ÔÏËÏÁÀÛÉ ÃÀÅÛÀËÏÈ I1(r, x) ÃÀ I2(r, x) ÉÍÔÄÂÒÀËÄÁÉÓ ãÀÌÀÃ
ÉÍÔÄÒÅÀËÄÁÆÄ (x0−δ, x0+δ) ÃÀ [−π, π]\(x0−δ, x0+δ) ÛÄÓÀÁÀÌÉÓÀÃ.

I2(r, x)-ÛÉ |x− t| ≥ δ
2 ÃÀ (6) ÖÔÏËÏÁÉÓ ÌÉÌÀÒÈ ÔÏËÏÁÉÓ

min
δ≤|u|≤π
0≤r<1

(1− 2r cosu+ r2) = sin2 δ (10)

ÂÀÌÏÚÄÍÄÁÉÈ (Éá.§10, (14) ÔÏËÏÁÀ) ÌÉÅÉÙÄÁÈ ÛÄ×ÀÓÄÁÀÓ:∣∣∣ ∂
∂u
P (r, u)

∣∣∣ ≤ 4(1− r)

sin4 δ/2
→ 0, ÒÏÝÀ r → 1−, δ ≤ |u| ≤ π, (11)

ÒÏÌÄËÓÀÝ ÀÃÂÉËÉ ÀÒ ÀØÅÓ ×ÄÉÄÒÉÓ ÂÖËÉÓÈÅÉÓ.
ÀÌÒÉÂÀÃ, ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ x ∈ (x0 − δ/2, x0 + δ/2)-ÉÓÈÅÉÓ ÃÀ ÚÏÅÄËÉ

r ∈ [0, 1)-ÉÓÈÅÉÓ ÌÀÒÈÄÁÖËÉÀ ÖÔÏËÏÁÀ, (9) ÔÏËÏÁÉÓ ÃÀ (11)-ÉÓ
ÂÀÌÏ, ∣∣∣ ∂

∂x
P (r, x− t)

∣∣∣ ≤ 4(1− r)

sin4 δ/2
, ÒÏÝÀ |x− t| ≥ δ

2
, (12)

ÃÀ ÀÌÉÔÏÌ

|I2(r, x)| ≤
1

π
· 4(1− r)

sin4 δ/2

π∫
−π

|f(t)|dt, x ∈ (x0 − δ/2, x0 + δ/2). (13)

([38], ÂÅ. 356)

∂

∂x

b∫
a

ψ(t)ϕ(t, x)dt =

b∫
a

ψ(t)
∂

∂x
ϕ(t, x)dt.

ÜÅÄÍÓ ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉ a = c = −π, b = d = π, ϕ(t, x) = P (r, x− t) (r ×ÉØÓÉÒÄÁÖËÉÀ),

ψ = f ÃÀ ×ÉØÓÉÒÄÁÖËÉ r-ÉÓÈÅÉÓ ÊÄÒÞÏ ßÀÒÌÏÄÁÖËÉ ∂
∂x
P (r, x − t) ÛÄÌÏÓÀÆÙÅ-

ÒÖËÉÀ (9) ÔÏËÏÁÉÓÀ ÃÀ (7) ÖÔÏËÏÁÉÓ ÞÀËÉÈ.
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ÛÄÌÃÄÂ, I1(r, x) ÉÍÔÄÂÒÀËÉÓÈÅÉÓ ÂÀÌÏÅÉÚÄÍÏÈ ÔÏËÏÁÀ:

∂

∂x
P (r, x− t) = − ∂

∂t
P (r, x− t), 0 ≤ r < 1 (14)

ÃÀ ÌÏÅÀáÃÉÍÏÈ ÍÀßÉËÏÁÉÈÉ ÉÍÔÄÂÒÄÁÀ, ÌÉÅÉÙÄÁÈ:

I1(r, x) = − 1

π

x0+δ∫
x0−δ

f(t)
∂

∂t
P (r, x− t)dt = − 1

π
f(t)P (r, x− t)

∣∣∣t=x0+δ

t=x0−δ
+

+
1

π

x0+δ∫
x0−δ

f ′(t)P (r, x− t)dt. (15)

ÈÖ ÛÄÌÏÅÉÙÄÁÈ ÃÀÌáÌÀÒÄ ×ÖÍØÝÉÀÓ F (t) = f ′(t), ÒÏÝÀ t ∈
(x0 − δ, x0 + δ) ÃÀ F (t) = 0, ÒÏÝÀ t∈(x0 − δ, x0 + δ), ÌÀÛÉÍ §12-ÃÀÍ
ÔÏËÏÁÀ (1)-ÉÓ ÞÀËÉÈ ÂÅÄØÍÄÁÀ:

lim
(r,x)→(1,x0)

1

π

x0+δ∫
x0−δ

f ′(t)P (r, x− t)dt = f ′(x0). (16)

ÂÀÒÃÀ ÀÌÉÓÀ, ∣∣∣− 1

π
f(t)P (r, x− t)

∣∣∣t=x0+δ

t=x−δ
≤

≤ M

π

[
|P (r, x− (x0 + δ))|+ |P (r, x− (x0 − δ))|

]
. (17)

ÒÀÃÂÀÍ |x− (x0 + δ)| ≥ δ/2 ÃÀ |x− (x0 − δ)| ≥ δ/2, ÀÌÉÔÏÌ §10-ÃÀÍ
(13) ÖÔÏËÏÁÉÓ ÞÀËÉÈ

|P (r, x− (x0+ δ))| ≤
1− r2

2 sin2 δ/2
, |P (r, x− (x0− δ))| ≤

1− r2

2 sin2 δ/2
. (18)

ÔÏËÏÁÀ (2) ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄÏÁÓ (13), (17), (18) ÖÔÏËÏÁÄÁÉÃÀÍ ÃÀ
(15), (16) ÔÏËÏÁÄÁÉÃÀÍ. ÈÄÏÒÄÌÀ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉÀ.

15 ÊÖÈáÖÒÉ(ÀÒÀÌáÄÁÉÈÉ) ÌÉÓßÒÀ×ÄÁÉÓ ÃÀáÀÓÉÀÈÄÁÀ

ÊÖÈáÖÒÉ (ÀÒÀÌáÄÁÉÈÉ) ÆÙÅÒÉÓ ÝÍÄÁÀ 15.1. ÄÒÈÄÖËÏÅÀÍ ÙÉÀ D ßÒÄ-
ÛÉ |z| < 1 ÀÅÉÙÏÈ ÖÓÀÓÒÖËÏ ÒÀÉÌÄ E ÓÉÌÒÀÅËÄ, ÒÏÌÄËÓÀÝ C
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ßÒÄßÉÒÆÄ |z| = 1 ÂÀÀÜÍÉÀ ÃÀÂÒÏÅÄÁÉÓ ÒÀÉÌÄ eix0 ßÄÒÔÉËÉ. D
ßÒÄÛÉ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖËÉ ÒÀÉÌÄ ψ ×ÖÍØÝÉÉÓ ÆÙÅÀÒÉ eix0 ßÄÒÔÉËÆÄ
E ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ÂÀÓßÅÒÉÅ ÄßÏÃÄÁÀ ÆÙÅÀÒÓ

lim
z→eix0

z∈E

ψ(z), (1)

ÒÏÝÀ ÄÓ ÆÙÅÀÒÉ ÀÒÓÄÁÏÁÓ ÓÀÓÒÖËÉ ÀÍ ÖÓÀÓÒÖËÏ.

ÈÖ E ÀÒÉÓ eix0 ßÄÒÔÉËÆÄ ÂÀÌÀÅÀËÉ ÒÀÃÉÖÓÉ, ØÏÒÃÀ ÀÍ ÓáÅÀ
ÒÀÉÌÄ ßÉÒÉ, ÌÀÛÉÍ ËÀÐÀÒÀÊÏÁÄÍ ψ ×ÖÍØÝÉÉÓ ÒÀÃÉÀËÖÒ, ØÏÒÃÖË
ÀÍ ßÉÒÉÈ ÆÙÅÀÒÆÄ eix0 ßÄÒÔÉËÆÄ ÛÄÓÀÁÀÌÉÓÀÃ.

ÀáËÀ ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ ÊÖÈáÖÒÉ ÆÙÅÒÉÓ ÝÍÄÁÀ. ÆÄÌÏÈ ÀÙÍÉÛÍÖË
E ÓÉÌÒÀÅËÄÃ ÌÉÅÉÙÏÈ eix0 ßÄÒÔÉËÉÃÀÍ ÂÀÌÏÌÀÅÀËÉ ÏÒÉ ØÏÒÃÉÓ
ÌÉÄÒ ÛÄÃÂÄÍÉËÉ 2θ ÂÀÛËÉËÏÁÉÓ ÊÖÈáÄ, ÓÉÌÁÏËÖÒÀÃ Vθ(x0), ÒÏ-
ÌËÉÓÈÅÉÓÀÝ ÁÉÓÄØÔÒÉÓÀÓ ßÀÒÌÏÀÃÂÄÍÓ eix0 ßÄÒÔÉËÆÄ ÂÀÌÀÅÀËÉ
ÒÀÃÉÖÓÉ ÃÀ 0 < θ < π

2 .
ÈÖÊÉ ÀÒÓÄÁÏÁÓ ψ ×ÖÍØÝÉÉÓ ÆÙÅÀÒÉ eix0 ßÄÒÔÉËÆÄ Vθ(x0)

ÊÖÈáÉÓ ÂÀÓßÅÒÉÅ, ÓÉÌÁÏËÖÒÀÃ,

lim
z→eix0

z∈Vθ(x0)

ψ(z) = A(x0) (2)

ÃÀ A(x0) ÀÒÀÀ ÃÀÌÏÊÉÃÄÁÖËÉ θ-ÆÄ, 0 < θ < π
2 , ÌÀÛÉÍ ÀÌÁÏÁÄÍ, ÒÏÌ

ψ ×ÖÍØÝÉÀÓ eix0 ßÄÒÔÉËÆÄ ÂÀÀÜÍÉÀ ÊÖÈáÖÒÉ A(x0) ÆÙÅÀÒÉ ÃÀ
ßÄÒÄÍ

lim
z

∧→eix0

ψ(z) = A(x0). (3)

ÖÒÈÉÄÒÈÄÊÅÉÅÀËÄÍÔÖÒÉ (2) ÃÀ (3) ÔÏËÏÁÄÁÉ ÍÉÛÍÀÅÓ, ÒÏÌ
ψ(z) ÌÍÉÛÅÍÄËÏÁÄÁÉÓ ÓßÒÀ×ÅÀÓ A(x0)-ÓÊÄÍ ÀÃÂÉËÉ ÀØÅÓ ÚÏÅÄËÉ
×ÉØÓÉÒÄÁÖËÉ Vθ(x0), 0 < θ < π

2 , ÊÖÈáÉÓ ÂÀÓßÅÒÉÅ z ßÄÒÔÉËÉÓ
ÓßÒÀ×ÅÉÓÀÓ eix0 ßÄÒÔÉËÉÓÊÄÍ. ÄÓ ÖÊÀÍÀÓÊÍÄËÉ ÊÉ ÍÉÛÍÀÅÓ, ÒÏÌ
Vθ(x0) ÊÖÈáÄÛÉ ÌÃÄÁÀÒÄ z ßÄÒÔÉËÉ ÓÀÊÌÀÒÉÓÀÃ ÀáËÏÓ ÖÍÃÀ ÉÚÏÓ
eix0 ßÄÒÔÉËÈÀÍ.

ÚÅÄËÀ×ÄÒÉ ÄÓ ÛÄÉÞËÄÁÀ ÂÀÌÏÉÈØÅÀÓ ÀÓÄ: ψ(z) ÌÍÉÛÅÍÄËÏÁÄÁÉ
ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÀÃ ÀáËÏÓÀÀ A(x0)-ÈÀÍ, ÒÏÝÀ z ÉÌÚÏ×ÄÁÀ Vθ(x0) ÊÖÈáÉÓÀ
ÃÀ ÉÌ ßÒÉÓ ÈÀÍÀÊÅÄÈÀÛÉ, ÒÏÌËÉÓ ÝÄÍÔÒÉÀ eix0 ÃÀ ÒÀÃÉÖÓÉ ÊÉ
ÓÀÊÌÀÒÉÓÀÃ ÌÝÉÒÄ. ÀØÄÃÀÍ ÜÀÍÓ, ÒÏÌ ÖÊÀÍÀÓÊÍÄËÉ ßÒÉÓ ÒÀÃÉÖÓÀÃ
ÛÄÉÞËÄÁÀ ÈÀÅÉÃÀÍÅÄ ÅÉÂÖËÉÓáÌÏÈ ÒÉÝáÅÉ cos θ, 0 < θ < π

2 .
ÌÀÛÀÓÀÃÀÌÄ, z ßÄÒÔÉËÉ ÄÊÖÈÅÍÉÓ Vθ(x0) ÊÖÈáÉÓÀ ÃÀ |z−eix0 | <

cos θ ßÒÉÓ ÈÀÍÀÊÅÄÈÀÓ ÃÀ ÄÓ ÈÀÍÀÊÅÄÈÀ ÀÙÅÍÉÛÍÏÈ Vθ,cos θ(x0)
ÓÉÌÁÏËÏÈÉ.
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ÀÌÒÉÂÀÃ, z ßÄÒÔÉËÉ ÉÓßÒÀ×ÅÉÓ eix0 ßÄÒÔÉËÉÓÊÄÍ ÉÓÄ, ÒÏÌ
ÌÖÃÌÉÅÀÃ ÒÜÄÁÀ Vθ,cos θ(x0) ÓÉÌÒÀÅËÄÛÉ, 0 < θ < π

2 .
ÀÌÉÔÏÌ ÔÏËÏÁÀ (2) ÂÀáÃÄÁÀ Ö×ÒÏ ÉÍ×ÏÒÌÀÝÉÖËÉ, ÈÖ ÌÀÓ

ÜÀÅßÄÒÈ ÛÄÌÃÄÂÉ ÓÀáÉÈ:

lim
z→eix0

z∈Vθ,cos θ(x0)

ψ(z) = A, (4)

ÒÏÌÄËÉÝ Ö×ÒÏ ÂÀÌàÅÉÒÅÀËÄÓ áÃÉÓ (3) ÜÀÍÀßÄÒÓ.
ÀØÄÃÀÍ ÜÀÍÓ, ÒÏÌ A(x0) ÉØÍÄÁÀ ψ ×ÖÍØÝÉÉÓ ÊÖÈáÖÒÉ ÆÙÅÀÒÉ

eix0 ßÄÒÔÉËÆÄ ÌÀÛÉÍ ÃÀ ÌáÏËÏÃ ÌÀÛÉÍ, ÒÏÝÀ (4) ÔÏËÏÁÀ ÛÄ-
ÓÒÖËÄÁÖËÉÀ π-ÆÄ ÍÀÊËÄÁÉ ÂÀÛËÉËÏÁÉÓ ÚÅÄËÀ ÉÌ ÊÖÈáÉÓÈÅÉÓ,
ÒÏÌËÉÓÈÅÉÓÀÝ [0, eix0 ] ÌÏÍÀÊÅÄÈÉ-ÒÀÃÉÖÓÉ ÀÒÉÓ ÁÉÓÄØÔÒÉÓÀ.

áÛÉÒÀÃ ÊÖÈáÖÒÉ ÆÙÅÒÉÓ ÍÀÝÅËÀÃ ÀÌÁÏÁÄÍ ÀÒÀÌáÄÁÉÈ ÆÙÅÀÒÓ
ÉÌÉÓ áÀÆÂÀÓÀÓÌÄËÀÃ, ÒÏÌ eix0 ßÄÒÔÉËÉÓÊÄÍ ÓßÒÀ×ÅÉÓÀÓ z = reix

ßÄÒÔÉËÄÁÉ ÄÊÖÈÅÍÉÓ 2θ ÂÀÛËÉËÏÁÉÓ, 0 < θ < π
2 , ÊÖÈáÄÓ ßÅÄ-

ÒÏÈÉ eix0 ßÄÒÔÉËÆÄ, ÒÏÌËÉÓ ÁÉÓÄØÔÒÉÓÀÓ ßÀÒÌÏÀÃÂÄÍÓ eix0

ßÄÒÔÉËÆÄ ÂÀÌÀÅÀËÉ ÒÀÃÉÖÓÉ.
D-ÛÉ ÀÙÄÁÖËÉ ÖÓÀÓÒÖËÏ ÒÀÉÌÄ E ÓÉÌÒÀÅËÄ ÉØÍÄÁÀ C ßÒÄ-

ßÉÒÉÓÀÃÌÉ ÌáÄÁÉ ÓÉÌÒÀÅËÄ eix0 ßÄÒÔÉËÆÄ, ÈÖ eix0 ßÄÒÔÉËÉÃÀÍ
ÂÀÌÏÓÖËÉ ÚÏÅÄËÉ ÏÒÉ ØÏÒÃÉÈ ÛÄÃÂÄÍÉËÉ ÊÖÈáÉÓ ÂÀÒÄÈ ÒÜÄ-
ÁÀ E ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ÖÓÀÓÒÖËÏ ÓÉÌÒÀÅËÄ reix ßÄÒÔÉËÄÁÉÓÀ, eix0

ßÄÒÔÉËÉÓ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒ ÓÉÀáËÏÅÄÓ.
ÌÀÂÀËÉÈÀÃ, |z| = 1 ßÒÄßÉÒÉÓÀÃÌÉ (1; 0) ßÄÒÔÉËÆÄ ÌáÄÁÉ ÓÉ-

ÌÒÀÅËÄÀ ßÒÄßÉÒÉ
∣∣∣z − 1

2

∣∣∣ = 1
2 ÃÀ, ÀÂÒÄÈÅÄ, ÀÌ ßÒÄßÉÒÄÁÓ ÛÏÒÉÓ

ÌÏØÝÄÖËÉ ÓÉÌÒÀÅËÄÝ.

ßÄÒÔÉËÉÓ ÊÖÈáÖÒÉ (ÀÒÀÌáÄÁÉÈÉ) ÌÉÓßÒÀ×ÄÁÉÓ ÐÉÒÏÁÄÁÉ 15.2. ÛÄ-
ÌÃÂÏÌÛÉ ÖÌÄÔÄÓÀÃ ËÀÐÀÒÀÊÉ ÂÅÄØÍÄÁÀ ÊÖÈáÖÒÉ (ÀÒÀÌáÄÁÉÈÉ) ÆÙÅ-
ÒÉÓ ÀÒÓÄÁÏÁÉÓ ÛÄÓÀáÄÁ. ÀÌÉÔÏÌ ãÄÒ ÖÍÃÀ ÃÀÅÀÃÂÉÍÏÈ ßÄÒÔÉËÉÓ
ÀÒÀÌáÄÁÉÈÉ (ÊÖÈáÖÒÉ) ÌÉÓßÒÀ×ÄÁÉÓ ÂÀÍÌÓÀÆÙÅÒÄËÉ ÐÉÒÏÁÀ. ÀÓÄ-
ÈÉ ÜÅÄÍ ÂÅÄØÍÄÁÀ ÏÒÉ ÐÉÒÏÁÀ: ÌÉÌÓßÒÀ×É z = reix ßÄÒÔÉËÉÓ
ÌÄÛÅÄÏÁÉÈ ÃÀ ÀÌ ßÄÒÔÉËÉÓ x ÀÒÂÖÌÄÍÔÉÈ.

ÆÏÂÀÃÏÁÉÓ ÛÄÖÆÙÖÃÀÅÀÃ ÛÄÂÅÉÞËÉÀ ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ ÄÒÈÄÖËÏ-
ÅÀÍÉ ÙÉÀ D ßÒÉÓ z ßÄÒÔÉËÉÓ ÊÖÈáÖÒÉ ÌÉÓßÒÀ×ÄÁÀ P (1; 0) ßÄÒ-
ÔÉËÉÓÊÄÍ. ÄÓ ÍÉÛÍÀÅÓ, ÒÏÌ z ∈ D ÉÓßÒÀ×ÅÉÓ P (1; 0) ßÄÒÔÉËÉÓÊÄÍ
ÉÓÄ, ÒÏÌ z ÌÖÃÌÉÅÀÃ ÒÜÄÁÀ Vθ,cos θ(0) ÓÉÌÒÀÅËÄÛÉ, ÒÏÌËÉÓ ÁÉÓÄØÔ-
ÒÉÓÀÀ PD ÃÉÀÌÄÔÒÉ. ÍÀáÀÆÆÄ 2θ ÂÀÛËÉËÏÁÉÓ ÊÖÈáÉÓ ÛÄÌØÌÍÄËÉ
ØÏÒÃÄÁÉÀ PM , PN ÃÀ ÃÀÛÔÒÉáÖËÉÀ Vθ,cos θ(0) ÓÉÌÒÀÅËÄ, ÒÏÌ-
ËÉÓ ÂÀÓßÅÒÉÅÀÝ ÌÉÉÓßÒÀ×ÅÉÓ z-ÉÓ ÛÄÓÀÁÀÌÉÓÉ B ßÄÒÔÉËÉ P (1; 0)
ßÄÒÔÉËÉÓÊÄÍ.
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ÍÀá. 8

ÓÊÏËÉÓ ÂÄÏÌÄÔÒÉÉÃÀÍ ÊÀÒÂÀÃ ÝÍÏÁÉËÉ ÄÒÈ-ÄÒÈÉ ÈÄÏÒÄÌÉÓ
ÈÀÍÀáÌÀÃ-ßÒÉÓ ÂÀÒÄÈ ÌÃÄÁÀÒÄ ßÄÒÔÉËÉÃÀÍ ßÒÉÓÀÃÌÉ ÂÀÅËÄÁÖ-
ËÉ ÚÏÅÄËÉ ÌÊÅÄÈÉÓ ÍÀÌÒÀÅËÉ ÈÀÅÉÓÓÀÅÄ ÂÀÒÄ ÍÀßÉËÆÄ ÄÒÈÉ-
ÃÀÉÂÉÅÄ ÒÉÝáÅÉÀ ÃÀ ÖÃÒÉÓ ÀÌÀÅÄ ßÄÒÔÉËÉÃÀÍ ÉÌÀÅÄ ßÒÉÓÀÃÌÉ
ÂÀÅËÄÁÖËÉ ÌáÄÁÉÓ ÊÅÀÃÒÀÔÓ−ÂÅÀØÅÓ ÔÏËÏÁÀ PB ·PB′ = PL·PC ′

ÀÍÖ PB
PL = PC′

PB′ , ÌÀÂÒÀÌ
PB
PL = |1−z|

1−|z| ÃÀ
PC′

PB′ <
PD
PB′ <

PD
PE < PD

PF =
2·OP
PF = 2 OP

OP cos θ = 2
cos θ . ÀÌÉÔÏÌ

|1−z|
1−|z| <

2
cos θ ÀÍÖ |1−z| < 2

cos θ (1−|z|).
ÄÓ ÖÊÀÍÀÓÊÍÄËÉ ÜÀÉßÄÒÄÁÀ ÓÀáÉÈ

|1− z| < C(1− |z|), (5)

ÓÀÃÀÝ ÛÄÌÏÙÄÁÖËÉÀ ÀÙÍÉÛÅÍÀ C = 2/ cos θ, 0 < θ < π
2 .

ÀÛÊÀÒÀÀ, ÒÏÌ C ÃÀÌÏÊÉÃÄÁÖËÉÀ θ-ÆÄ, ÌÀÂÒÀÌ ÀÌÉÓ ÛÄÓÀáÄÁ
ÌÉÍÉÛÍÄÁÀ ÀÒ ÀÒÉÓ. ÓÀØÌÄ ÉÓÀÀ, ÒÏÌ ÊÖÈáÖÒÉ ÆÙÅÒÉÓ ÀÒÓÄÁÏÁÉÓ
ÛÄÓÀáÄÁ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ ×ÀØÔÉÓ ÃÀÃÂÄÍÉÓ ÐÒÏÝÄÓÛÉ π-ÆÄ ÍÀÊËÄÁÉ
ÂÀÛËÉËÏÁÉÓ 2θ ÊÖÈáÄ ×ÉØÓÉÒÄÁÖËÉÀ ÃÀ ÉÌ ÌÓãÄËÏÁÀÛÉ C ÌÖ-
ÃÌÉÅÉÀ.

ÀÍÀËÏÂÉÖÒ ÌÃÂÏÌÀÒÄÏÁÀÓÈÀÍ ÂÅÀØÅÓ ÓÀØÌÄ ØÅÄÌÏÈ ÃÀÌÔÊÉÝÄ-
ÁÖË (9) ÐÉÒÏÁÀÛÉ ÌÏÍÀßÉËÄ K ÌÖÃÌÉÅÉÓ ÌÉÌÀÒÈÀÝ.

z = reix ßÄÒÔÉËÉÓ P (1; 0) ßÄÒÔÉËÉÓÊÄÍ ÊÖÈáÖÒÉ ÓßÒÀ×ÅÉÓ (5)
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ÐÉÒÏÁÀ ÛÄÉÞËÄÁÀ ÂÀÃÀÉßÄÒÏÓ x-ÆÄ ÐÉÒÏÁÉÓ ÓÀáÉÈÀÝ. ÀÌ ÌÉÆÍÉÈ
ÛÄÅÍÉÛÍÏÈ, ÒÏÌ (Éá. ÍÀáÀÔÉ 8) |1−z| > BC = OB sinx = |z| · | sinx|.
ÀÌÉÔÏÌ (5)-ÉÓ ÞÀËÉÈ |z| · | sinx| < C(1− |z|), ÌÀÂÒÀÌ 2

π |x| ≤ | sinx|,
ÒÏÝÀ 0 ≤ |x| ≤ π

2 . ÀÌÒÉÂÀÃ,
2
π |z||x| < C(1− |z|) ÀÍÖ |x| < C π

2 · 1−|z|
|z| .

ÌÄÏÒÄ ÌáÒÉÅ, 1− |z| ≤ |1− z| ÃÀ ÀØÄÃÀÍ

|z| ≥ 1− |1− z|. (6)

ÒÀÃÂÀÍ z ßÄÒÔÉËÉ Vθ,cos θ(0) ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ×ÀÒÂËÄÁÛÉ ÌÉÉÓß-
ÒÀ×ÅÉÓ P (1; 0) ßÄÒÔÉËÉÓÊÄÍ, ÀÌÉÔÏÌ ÆÄÌÏÈ ÀÙÍÉÛÍÖËÉÓ ÞÀËÉÈ
(Éá. |z − eix0 | < cos θ ÐÉÒÏÁÀ) ÂÅÀØÅÓ |1− z| < cos θ. ÀÌÉÓ ÂÀÈÅÀËÉ-
ÓßÉÍÄÁÉÈ (6)-ÃÀÍ ÅÙÄÁÖËÏÁÈ

|z| > 1− cos θ. (7)

ÌÀÛÀÓÀÃÀÌÄ,

|x| < C
π

2
· 1− |z|
1− cos θ

=
2

cos θ
· π
2
· 1− |z|
1− cos θ

<
4(1− |z|)

cos θ(1− cos θ)
. (8)

ÈÖ ÛÄÌÏÅÉÙÄÁÈ ÀÙÍÉÛÅÍÀÓ K = 4
cos θ(1−cos θ) , 0 < θ < π

2 , ÌÀ-

ÛÉÍ z = reix ßÄÒÔÉËÉÓ ÊÖÈáÖÒÉ ÓßÒÀ×ÅÉÓ (8) ÐÉÒÏÁÀ P (1; 0)
ßÄÒÔÉËÉÓÊÄÍ ÌÉÉÙÄÁÓ ÓÀáÄÓ

|x| < K(1− |z|). (9)

15.3. ÒÏÝÀ ÅÉáÉËÀÅÈ z = reix ∈ D ßÄÒÔÉËÉÓ ÀÒÀÌáÄÁÖÒ (ÊÖÈ-

áÖÒ) ÓßÒÀ×ÅÀÓ eix0 ßÄÒÔÉËÉÓÊÄÍ, ÌÀÛÉÍ (5) ÃÀ (9) ÐÉÒÏÁÄÁÉ ÀÓÄ
ÛÄÉÝÅËÄÁÉÀÍ:

|eix0 − z| < C(1− |z|), (10)

|x− x0| < K(1− |z|). (11)

ÀÌ ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉ z = reix ßÄÒÔÉËÉ ÄÊÖÈÅÍÉÓ Vθ,cos θ(x0) ÊÖÈáÄÓ,
ÒÏÌËÉÓ eix0 ßÅÄÒÏÓÊÄÍ ÉÓßÒÀ×ÅÉÓ z ßÄÒÔÉËÉ. Vθ,cos θ(x0) ÊÖÈáÉÓ
ßÅÄÒÏ eix0 ÀÒ ÄÊÖÈÅÍÉÓ, ÓÀÆÏÂÀÃÏÃ, ÉÌ ×ÖÍØÝÉÉÓ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÉÓ
ÀÒÄÓ, ÒÏÌËÉÓ ÊÖÈáÖÒÉ ÆÙÅÀÒÉÝ ÂÀÍÉáÉËÄÁÀ eix0 ßÄÒÔÉËÆÄ,
ÈÖÌÝ eix0 ÀÒÉÓ ×ÖÍØÝÉÉÓ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÉÓ ÀÒÄÓ ÃÀÂÒÏÅÄÁÉÓ ßÄÒÔÉ-
ËÉ.

ÛÄÍÉÛÅÍÀ 15.4. (3) ÃÀ (4) ÔÏËÏÁÉÓ ÒÄÀËÉÆÀÝÉÉÓÈÅÉÓ ÀÖÝÉËÄÁÄ-
ËÉÀ Vθ,cos θ(x0) ÓÉÌÒÀÅËÄÛÉ ÌÃÄÁÀÒÄ z ßÄÒÔÉËÉ ÀÊÌÀÚÏ×ÉËÄÁÃÄÓ
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ÐÉÒÏÁÀÓ |eix0 −z| < cos θ, ÒÏÌÄËÉÝ ÀÒÀÀ ÓÀÊÌÀÒÉÓÉ ÉÌÉÓÈÅÉÓ, ÒÏÌ
|ψ(z)−A(x0)| ÂÀáÃÄÓ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÀÃ ÌÝÉÒÄ, ÅÈØÅÀÈ, ÌÏÝÄÌÖË ε > 0
ÒÉÝáÅÆÄ ÍÀÊËÄÁÉ. ÀÌÀÓÈÀÍ, ÊÖÈáÉÓ ÂÀ×ÀÒÈÏÄÁÀ ÉßÅÄÅÓ eix0 ßÄ-
ÒÔÉËÉÓ ÉÌ ÊÖÈáÖÒÉ ÌÉÃÀÌÏÓ ÃÀÅÉßÒÏÄÁÀÓ, ÒÏÌÄËÆÄÝ ÖÍÃÀ ÛÄ-
ÓÒÖËÃÄÓ ÖÔÏËÏÁÀ |ψ(x) − A(x0)| < ε. ÀÌ ÉÍ×ÏÒÌÀÝÉÀÓ ÛÄÉÝÀÅÓ
ÀÙÍÉÛÅÍÀ Vθ,cos θ(x0): ÒÏÝÀ θ → π

2−, ÌÀÛÉÍ cos θ → 0+ ÃÀ ÀÌÉÔÏÌ
Vθ,cos θ(x0) ÌÉÉÓßÒÀ×ÅÉÓ ÓÉÝÀÒÉÄËÉÓÊÄÍ! ÀÌÉÔÏÌÀÝÀÀ, ÒÏÌ ÊÖÈáÖÒÉ
ÆÙÅÒÉÓ ÀÒÓÄÁÏÁÀ ÀÒ ÉßÅÄÅÓ, ÓÀÆÏÂÀÃÏÃ, ÆÙÅÒÉÓ (ÈÀÅÉÓÖ×ÀËÉÓ)
ÀÒÓÄÁÏÁÀÓ! ÄÓ ×ÀØÔÉ ÓÀàÉÒÏÄÁÓ ÓÀÈÀÍÀÃÏ ÚÖÒÀÃÙÄÁÀÓ!

ÀØ ÈØÌÖËÉ ÃÀ ÌÏÌÃÄÅÍÏ ÐÀÒÀÂÒÀ×ÄÁÛÉ ÂÀÃÌÏÝÄÌÖËÉ ÌÀÓÀ-
ËÀ ÂÅÉÜÅÄÍÄÁÓ, ÒÏÌ ÊÖÈáÖÒÉ ÆÙÅÀÒÉ ßÀÒÌÏÀÃÂÄÍÓ ÆÙÅÒÉÓ ÊÀÒÂ
ÌÉÀáËÏÄÁÀÓ.

16 ÐÖÀÓÏÍÉÓ ÉÍÔÄÂÒÀËÉÓ ßÀÒÌÏÄÁÖËÉÓ ÊÖÈáÖÒÉ
ÆÙÅÀÒÉ

ÈÄÏÒÄÌÀ 16.1 (×ÀÔÖ, [37]; [12]. ÂÅ. 167). ÅÈØÅÀÈ, 2π ÐÄÒÉÏÃÖË
ÃÀ [−π, π]-ÆÄ ãÀÌÄÁÀÃ f ×ÖÍØÝÉÀÓ ÒÀÉÌÄ x0 ßÄÒÔÉËÆÄ ÂÀÀÜÍÉÀ
ÓÀÓÒÖËÉ ßÀÒÌÏÄÁÖËÉ f ′(x0).

ÌÀÛÉÍ f-ÉÓ ÐÖÀÓÏÍÉÓ f(r, x) ÉÍÔÄÂÒÀËÉÓ x-ÉÈ ÊÄÒÞÏ ∂
∂xf(r, x)

ßÀÒÏÄÁÖËÓ eix0 ßÄÒÔÉËÆÄ ÂÀÀÜÍÉÀ f ′(x0)-ÉÓ ÔÏËÉ ÊÖÈáÖÒÉ ÆÙ-
ÅÀÒÉ ÀÍÖ ÀÃÂËÉ ÀØÅÓ ÔÏËÏÁÀÓ

lim
(r,x)

∧→eix0

∂

∂x
f(r, x) = f ′(x0), (1)

ÒÏÌËÉÓ ÊÄÒÞÏ ÛÄÌÈáÅÄÅÀÀ ÒÀÃÉÀËÖÒÉ ÆÙÅÀÒÉ

lim
r→1−

( ∂

∂x
f(r, x)

)
(x0) = f ′(x0). (2)

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ.5 ÛÄÌÏÅÉÙÏÈ ÃÀÌáÌÀÒÄ ×ÖÍØÝÉÀ ϕ(x) = f(x)− f(x0)−
sin(x−x0)f ′(x0). ÌÀÛÉÍ ϕ(x0) = 0, ϕ′(x0) = f ′(x0)−cos(x0−x0)f ′(x0) =

5(1) ÔÏËÏÁÉÓ [7] ßÉÂÍÛÉ ÌÏÝÄÌÖËÉ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ ÀÒÀÊÏÒÄØÔÖËÉÀ. ÂÅ. 158-
ÆÄ (56.7) ÔÏËÏÁÉÈ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖËÉ Q = Qr(t, ω) ×ÖÍØÝÉÉÓ ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÏÁÉÓ
ÃÀÃÂÄÍÉÓ ÌÝÃÄËÏÁÀ, ÒÏÝÀ −δ ≤ t ≤ δ ÃÀ |t| < c(1 − r), ÄÌÚÀÒÄÁÀ ÌÝÃÀÒ |Q| =
2r(1− r2)

t·sin(t−ω)
|eit−reiω|2 ÔÏËÏÁÀÓ.

ÀØ ÌÍÉÛÅÍÄËÛÉ ÖÍÃÀ ÉÚÏÓ |eit−reiω |4. ÉÂÉÅÄÀ ÂÀÌÄÏÒÄÁÖËÉ ßÉÂÍÛÉ: Г.М. Голузин,
Геометрическая теория функций комплексного переменного, М., 1966, стр. 370.
Ö×ÒÏ ÆÖÓÔÀÃ, Qr(t, ω) ×ÖØÍÝÉÀ ÀÙÍÉÛÍÖË ÐÉÒÏÁÄÁÛÉ ÀÒÀÀ ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉ.
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f ′(x0)−f ′(x0) = 0, ÌÀÂÒÀÌ, ϕ′(x0) = limx→x0

1
x−x0

[ϕ(x)−ϕ(x0)]. ÈÖ ÀØ
ÂÀÅÉÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÈ ßÉÍÀ ÔÏËÏÁÄÁÓ, ÌÉÅÉÙÄÁÈ limx→x0

[
1

x−x0
ϕ(x)

]
= 0.

ÄÓ ÍÉÛÍÀÅÓ, ÒÏÌ ÚÏÅÄË ε > 0 ÒÉÝáÅÓ ÄÈÀÍÀÃÄÁÀ ÉÓÄÈÉ δ =

δ(x0, ε) > 0, ÒÏÌ ÀÃÂÉËÉ ÀØÅÓ ÖÔÏËÏÁÀÓ
∣∣∣ 1
x−x0

ϕ(x)
∣∣∣ < ε ÀÍÖ

|ϕ(x)| < ε|x− x0|, ÒÏÝÀ x ∈ (x0 − δ, x0 + δ). (3)

ÒÀÃÂÀÍ:
1) ÌÖÃÌÉÅÉÓ ÂÀÛËÀ ×ÖÒÉÄÓ ÌßÊÒÉÅÀÃ ÀÒÉÓ ÈÅÉÈ ÄÓ ÌÖÃÌÉÅÉ;
2) sinx ×ÖÍØÝÉÉÓ ÂÀÛËÀ ×ÖÒÉÄÓ ÌßÊÒÉÅÀÃ ÀÒÉÓ sinx;
3) sinx ×ÖÍØÝÉÉÓÈÅÉÓ ÐÖÀÓÏÍ-ÀÁÄËÉÓ ÓÀÛÖÀËÏÀ r sinx;
4) c sinx ×ÖÍØÝÉÉÓÈÅÉÓ ÐÖÀÓÏÍ-ÀÁÄËÉÓ ÓÀÛÖÀËÏ ÀÒÉÓ cr sinx,

ÀÌÉÔÏÌ f(x) = ϕ(x)+f(x0)+ sin(x−x0)f ′(x0) ÔÏËÏÁÉÓ ÛÄÓÀÁÀÌÉÓÉ
ÐÖÀÓÏÍÉÓ ÉÍÔÄÂÒÀËÄÁÉÓÈÅÉÓ ÂÅÄØÍÄÁÀ ÔÏËÏÁÀ

f(r, x) = ϕ(r, x) + f(x0) + r sin(x− x0)f
′(x0), (4)

ÓÀÉÃÀÍÀÝ

∂

∂x
f(r, x) =

∂

∂x
ϕ(r, x) + r cos(x− x0)f

′(x0). (5)

ÒÀÃÂÀÍ lim(r,x)→eix0 r cos(x− x0)f
′(x0) = f ′(x0), ÀÌÉÔÏÌ (1) ÔÏ-

ËÏÁÉÓ ÃÀÓÀÌÔÊÉÝÄÁËÀÃ ÀÖÝÉËÄÁÄËÉÀ ÃÀ ÓÀÊÌÀÒÉÓÉ ÛÄÓÒÖËÃÄÓ
ÔÏËÏÁÀ (Éá. §15, (11) ÖÔÏËÏÁÀ)

lim
(r,x)→eix0

|x−x0|<c(1−r)

∂

∂x
ϕ(r, x) = 0. (6)

ÌÀÒÈËÀÝ,

Qr(t, ω) = 2r(1− r2)
t sin(t− ω)

[(1− r)2 + 4r sin2 t−ω
2

]2

ÔÏËÏÁÉÃÀÍ, ÒÏÝÀ 0 ≤ t ≤ δ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄÏÁÓ

Qr(t, 0) = 2r(1− r2)
t sin t

[(1− r)2 + 4r sin2 t
2
]2

≥

≥ 2r(1− r2)
t · t/2

[(1− r)2 + rt2]2
=

= r(1 + r)(1− r)
t2

[(1− r)2 + rt2]2
.

ÅÈØÅÀÈ, 0 < tn → 0, ÒÏÝÀ n → ∞ ÃÀ ÀÅÉÙÏÈ rn = 1− tn. ÌÀÛÉÍ tn/(1− rn) = 1

ÃÀ Qrn (tn, 0) ≥ rn(1 + rn)
t3n

t4n(1+rn)2
→ +∞, n→ ∞.
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ÂÅÀØÅÓ ϕ(r, x)= 1
π

∫ π
−π ϕ(t)P (r, t−x)dt ÃÀ

∂
∂xϕ(r, x)=

1
π

∫ π
−π ϕ(t)

∂
∂xP (r,

t− x)dt. ÌÀÂÒÀÌ, ∂
∂xP (r, t− x) = − ∂

∂tP (r, t− x). ÀÌÉÔÏÌ

∂

∂x
ϕ(r, x) = − 1

π

π∫
−π

ϕ(t)
∂

∂t
P (r, t− x)dt =

= − 1

π

π−x∫
−π−x

ϕ(x+ τ)
∂

∂τ
P (r, τ)dτ = − 1

π

π∫
−π

ϕ(x+ t)
∂

∂t
P (r, t)dt. (7)

ßÄÒÉÓ ÂÀÌÀÒÔÉÅÄÁÉÓ ÌÉÆÍÉÈ ÃÀ ÆÏÂÀÃÏÁÉÓ ÛÄÖÆÙÖÃÀÅÀÃ ÛÄ-
ÂÅÉÞËÉÀ ÅÉÂÖËÉÓáÌÏÈ, ÒÏÌ x0 = 0. ÀÌÉÓ ÂÀÌÏ,ÖÔÏËÏÁÀ (3) ÌÉ-
ÉÙÄÁÓ ÓÀáÄÓ:

|ϕ(τ)| < ε|τ |, τ ∈ (−δ, δ). (8)

(7) ÔÏËÏÁÀÈÀ ÁÏËÏ ÉÍÔÄÂÒÀËÉ ßÀÒÌÏÅÀÃÂÉÍÏÈ ÀÓÄ:

π∫
−π

ϕ(x+ t)
∂

∂t
P (r, t)dt =

=

δ/2∫
−δ/2

ϕ(x+ t)
∂

∂t
P (r, t)dt+

∫
[−π,π]\(−δ/2,δ/2)

ϕ(x+ t)
∂

∂t
P (r, t)dt. (9)

ÖÊÀÍÀÓÊÍÄËÉ ÔÏËÏÁÉÓ ÁÏËÏ ÉÍÔÄÂÒÀËÉÓ ÀÁÓÏËÖÔÖÒÉ ÌÍÉÛÅ-
ÍÄËÏÁÀ ÀÒ ÀÙÄÌÀÔÄÁÀ, §14-ÉÓ (11) ÖÔÏËÏÁÉÓ ÈÀÍÀáÌÀÃ, ÓÉÃÉÃÄÓ

4(1− r)

sin4 δ/2

π∫
−π

|ϕ(r, τ)|dτ → 0, ÒÏÝÀ r → 1. (10)

ÒÀÃÂÀÍ x ÖÍÃÀ ÌÉÅÀÓßÒÀ×ÏÈ x0 = 0-ÓÊÄÍ, ÀÌÉÔÏÌ ÛÄÂÅÉÞËÉÀ
ÅÉÂÖËÉÓáÌÏÈ, ÒÏÌ x ∈ (−δ/2, δ/2). ÀÌÀÓÈÀÍ ÄÒÈÀÃ, (9) ÔÏËÏ-

ÁÉÓ ÌÀÒãÅÄÍÀ ÌáÀÒÉÓ ÐÉÒÅÄË ÉÍÔÄÂÒÀËÛÉ J(r, x) ≡
∫ δ/2
−δ/2 ϕ(x +

t) ∂∂tP (r, t)dt ÝÅËÀÃÉ t ∈ (−δ/2, δ/2). ÀÌÉÓ ÂÀÌÏ, x + t ∈ (−δ, δ).
ÀÌÉÔÏÌ, (8)-ÃÀÍ ÂÅÀØÅÓ ÖÔÏËÏÁÀ

|ϕ(x+ t)| < ε|x+ t|. (11)

(11)-ÉÓ ÂÀÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÉÈ ÌÉÅÉÙÄÁÈ

|J(r, x)| ≤ ε

δ/2∫
−δ/2

[|x|+ |t|]
∣∣∣ ∂
∂t
P (r, t)

∣∣∣dt = ε

0∫
−δ/2

(|x|+ |t|)
∣∣∣ ∂
∂t
P (r, t)

∣∣∣dt+
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+ε

δ/2∫
0

(|x|+ |t|)
∣∣∣∂P (r, t)

∂t

∣∣∣dt ≡ ε · (J1 + J2). (12)

J1 ÉÍÔÄÂÒÀËÛÉ −δ/2 < t ≤ 0, ÀÌÉÔÏÌ §14-ÃÀÍ (5) ÔÏËÏÁÉÓ ÞÀËÉÈ∣∣∣ ∂
∂t
P (r, t)

∣∣∣ = 2r(1− r2)[− sin t]
(1− 2r cos t+ r2)2

=

= − 2r(1− r2) sin t

(1− 2r cos t+ r2)2
=

∂

∂t
P (r, t). (13)

ÀÓÄÅÄ, J2 ÉÍÔÄÂÒÀËÛÉ 0 ≤ t < δ
2 ÃÀ∣∣∣ ∂

∂t
P (r, t)

∣∣∣ = 2r(1− r2) sin t

(1− 2 cos t+ r2)2
= − ∂

∂t
P (r, t). (14)

ÀÌÉÔÏÌ

J1 =

0∫
−δ/2

(|x| − t)
∂

∂t
P (r, t)dt = |x|

0∫
−δ/2

∂

∂t
P (r, t)dt−

0∫
−δ/2

t · ∂
∂t
P (r, t)dt,

J2 = −
δ/2∫
0

(|x|+ t)
∂

∂t
P (r, t) = −|x|

−δ/2∫
0

∂

∂t
P (r, t)dt−

−δ/2∫
0

t · ∂
∂t
P (r, t)dt.

ÀØÄÃÀÍ,

J1 + J2 = |x|
[ 0∫
−δ/2

∂

∂t
P (r, t)dt−

δ/2∫
0

∂

∂t
P (r, t)dt

]
−

−
[ 0∫
−δ/2

t · ∂
∂t
P (r, t)dt+

δ/2∫
0

t · ∂
∂t
P (r, t)

]
≡ |x|A−B. (15)

§14-ÉÓ (5) ÔÏËÏÁÉÃÀÍ ÜÀÍÓ, ÒÏÌ ∂
∂tP (r, t) ÀÒÉÓ ÊÄÍÔÉ ×ÖÍØÝÉÀ,

áÏËÏ t · ∂∂tP (r, t) ÊÉ ËÖßÉÀ. ÀÌÉÓ ÂÀÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÉÈ ÌÉÅÉÙÄÁÈ:

A = −2

δ/2∫
0

∂

∂t
P (r, t)dt = −2P (r, t)

∣∣∣t=δ/2
t=0

= 2[P (r, 0)− P (r, δ/2)],
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B = 2

δ/2∫
0

t
∂

∂t
P (r, t)dt = 2

[
tP (r, t)

∣∣∣t=δ/2
t=0

−
δ/2∫
0

P (r, t)dt

]
.

ÌÀÂÒÀÌ §10-ÉÓ (15) ÔÏËÏÁÉÃÀÍ P (r, 0) = 1+r
2(1−r) < 1

1−r ÃÀ

ÈÖ ÅÉÓÀÒÂÄÁËÄÁÈ ÉÌÀÅÄ ÐÀÒÀÂÒÀ×ÉÓ (8) ÔÏËÏÁÉÈ, ÌÉÅÉÙÄÁÈ

P (r, δ/2) < 1−r2
2·4r sin2 δ/4 < 1−r

4r sin2 δ/4 . ÂÀÒÃÀ ÀÌÉÓÀ, §10-ÉÓ (17)-(18)

ÔÏËÏÁÄÁÉÃÀÍ
∫ δ/2
0

P (r, t)dt = π
2 +O(1) = O(1).

ÀÌÒÉÂÀÃ,

A = 2
[ 1

1− r
+

1− r

r sin2 δ/4

]
=

2

1− r
+ o(1), (16)

B =
1− r

2r sin2 δ/4
+O(1) = o(1) +O(1) = O(1) (17)

ÃÀ (15)-ÃÀÍ ÅÙÄÁÖËÏÁÈ J1+J2 ≤ 2 |x|
1−r +o(1)+O(1) = 2 |x|

1−r +O(1).

ÒÏÝÀ (r, x)
∧→ 1-ÓÊÄÍ, ÌÀÛÉÍ |x|

1−r < K (Éá. §15-ÉÓ (9) ÖÔÏËÏÁÀ)
ÃÀ J1 + J2 = O(1). ÀáËÀ (12)-ÃÀÍ ÅÙÄÁÖËÏÁÈ J(r, x) = ε · O(1),

ÒÏÝÀ (r, x)
∧→ 1. ÄÓ ÊÉ ε-ÉÓ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ ÓÉÌÝÉÒÉÓ ÂÀÌÏ ÉßÅÄÅÓ (6)

ÔÏËÏÁÀÓ, ÒÏÌÄËÉÝ ÔÏË×ÀÓÉÀ (1) ÔÏËÏÁÉÓ. ÈÄÏÒÄÌÀ ÃÀÌÔÊÉ-
ÝÄÁÖËÉÀ.

ÛÄÃÄÂÉ 16.2. ÈÖ 2π ÐÄÒÉÏÃÖË ÃÀ [−π, π] ÓÄÂÌÄÍÔÆÄ ãÀÌÄÁÀÃ f ×Ö-
ÍØÝÉÀÓ ÒÀÉÌÄ x0 ßÄÒÔÉËÆÄ ÂÀÀÜÍÉÀ ÓÀÓÒÖËÉ ßÀÒÌÏÄÁÖËÉ f ′(x0),
ÌÀÛÉÍ ÀÃÂÉËÉ ÀØÅÓ ÔÏËÏÁÀÓ

lim
(r,x)

∧→eix0

1

π

π∫
−π

f(t)P (r, x− t) ·Q(r, x− t) = −1

4
f ′(x0), (18)

ÒÏÌËÉÓ ÊÄÒÞÏ ÛÄÌÈáÅÄÅÀÀ ÒÀÃÉÀËÖÒÉ ÆÙÅÀÒÉ:

lim
(r,x0)→eix0

1

π

π∫
−π

f(t)P (r, x0 − t) ·Q(r, x0 − t)dt = −1

4
f ′(x0). (19)

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. §14-ÉÓ (5) ÔÏËÏÁÀ ÂÀÃÀÅßÄÒÏÈ ÛÄÌÃÄÂÉ ÓÀáÉÈ:

∂

∂u
P (r, u) = −2 · 1− r2

1− 2r cosu+ r2
· r sinu

1− 2r cosu+ r2
(20)
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ÃÀ ÂÀÌÏÅÉÚÄÍÏÈ §11-ÉÓ (7), (8) ÔÏËÏÁÄÁÉ, ÌÉÅÉÙÄÁÈ:

∂

∂u
P (r, u) = −4P (r, u) ·Q(r, u). (21)

ÀÌÉÔÏÌ, §14-ÉÓ (8) ÔÏËÏÁÀ ÌÉÉÙÄÁÓ ÓÀáÄÓ

∂

∂x
f(r, x) =

1

π

π∫
−π

f(t)[−4P (r, x− t) ·Q(r, x− t)]dt. (22)

ÀáËÀ, ÓÀÊÌÀÒÉÓÉÀ ÂÀÌÏÅÉÚÄÍÏÈ 16.1 ÈÄÏÒÄÌÀ.

17 ÐÖÀÓÏÍÉÓ ÉÍÔÄÂÒÀËÉÓ ÊÖÈáÖÒÉ ÆÙÅÀÒÉ

ßÉÍÀ ÐÀÒÀÂÒÀ×ÉÓ 16.1 ÈÄÏÒÄÌÉÓ ÂÀÌÏÚÄÍÄÁÉÈ ÌÔÊÉÝÃÄÁÀ

ÈÄÏÒÄÌÀ 17.1 (×ÀÔÖ, [37]; [7], ÂÅ. 160; [12], ÂÅ. 168). ÅÈØÅÀÈ, f
×ÖÍØÝÉÀ ãÀÌÄÁÀÃÉÀ [−π, π] ÓÄÂÌÄÍÔÆÄ ÃÀ ÌÉÓ ÂÀÒÄÈ ÂÀÂÒÞÄËÄÁÖ-
ËÉÀ 2π ÐÄÒÉÏÃÉÈ. ÈÖ x0 ∈ [−π, π] ßÄÒÔÉËÆÄ f(x0) ÌÍÉÛÅÍÄËÏÁÀ
ÓÀÓÒÖËÉÀ ÃÀ ÉÂÉ ÔÏËÉÀ f-ÉÓ ÂÀÍÖÓÀÆÙÅÒÄËÉ ÉÍÔÄÂÒÀËÉÓ ßÀ-
ÒÌÏÄÁÖËÉÓ x0-ÆÄ, ÌÀÛÉÍ ÚÅÄËÀ ÀÓÄÈ x0 ßÄÒÔÉËÆÄ ÀÍÖ ÈÉÈØÌÉÓ
ÚÅÄËÀ x0-ÆÄ, ÊÄÒÞÏÃ ÊÉ f-ÉÓ ËÄÁÄÂÉÓ ßÄÒÔÉËÄÁÆÄ, ÀÃÂÉËÉ ÀØÅÓ
ÔÏËÏÁÀÓ

lim
(r,x0)

∧→eix0

f(r, x) = f(x0). (1)

ÊÄÒÞÏÃ, ÀÃÂÉËÉ ÀØÅÓ ÒÀÃÉÀËÖÒ ÔÏËÏÁÀÓ

lim
(r,x0)→eix0

f(r, x0) = f(x0), (2)

ÒÀÝ ÍÉÛÍÀÅÓ f ×ÖÍØÝÉÉÓ ÛÄÓÀÁÀÌÉÓÉ ×ÖÒÉÄÓ S[f ] ÌßÊÒÉÅÉÓ (A)-
ÛÄãÀÌÄÁÀÃÏÁÀÓ x0 ßÄÒÔÉËÆÄ f(x0) ÌÍÉÛÅÍÄËÏÁÉÓÊÄÍ.

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÛÄÌÏÅÉÙÏÈ ÒÉÝáÅÉ A =
∫ π
−π f(t)dt ÃÀ (f − A) ×ÖÍØ-

ÝÉÉÓ ÂÀÍÖÓÀÆÙÅÒÄËÉ ÉÍÔÄÂÒÀËÉ F (u) =
∫ u
−π[f(t)−A]dt. ÌÀÛÉÍ

f(r, x)−A =
1

π

π∫
−π

f(t)P (r, x− t)dt−A =

=
1

π

π∫
−π

f(t)P (r, x− t)dt− 1

π

π∫
−π

AP (r, x− t)dt =
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=
1

π

π∫
−π

[f(t)−A]P (r, x− t)dt;

ÀØ ÜÅÄÍ ÂÀÌÏÅÉÚÄÍÄÈ §10-ÉÓ (7) ÔÏËÏÁÉÓ ÐÉÒÅÄËÉ ÍÀßÉËÉ.
ÌÀÂÒÀÌ, ÈÉÈØÌÉÓ ÚÅÄËÀ t ∈ [−π, π]-ÓÈÅÉÓ F ′(t) = f(t)−A. ÀÌÉ-

ÔÏÌ ÖÊÀÍÀÓÊÍÄËÉ ÉÍÔÄÂÒÀËÉ ÌÉÉÙÄÁÓ ÓÀáÄÓ:

1

π

π∫
−π

F ′(t)P (r, x− t)dt =
1

π
· F (t) · P (r, x− t)

∣∣∣t=π
t=−π

−

− 1

π

π∫
−π

F (t)
∂

∂t
P (r, x− t)dt.

ÌÀÂÒÀÌ F (−π) = 0 = F (π). ÀÌÉÔÏÌ ÀÙÍÉÛÍÖËÉ ÜÀÓÌÀ ÍÖËÉÀ, áÏËÏ
§14-ÉÓ (14) ÔÏËÏÁÉÓ ÞÀËÉÈ ÖÊÀÍÀÓÊÍÄËÉ ÉÍÔÄÂÒÀËÉ ÈÀÅÉÓÉÅÄ
ÍÉÛÍÉÈ ÀÓÄ ÜÀÉßÄÒÄÁÀ:

1

π

π∫
−π

F (t)
∂

∂x
P (r, x− t)dt =

∂

∂x
F (r, x).

ÖÊÀÍÀÓÊÍÄËÉ ßÀÒÌÏÄÁÖËÉÓ ÊÖÈáÖÒÉ ÆÙÅÀÒÉ eix0 ßÄÒÔÉËÆÄ ÔÏ-
ËÉÀ F ′(x0) = f(x0)−A ÒÉÝáÅÉÓ, §16-ÉÓ (1) ÔÏËÏÁÉÓ ÞÀËÉÈ.

ÌÀÛÀÓÀÃÀÌÄ, f(r, x) − A ÓáÅÀÏÁÉÓ ÊÖÈáÖÒÉ ÆÙÅÀÒÉ eix0 ßÄ-
ÒÔÉËÆÄ ÔÏËÉÀ ÒÉÝáÅÉÓ f(x0) − A. ÄÓ ÊÉ ÄÊÅÉÅÀËÄÍÔÖÒÉÀ (1)
ÔÏËÏÁÉÓ.

18 ÃÉÒÉäËÄÓ ÂÀÍÆÏÂÀÃÄÁÖËÉ ÐÒÏÁËÄÌÀ

§13-ÛÉ ÂÀÃÀßÚÅÄÔÉËÉ ÉÚÏ ÃÉÒÉäËÄÓ ÐÒÏÁËÄÌÀ ßÒÉÓÈÅÉÓ:
ÄÒÈÄÖËÏÅÀÍ C ßÒÄßÉÒÆÄ ÌÏÝÄÌÖËÉ ÖßÚÅÄÔÉ ÚÏÅÄËÉ f ×ÖÍØ-
ÝÉÉÓÈÅÉÓ ÀÒÓÄÁÏÁÓ ÄÒÈÄÖËÏÅÀÍ ÙÉÀ D ßÒÄÛÉ äÀÒÌÏÍÉÖËÉ ÃÀ
ÜÀÊÄÔÉË D ßÒÄÆÄ ÖßÚÅÄÔÉ ÉÓÄÈÉ F (r, x) ×ÖÍØÝÉÀ−f ×ÖÍØÝÉÉÓ
ÐÖÀÓÏÍÉÓ ÉÍÔÄÂÒÀËÉ, ÒÏÌËÉÓ ÆÙÅÀÒÉ D-Ó ÂÀÓßÅÒÉÅ ÚÏÅÄË eix0

ßÄÒÔÉËÆÄ ÔÏËÉÀ f(x0) ÌÍÉÛÅÍÄËÏÁÉÓ, Ä.É. F (r, x) ÀÒÉÓ ßÒÄßÉÒÆÄ
ÖßÚÅÄÔÉ f ×ÖÍØÝÉÉÓ äÀÒÌÏÍÉÖËÉ ÂÀÂÒÞÄËÄÁÀ D-ÛÉ.

ßÉÍÀ ÐÀÒÀÂÒÀ×ÛÉ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉ 17.1 ÈÄÏÒÄÌÀ ÉÞËÄÅÀ ÃÉÒÉä-
ËÄÓ ÂÀÍÆÏÂÀÃÄÁÖËÉ ÀÌÏÝÀÍÉÓ ÀÌÏáÓÍÀÓ: ÄÒÈÄÖËÏÅÀÍ C ßÒÄßÉÒ-
ÆÄ ÌÏÝÄÌÖËÉ ãÀÌÄÁÀÃÉ ÚÏÅÄËÉ φ ×ÖÍØÝÉÉÓÈÅÉÓ ÀÒÓÄÁÏÁÓ D-ÛÉ
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äÀÒÌÏÍÉÖËÉ φ(r, x) ×ÖÍØÝÉÀ−φ ×ÖÍØÝÉÉÓ ÐÖÀÓÏÍÉÓ ÉÍÔÄÂÒÀËÉ,
ÒÏÌËÉÓ ÊÖÈáÖÒÉ ÆÙÅÀÒÉ ÈÉÈØÌÉÓ ÚÅÄËÀ eix0 ßÄÒÔÉËÆÄ ÔÏËÉÀ
φ(x0) ÌÍÉÛÅÍÄËÏÁÉÓ.

ÃÉÒÉäËÄÓ ÂÀÍÆÏÂÀÃÄÁÖË ÀÌÏÝÀÍÀÓÈÀÍ ÃÀÊÀÅÛÉÒÄÁÉÈ ÉÓÌÉÓ
ÊÉÈáÅÀ: ÒÀ ÛÄÉÞËÄÁÀ ÉÈØÅÀÓ ÉÌ ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉ, ÒÏÝÀ ÄÒÈÄÖËÏÅÀÍ
C ßÒÄßÉÒÆÄ ÌÏÝÄÌÖËÉ ψ ×ÖÍØÝÉÀ ÀÒÀÀ ãÀÌÄÁÀÃÉ?

ÀÌ ÊÉÈáÅÀÆÄ ÐÀÓÖáÉ ÃÀÌÏÊÉÃÄÁÖËÉÀ ÉÌÀÆÄ, ψ ×ÖÍØÝÉÀ ÈÉÈØÌÉÓ
ÚÅÄËÂÀÍ ÓÀÓÒÖËÉÀ, ÈÖ ÌÀÓ ÛÄÖÞËÉÀ ÂÀáÃÄÓ +∞ ÀÍ −∞ ÃÀÃÄÁÉÈÉ
ÆÏÌÉÓ ÒÀÉÌÄ ØÅÄÓÉÌÒÀÅËÄÆÄ C-ÃÀÍ.

1. ÈÉÈØÌÉÓ ÚÅÄËÂÀÍ ÓÀÓÒÖËÉ ×ÖÍØÝÉÄÁÉÓ ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉ ÐÀÓÖáÓ
ÉÞËÄÅÀ ËÖÆÉÍÉÓ ÛÄÌÃÄÂÉ

ÈÄÏÒÄÌÀ 18.1 (ËÖÆÉÍÉ, 1915, [16], ÂÅ. 87). ÚÏÅÄËÉ ÆÏÌÀÃÉ, 2π ÐÄÒÉ-
ÏÃÖËÉ ÃÀ ÈÉÈØÌÉÓ ÚÅÄËÂÀÍ [−π, π]-ÆÄ ÓÀÓÒÖËÉ ψ ×ÖÍØÝÉÉÓÈÅÉÓ
ÀÒÓÄÁÏÁÓ ÄÒÈÄÖËÏÅÀÍÉ ÙÉÀ D ßÒÄÛÉ äÀÒÌÏÍÉÖËÉ ÉÓÄÈÉ ω(r, x)
×ÖÍØÝÉÀ, ÒÏÌËÉÓ ÊÖÈáÖÒÉ ÆÙÅÀÒÉ, ÊÄÒÞÏÃ, ÒÀÃÉÀËÖÒÉ ÆÙÅÀÒÉ,
ÈÉÈØÌÉÓ ÚÅÄËÀ x0 ∈ [−π, π] ßÄÒÔÉËÆÄ ÔÏËÉÀ ψ(x0) ÌÍÉÛÅÍÄËÏ-
ÁÉÓ.

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ËÖÆÉÍÉÓ ÄÒÈ-ÄÒÈÉ ÞÉÒÉÈÀÃÉ ÈÄÏÒÄÌÉÓ ÈÀÍÀáÌÀÃ,
ψ ×ÖÍØÝÉÉÓÈÅÉÓ ÀÒÓÄÁÏÁÓ [−π, π] ÓÄÂÌÄÍÔÆÄ ÖßÚÅÄÔÉ ÉÓÄÈÉ Ψ
×ÖÍØÝÉÀ, ÒÏÌ ÔÏËÏÁÀ Ψ′(x) = ψ(x) ÓÒÖËÃÄÁÀ ÈÉÈØÌÉÓ ÚÅÄËÀ
x ∈ [−π, π] ßÄÒÔÉËÆÄ ([16], ÂÅ. 78).

ÀáËÀ ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ Ψ ×ÖÍØÝÉÉÓÈÅÉÓ ÐÖÀÓÏÍÉÓ Ψ(r, x) ÉÍÔÄ-
ÂÒÀËÉ. §16-ÃÀÍ (1) ÔÏËÏÁÉÓ ÞÀËÉÈ, ÊÄÒÞÏ ∂

∂xΨ(r, x) ßÀÒÌÏ-
ÄÁÖËÉÓ ÊÖÈáÖÒÉ ÆÙÅÀÒÉ ÈÉÈØÌÉÓ ÚÅÄËÀ x0 ßÄÒÔÉËÆÄ ÀÒÉÓ
Ψ′(x0) = ψ(x0).

ÌÄÏÒÄ ÌáÒÉÅ, ÊÄÒÞÏ ßÀÒÌÏÄÁÖËÉ ∂
∂xΨ(r, x) äÀÒÌÏÍÉÖËÉ ×Ö-

ÍØÝÉÀÀ ÙÉÀ D ßÒÄÛÉ (Éá.§9), ÒÏÌÄËÉÝ ÂÀÌÏÃÂÄÁÀ ÈÄÏÒÄÌÀÛÉ
ÀÙÍÉÛÍÖË ω(r, x) ×ÖÍØÝÉÀÃ. ÈÄÏÒÄÌÀ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉÀ.

ÒÀÃÉÀËÖÒÉ ÆÙÅÒÉÓ ÛÄÌÈáÅÄÅÉÓÈÅÉÓ, 18.1 ÈÄÏÒÄÌÀ ÛÄÉÞËÄÁÀ
ÀÓÄÝ ÜÀÌÏÚÀËÉÁÃÄÓ.
ÈÄÏÒÄÌÀ 18.1 ′ (ËÖÆÉÍÉ). ÚÏÅÄËÉ ÆÏÌÀÃÉ, 2π ÐÄÒÉÏÃÖËÉ ÃÀ ÈÉ-
ÈØÌÉÓ ÚÅÄËÂÀÍ [−π, π]-ÆÄ ÓÀÓÒÖËÉ ψ ×ÖÍØÝÉÉÓÈÅÉÓ ÀÒÓÄÁÏÁÓ
ÔÒÉÂÏÍÏÌÄÔÒÉÖËÉ ÌßÊÒÉÅÉ

a0
2

+
∞∑
n=1

(an cosnx+ bn sinnx),

ÒÏÌÄËÉÝ (A)-ÛÄãÀÌÄÁÀÃÉÀ ψ(x0) ÌÍÉÛÅÍÄËÏÁÉÓÊÄÍ ÈÉÈØÌÉÓ ÚÅÄËÀ
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x0 ∈ [−π, π] ßÄÒÔÉËÆÄ ÀÍÖ ÀÃÂÉËÉ ÀØÅÓ ÒÀÃÉÀËÖÒ ÔÏËÏÁÀÓ:

lim
r→1

[a0
2

+
∞∑
n=1

(an cosnx0 + bn sinnx0)r
n
]
= ψ(x0).

18.1 ÈÄÏÒÄÌÀÓÈÀÍ ÃÀÊÀÅÛÉÒÄÁÉÈ ÁÖÍÄÁÒÉÅÉÀ ÊÉÈáÅÀ: ÒÀ ÛÄÉÞËÄÁÀ
ÉÈØÅÀÓ ÀÌ ÈÄÏÒÄÌÀÛÉ áÓÄÍÄÁÖËÉ äÀÒÌÏÍÉÖËÉ ω(r, x) ×ÖÍØÝÉÉÓÀ-
ÃÌÉ äÀÒÌÏÍÉÖËÀÃ ÛÄÖÙËÄÁÖËÉ ×ÖÍØÝÉÉÓ ÓÀÓÀÆÙÅÒÏ ÌÍÉÛÅÍÄ-
ËÏÁÄÁÉÓ ÀÒÓÄÁÏÁÉÓ ÛÄÓÀáÄÁ?

ÈÄÏÒÄÌÀ 18.2 (ÐÒÉÅÀËÏÅÉ, 1919; [7]. ÂÅ. 605). ÄÒÈÄÖËÏÅÀÍ ÙÉÀ ßÒÄÛÉ
äÀÒÌÏÍÉÖË ÒÏÌÄËÉÌÄ u(r, x) = a0

2 +
∑∞
n=1(an cosnx + bn sinnx)rn

×ÖÍØÝÉÀÓ ÓÀÓÒÖËÉ ÊÖÈáÖÒÉ ÆÙÅÀÒÉ ÈÖ ÂÀÀÜÍÉÀ ÒÀÉÌÄ ÆÏÌÀÃ
E ⊂ [−π, π] ÓÉÌÒÀÅËÄÆÄ, ÌÀÛÉÍ ÛÄÖÙËÄÁÖË äÀÒÌÏÍÉÖË v(r, x) =∑∞
n=1(an sinnx− bn cosnx)rn ×ÖÍØÝÉÀÓÀÝ ÂÀÀÜÍÉÀ ÓÀÓÒÖËÉ ÊÖÈáÖ-

ÒÉ ÆÙÅÀÒÉ, ÏÙÏÍÃ ÈÉÈØÌÉÓ ÚÅÄËÂÀÍ E ÓÉÌÒÀÅËÄÆÄ.

2. ÂÀÍÓÀÊÖÈÒÄÁÖËÉ ÛÄÌÈáÅÄÅÀÀ, ÒÏÝÀ ÄÒÈÄÖËÏÅÀÍ C ßÒÄßÉ-
ÒÆÄ ÌÏÝÄÌÖËÉ ÍÀÌÃÅÉËÉ ×ÖÍØÝÉÀ ÛÄÉÞËÄÁÀ ÂÀáÃÄÓ +∞ ÀÍ −∞
ÃÀÃÄÁÉÈÉ ÆÏÌÉÓ ÒÀÉÌÄ ØÅÄÓÉÌÒÀÅËÄÆÄ C-ÃÀÍ.

ÀÌÀÓÈÀÍ ÃÀÊÀÅÛÉÒÄÁÉÈ ÀÖÝÉËÄÁÄËÉÀ ÀÙÉÍÉÛÍÏÓ ËÖÆÉÍ-ÐÒÉÅÀ-
ËÏÅÉÓ ÛÄÌÃÄÂÉ (1925 ß.)

ÈÄÏÒÄÌÀ 18.3 ([23], ÂÅ. 292). ÀÒ ÀÒÓÄÁÏÁÓ ÄÒÈÄÖËÏÅÀÍ D ßÒÄ-
ÛÉ ÀÍÀËÉÆÖÒÉ (ÌÄÒÏÌÏÒ×ÖËÉÝ ÊÉ) ×ÖÍØÝÉÀ, ÒÏÌËÉÓ ÊÖÈáÖÒÉ
ÆÙÅÀÒÉ ÉØÍÄÁÀ ∞ ÃÀÃÄÁÉÈÉ ÆÏÌÉÓ ÒÀÉÌÄ ØÅÄÓÉÌÒÀÅËÄÆÄ C-ÃÀÍ.

ÒÀÃÉÀËÖÒ ÆÙÅÀÒÈÀÍ ÃÀÊÀÅÛÉÒÄÁÉÈ ÌÀÒÈÄÁÖËÉÀ, ÉÓÄÅ ËÖÆÉÍ-
ÐÒÉÅÀËÏÅÉÓ ÛÄÌÃÄÂÉ (1925 ß.)

ÈÄÏÒÄÌÀ 18.4 ([23], ÂÅ. 309, 316). ÀÒÓÄÁÏÁÓ ÄÒÈÄÖËÏÅÀÍ ÙÉÀ D
ßÒÄÛÉ ÀÍÀËÉÆÖÒÉ ω(z) ×ÖÍØÝÉÀ ÃÀ 2π ÆÏÌÉÓ ÐÉÒÅÄËÉ ÊÀÔÄÂÏ-
ÒÉÉÓ E ⊂ [0, 2π] ÓÉÌÒÀÅËÄ ÉÓÄÈÄÁÉ, ÒÏÌ E ÓÉÌÒÀÅËÉÓ ÚÏÅÄË x
ßÄÒÔÉËÆÄ ÓÒÖËÃÄÁÀ ÒÀÃÉÀËÖÒÉ ÔÏËÏÁÀ

lim
r→1−

ω(reix) = ∞. (1)

ÀÌÉÔÏÌÀÝ, ÜÅÄÍÉ ÖÀáËÏÄÓÉ ÓÀÖÁÀÒÉ ÛÄÄáÄÁÀ ÒÀÃÉÀËÖÒ ÆÙ-
ÅÀÒÓ.

ÀÌ ÈÄÌÀÓ ÀØÅÓ áÀÍÂÒÞËÉÅÉ ÉÓÔÏÒÉÀ ÃÀ ÓÀÈÀÅÄÓ ÉÙÄÁÓ ÅÀ-
ÉÄÒÛÔÒÀÓÉÓ ÊËÀÓÉÊÖÒÉ ÈÄÏÒÄÌÉÃÀÍ, ÒÏÌËÉÓ ÈÀÍÀáÌÀÃ [0, 1] ÓÄÂ-
ÌÄÍÔÆÄ ÖßÚÅÄÔÉ ÚÏÅÄËÉ ×ÖÍØÝÉÉÓ ÈÀÍÀÁÒÀÃ ÌÉÀáËÏÄÁÀ ÛÄÉÞËÄÁÀ
ÐÏËÉÍÏÌÄÁÉÈ.



218 ÈÀÅÉ 5. ÌßÊÒÉÅÄÁÉÓ ÛÄãÀÌÄÁÀÃÏÁÉÓ ÓÀÊÉÈáÄÁÉ

ÅÀÉÄÒÛÔÒÀÓÉÓ ÄÓ ÈÄÏÒÄÌÀ ÖÓÀÓÒÖËÏ ÉÍÔÄÒÅÀËÆÄ ÂÀÀÅÒÝÄËÀ
ÊÀÒËÄÌÀÍÌÀ ÛÄÌÃÄÂÍÀÉÒÀÃ.

ÈÄÏÒÄÌÀ 18.5 (ÊÀÒËÄÌÀÍÉ, 1927 ß., [35]). ÅÈØÅÀÈ f(x) ÃÀ ε(x) > 0
×ÖÍØÝÉÄÁÉ ÖßÚÅÄÔÉÀ (−∞,+∞)-ÆÄ ÃÀ [0,+∞)-ÆÄ ÛÄÓÀÁÀÌÉÓÀÃ.
ÌÀÛÉÍ ÀÒÓÄÁÏÁÓ z = x + iy ÊÏÌÐËÄØÓÖÒÉ ÝÅËÀÃÉÓ ÌÈÄËÉ G(z)
×ÖÍØÝÉÀ ÉÓÄÈÉ, ÒÏÌ ÌÉÓÉ G(x) ÛÄÆÙÖÃÅÀ ÍÀÌÃÅÉË (−∞,+∞)
ÙÄÒÞÆÄ ÀÊÌÀÚÏ×ÉËÄÁÓ ÐÉÒÏÁÀÓ

|G(x)− f(x)| < ε(|x|), −∞ < x < +∞. (2)

ÀÌ ÈÄÏÒÄÌÉÓ ÂÀÍÆÏÂÀÃÄÁÀÀ ÛÄÌÃÄÂÉ

ÈÄÏÒÄÌÀ 18.6 ([41]). ÅÈØÅÀÈ E ⊂ [0, 2π] ÜÀÊÄÔÉËÉ ÀÒÓÀÃ ÌÊÅÒÉÅÉ
ÓÉÌÒÀÅËÄÀ, f(z) ÊÉ z = x + iy ÝÅËÀÃÉÓ ÖßÚÅÄÔÉ ÊÏÌÐËÄØÓÖÒÉ
×ÖÍØÝÉÀÀ ÙÉÀ ßÒÄÛÉ |z| < r (0 < r ≤ +∞), áÏËÏ ε(t) > 0 ÖßÚÅÄÔÉÀ
ÌÀÒãÅÍÉÃÀÍ ÙÉÀ 0 ≤ t < r ÉÍÔÄÒÅÀËÆÄ. ÌÀÛÉÍ ÀÒÓÄÁÏÁÓ |z| <
r ßÒÄÛÉ ÀÍÀËÉÆÖÒÉ F (z) ×ÖÍØÝÉÀ ÉÓÄÈÉ, ÒÏÌ ÚÏÅÄË x ∈ E
ßÄÒÔÉËÆÄ ÀÃÂÉËÉ ÀØÅÓ ÖÔÏËÏÁÀÓ

|F (ρeix)− f(ρeix)| < ε(ρ), (3)

ÒÏÝÀ 0 ≤ ρ < r.

ÀÌ ÈÄÏÒÄÌÉÓ ÛÄÌÃÄÂÉ ÂÀÓÒÖËÄÁÀ ÄÊÖÈÅÍÉÈ ÁÄÉÃÑÌÉËÓ ÃÀ ÆÄ-
ÉÃÄËÓ [34], ÒÏÌËÉÓ ÊÄÒÞÏ ÛÄÌÈáÅÄÅÀÀ ÒÖÃÉÍÉÓ [42] ÛÄÌÃÄÂÉ

ÈÄÏÒÄÌÀ 18.7 ([34], §3). ÅÈØÅÀÈ ÌÏÝÄÌÖËÉÀ ÄÒÈÄÖËÏÅÀÍ ÙÉÀ D
ßÒÄÛÉ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ ÖßÚÅÄÔÉ ÊÏÌÐËÄØÓÖÒÉ g(z) ×ÖÍØÝÉÀ ÃÀ Fσ
ÔÉÐÉÓ ÐÉÒÅÄËÉ ÊÀÔÄÂÏÒÉÉÓ E ⊂ [0, 2π] ÓÉÌÒÀÅËÄ, ÛÄÓÀÞËÏÀ 2π
ÆÏÌÉÓ. ÌÀÛÉÍ ÀÒÓÄÁÏÁÓ D-ÛÉ ÀÍÀËÉÆÖÒÉ f(z) ×ÖÍØÝÉÀ ÉÓÄÈÉ,
ÒÏÌ ÚÏÅÄË x ∈ E ßÄÒÔÉËÆÄ ÓÒÖËÃÄÁÀ ÒÀÃÉÀËÖÒÉ ÔÏËÏÁÀ

lim
r→1−

[f(reix)− g(reix)] = 0. (4)

ÖÊÀÍÀÓÊÍÄËÉ ÈÄÏÒÄÌÉÓ ÌÔÊÉÝÄÁÉÃÀÍ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄÏÁÓ

ÈÄÏÒÄÌÀ 18.8 ([22], ÂÅ. 138). D ßÒÄÛÉ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ ÖßÚÅÄÔÉ ÊÏÌÐËÄ-
ØÓÖÒÉ g(z) ×ÖÍØÝÉÉÓÈÅÉÓ ÃÀ 2π-ÆÄ ÍÀÊËÄÁÉ ÃÀÃÄÁÉÈÉ ÚÏÅÄËÉ
η ÒÉÝáÅÉÓÈÅÉÓ ÀÒÓÄÁÏÁÓ D ßÒÄÛÉ ÀÍÀËÉÆÖÒÉ f(z) ×ÖÍØÝÉÀ ÃÀ
[0, 2π] ÓÄÂÌÄÍÔÆÄ ÀÒÓÀÃ ÌÊÅÒÉÅÉ ÜÀÊÄÔÉËÉ e ÓÉÌÒÀÅËÄ ÉÓÄÈÄÁÉ,
ÒÏÌ 2π − η < |e| < 2π ÃÀ e ÓÉÌÒÀÅËÄÆÄ ÈÀÍÀÁÒÀÃ ÓÒÖËÃÄÁÀ
ÒÀÃÉÀËÖÒÉ ÔÏËÏÁÀ

lim
r→1−

[f(reix)− g(reix)] = 0. (5)
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ÆÄÌÏÈ ÀÙÍÉÛÍÖËÉ 18.7. ÈÄÏÒÄÌÉÃÀÍ ÌÉÉÙÄÁÀ

ÈÄÏÒÄÌÀ 18.9 ([34], ÂÅ. 191; [22], ÂÅ. 138). ÀÒÓÄÁÏÁÓ ÄÒÈÄÖËÏÅÀÍ ÙÉÀ
ßÒÄÛÉ ÀÍÀËÉÆÖÒÉ ÉÓÄÈÉ f(z) = u(z)+iv(z) ×ÖÍØÝÉÀ, ÒÏÌ ÈÉÈØÌÉÓ
ÚÅÄËÀ x ∈ [0, 2π] ßÄÒÔÉËÆÄ ÀÃÂÉËÉ ÀØÅÓ ÒÀÃÉÀËÖÒ ÔÏËÏÁÄÁÓ

lim
r→1−

u(reix) = 0, lim
r→1−

v(reix) = +∞. (6)

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. Pn-ÉÈ ÀÙÅÍÉÛÍÏÈ [0, 2π] ÓÄÂÌÄÍÔÆÄ ÀÒÓÀÃ ÌÊÅÒÉÅÉ
ÓÒÖËÚÏ×ÉËÉ ÓÉÌÒÀÅËÄ, ÒÏÌËÉÓ ÆÏÌÀÀ 2π− 1

n ([1], ÂÅ. 349). ÌÀÛÉÍ
ÓÉÌÒÀÅËÄ E = ∪∞

n=1Pn ÀÒÉÓ Fσ ÔÉÐÉÓ ÃÀ ÐÉÒÅÄËÉ ÊÀÔÄÂÏÒÉÉÓ,
ÒÏÌËÉÓ ÆÏÌÀÀ 2π. ÈÖ 18.7 ÈÄÏÒÄÌÀÛÉ ÀÅÉÙÄÁÈ g(reix) = i

1−r ,

ÌÀÛÉÍ Re g(reix) = 0 ÃÀ Im g(reix) → +∞, ÒÏÝÀ r → 1 ÃÀ x ∈ E.
ÀØÄÃÀÍ, (4) ÔÏËÏÁÉÓ ÞÀËÉÈ ÌÉÅÉÙÄÁÈ (6) ÔÏËÏÁÄÁÓ. ÈÄÏÒÄÌÀ
ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉÀ.

ÖÊÀÍÀÓÊÍÄË ÈÄÏÒÄÌÀÆÄ ÆÏÂÀÃÉÀ ÛÄÌÃÄÂÉ

ÈÄÏÒÄÌÀ 18.10 ([34], ÈÄÏÒÄÌÀ 7; [22], ÂÅ. 141). ÅÈØÅÀÈ φ ÃÀ ψ
ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ ÆÏÌÀÃÉ ÍÀÌÃÅÉËÉ ×ÖÍØÝÉÄÁÉÀ [0, 2π] ÓÄÂÌÄÍÔÆÄ. ÌÀÛÉÍ
ÀÒÓÄÁÏÁÓ ÄÒÈÄÖËÏÅÀÍ ÙÉÀ D ßÒÄÛÉ ÀÍÀËÉÆÖÒÉ ÉÓÄÈÉ f = u+ iv
×ÖÍØÝÉÀ, ÒÏÌ ÈÉÈØÌÉÓ ÚÅÄËÀ x ∈ [0, 2π] ßÄÒÔÉËÆÄ ÓÒÖËÃÄÁÀ
ÒÀÃÉÀËÖÒÉ ÔÏËÏÁÄÁÉ:

lim
r→1−

u(reix) = φ(x), lim
r→1−

v(reix) = ψ(x). (7)

ÝáÀÃÉÀ, ÒÏÌ ÈÀÅÉ 1-ÃÀÍ §5-ÉÓ (5) ÃÀ (6) ÔÏËÏÁÄÁÉÓ ÌÀÒãÅÄÍÀ
ÌáÀÒÄÄÁÉ ßÀÒÌÏÀÃÂÄÍÄÍ ÉÌÀÅÄ §5-ÃÀÍ (8) ÃÀ (9) ÔÒÉÂÏÍÏÌÄÔÒÉÖË
ÌßÊÒÉÅÄÁÈÀÍ ÀÓÏÝÉÒÄÁÖË (Éá. ÈÀÅÉ 5, §2) ÌßÊÒÉÅÄÁÓ ÛÄÓÀÁÀÌÉ-
ÓÀÃ. ÀÌÉÔÏÌ 18.10 ÈÄÏÒÄÌÀ ÛÄÉÞËÄÁÀ ÂÀÍáÉËÖË ÉØÍÀÓ, ÒÏÂÏÒÝ
(8) ÃÀ (9) ÌßÊÒÉÅÄÁÉÓ (A)-ÛÄãÀÌÄÁÀÃÏÁÉÓ ÛÄÓÀáÄÁ ÌÔÊÉÝÄÁÀ ÀÍÖ
ÌÀÒÈÄÁÖËÉÀ

ÈÄÏÒÄÌÀ 18.11. [0, 2π] ÓÄÂÌÄÍÔÆÄ ÆÏÌÀÃÉ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ ÍÀÌÃÅÉËÉ φ ÃÀ
ψ ×ÖÍØÝÉÄÁÉÓÀÈÅÉÓ ÀÒÓÄÁÏÁÓ ÔÒÉÂÏÍÏÌÄÔÒÉÖËÉ ÌßÊÒÉÅÉ

a0
2

+

∞∑
n=1

(an cosnx+ bn sinnx) (8)

ÉÓÄÈÉ, ÒÏÌ ÈÉÈØÌÉÓ ÚÅÄËÀ x ∈ [0, 2π] ßÄÒÔÉËÆÄ (A)-ÛÄãÀÌÄÁÀÃÉÀ:
φ(x)-ÓÊÄÍ (8) ÌßÊÒÉÅÉ, áÏËÏ ψ(x)-ÓÊÄÍ ÛÄÖÙËÄÁÖËÉ ÔÒÉÂÏÍÏ-
ÌÄÔÒÉÖËÉ ÌßÊÒÉÅÉ

∞∑
n=1

(an cosnx− bn sinnx) (9)
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ÀÍÖ, ÀÃÂÉËÉ ÀØÅÓ ÔÏËÏÁÄÁÓ

lim
r→1−

[
a0
2

+

∞∑
n=1

(an cosnx+ bn sinnx)r
n

]
= φ(x), (10)

lim
r→1−

[ ∞∑
n=1

(an sinnx− bn cosnx)r
n

]
= ψ(x). (11)

ÛÄÍÉÛÅÍÀ 18.12. ÀÌ ÐÀÒÀÂÒÀ×ÉÓ ÌÀÓÀËÀ ÂÅÉÜÅÄÍÄÁÓ, ÒÏÌ

u(reix) =
a0
2

+
∞∑
n=1

(an cosnx+ bn sinnx)r
n (12)

ÃÀ

v(reix) =
∞∑
n=1

(an sinnx− bn cosnx)r
n (13)

ÔÏËÏÁÄÁÉÓ ÏÒÉÅÄ ÌáÀÒÉÓ ÌÉÌÀÒÈ ÛÄÂÅÉÞËÉÀ ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ ÆÙÅÀ-
ÒÉ, ÒÏÝÀ reix ßÄÒÔÉËÉ ÉÓßÒÀ×ÅÉÓ eix0 ßÄÒÔÉËÉÓÊÄÍ ÒÏÌÄËÉÌÄ
ÀÆÒÉÈ: ÈÀÅÉÓÖ×ËÀÃ, ÊÖÈáÖÒÀÃ ÈÖ ÒÀÃÉÀËÖÒÀÃ.

ÀÌÀÓÈÀÍ ÄÒÈÀÃ, r = 1 ÌÍÉÛÅÍÄËÏÁÉÓ ÐÉÒÃÀÐÉÒÉ ÜÀÓÌÉÓ ÌÉÌÀ-
ÒÈ ÂÀÌÏÖÓÀÃÄÂÀÒÉÀ (12) ÃÀ (13) ÔÏËÏÁÄÁÉÓ ÌÀÒÝáÄÍÀ ÌáÀÒÄÄÁÉ,
áÏËÏ ÌÀÈÉ ÌÀÒãÅÄÍÀ ÌáÀÒÄÄÁÉ ÌÉÉÙÄÁÄÍ (8) ÃÀ (9) ×ÏÒÌÄÁÓ ÛÄ-
ÓÀÁÀÌÉÓÀÃ.

ÒÏÂÏÒÝ ÅÍÀáÄÈ, (8) ÃÀ (9) ÌßÊÒÉÅÄÁÉÓ ÌÉÌÀÒÈ ÊÉ ÛÄÂÅÉÞËÉÀ
ÅÉËÀÐÀÒÀÊÏÈ ÊÒÄÁÀÃÏÁÀÆÄ ÀÍ ÛÄãÀÌÄÁÀÃÏÁÀÆÄ. ÀÌÉÔÏÌÀÀ ÄÓ ÌßÊ-
ÒÉÅÄÁÉ Ö×ÒÏ ÌÏáÄÒáÄÁÖËÉ ÉÌ ×ÖÍØÝÉÄÁÉÓ ßÀÒÌÏÓÀÃÂÄÍÀÃ, ÒÏÌÄ-
ËÈÀÝ ÀÒ ÂÀÀÜÍÉÀÈ ÂÀÌÏÒÜÄÖËÉ ÃÉ×ÄÒÄÍÝÉÀËÖÒÉ ÈÅÉÓÄÁÄÁÉ (Éá.
ÀÅÔÏÒÉÓÂÀÍ).

19 ÐÖÀÓÏÍÉÓ ÉÍÔÄÂÒÀËÉÓ ßÀÒÌÏÄÁÖËÉÓ ÒÀÃÉÀËÖÒÉ
ÆÙÅÀÒÉ

1. 2π ÐÄÒÉÏÃÖËÉ ÃÀ [−π, π] ÓÄÂÌÄÍÔÆÄ ãÀÌÄÁÀÃÉ f ×ÖÍØÝÉÉÓ
×ÖÒÉÄÓ

a0
2

+

∞∑
n=1

(an cosnx+ bn sinnx) (1)
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ÌßÊÒÉÅÓ (Ä.É. an ÃÀ bn ßÀÒÌÏÀÃÂÄÍÄÍ f ×ÖÍØÝÉÉÓ ×ÖÒÉÄÓ ÊÏÄ×ÉÝÉÄ-
ÍÔÄÁÓ; Éá. ÈÀÅÉ 2, §2, ×ÏÒÌÖËÄÁÉ (2)) ÛÄÄÓÀÁÀÌÄÁÀ ÌÀÓÈÀÍ ÀÓÏ-
ÝÉÒÄÁÖËÉ (Éá. §2) r-ÉÓ ÌÉÌÀÒÈ áÀÒÉÓáÏÅÀÍÉ ÌßÊÒÉÅÉ

a0
2

+

∞∑
n=1

(an cosnx+ bn sinnx)r
n, (2)

ÒÏÌÄËÓÀÝ ÄßÏÃÄÁÀ (1) ÌßÊÒÉÅÉÓÈÅÉÓ ÛÄÃÂÄÍÉËÉ ÐÖÀÓÏÍ-ÀÁÄËÉÓ
ÓÀÛÖÀËÏ ÃÀ ÀÙÉÍÉÛÍÄÁÀ f(r, x) ÓÉÌÁÏËÏÈÉ. ÀÌÒÉÂÀÃ,

f(r, x) =
a0
2

+

∞∑
n=1

(an cosnx+ bn sinnx)r
n, 0 < r < 1 (3)

§11-ÃÀÍ ÅÉÝÉÈ ÔÏËÏÁÀÝ

f(r, x) =
1

π

π∫
−π

f(t)P (r, x− t)dt, (4)

ÒÏÌËÉÓ ÌÀÒãÅÄÍÀ ÌáÀÒÄÓ ÄßÏÃÄÁÀ f ×ÖÍØÝÉÉÓ ÐÖÀÓÏÍÉÓ ÉÍÔÄÂ-
ÒÀËÉ (Éá. §9-ÉÓ ÃÀÓÀÓÒÖËÉ).

ÌÀÛÀÓÀÃÀÌÄ, ÐÖÀÓÏÍ-ÀÁÄËÉÓ f(r, x) ÓÀÛÖÀËÏÓÈÅÉÓ ÂÅÀØÅÓ ÉÍ-
ÔÄÂÒÀËÖÒÉ (4) ßÀÒÌÏÃÂÄÍÀ ÃÀ ÌßÊÒÉÅÉÈ (3) ßÀÒÌÏÃÂÄÍÀ.

ÀØÀÌÃÄ ÜÅÄÍ, ÊÄÒÞÏ ∂
∂xf(r, x) ßÀÒÌÏÄÁÖËÓ ÅÀÊÀÅÛÉÒÄÁÃÉÈ (4)

ÔÏËÏÁÉÓ ÌÀÒãÅÄÍÀ ÌáÀÒÉÓ ÉÍÔÄÂÒÀËÉÓ ÛÄÓÀÁÀÌÉÓ 1
π

∫ π
−π f(t)

∂
∂x ×

P (r, x− t)dt ßÀÒÌÏÄÁÖËÈÀÍ ÃÀ ÅÀÃÂÄÍÃÉÈ ∂
∂xf(r, x)-ÉÓ ÊÀÅÛÉÒÓ f

×ÖÍØÝÉÉÓ f ′ ßÀÒÌÏÄÁÖËÈÀÍ.
ÌÄÏÒÄ ÌáÒÉÅ, ÊÄÒÞÏ ∂

∂xf(r, x) ßÀÒÌÏÄÁÖËÉ ÛÄÉÞËÄÁÀ ÃÀÅÀ-
ÊÀÅÛÉÒÏÈ (3) ÔÏËÏÁÉÓ ÌÀÒãÅÄÍÀ ÌáÀÒÄÓ ÌÃÂÏÌ ÌßÊÒÉÅÈÀÍÀÝ.
ÌÀÒÈËÀÝ, ÂÅÀØÅÓ ÔÏËÏÁÀ

∂

∂x
f(r, x) =

∂

∂x

[
a0
2

+

∞∑
n=1

(an cosnx+ bn sinnx)r
n

]
ÀÍÖ

∂

∂x
f(r, x) =

∂

∂x

∞∑
n=1

(an cosnx+ bn sinnx)r
n. (5)

ÒÀÃÂÀÍ ×ÖÒÉÄÓ an ÃÀ bn ÊÏÄ×ÉÝÉÄÍÔÄÁÉ ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉÀ (Éá.
ÈÀÅÉ 3, §9) ÃÀ ÔÒÉÂÏÍÏÌÄÔÒÉÖËÉ ÓÉÓÔÄÌÀÝ ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉÀ,
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ÀÌÉÔÏÌ ÀÒÓÄÁÏÁÓ ÉÓÄÈÉ ÌÖÃÌÉÅÉ M > 0, ÒÏÌ |an cosnx+bn sinnx| <
M , x ∈ (−∞,+∞), n = 0, 1, 2, . . . .

ÀÌÒÉÂÀÃ,
∑∞
n=1(an cosnx+ bn sinnx)r

n ÌßÊÒÉÅÉÓ ÌÀÑÏÒÀÍÔÉ (ÌÄ-
ÔÏÁÉÈÉ) ÌßÊÒÉÅÉÀ

∑∞
n=1 r

n, ÒÏÌÄËÉÝ ÃÀ ÌÉÓÉ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒ ÒÉÝáÅ-
ãÄÒ ßÄÅÒÏÁÒÉÅÉ ÂÀßÀÒÌÏÄÁÉÈ ÌÉÙÄÁÖËÉ ÌßÊÒÉÅÄÁÉÝ ÈÀÍÀÁÒÀÃ
ÊÒÄÁÀÃÉÀ ÚÏÅÄË ÓÄÂÌÄÍÔÆÄ [0, l] ⊂ [0, r), l < r. ÀÌÉÔÏÌ (5) ÔÏËÏ-
ÁÉÓ ÌÀÒãÅÄÍÀ ÌáÀÒÉÓ ÂÀßÀÒÌÏÄÁÀ ÛÄÂÅÉÞËÉÀ ÌÏÅÀáÃÉÍÏÈ ÌßÊÒÉ-
ÅÉÓ ÛÉÂÍÉÈ, ÒÀÝ ÌÏÂÅÝÄÌÓ ÌßÊÒÉÅÓ

∞∑
n=1

n(bn cosnx− an sinnx)r
n. (6)

ÌÀÂÒÀÌ ÄÓ ÌßÊÒÉÅÉ ÛÄÉÞËÄÁÀ ÌÏÅÉÀÆÒÏÈ ÀÓÄÝ: ãÄÒ ßÄÅÒÏ-
ÁÒÉÅ, ×ÏÒÌÀËÖÒÀÃ, ÂÀÅÀßÀÒÌÏÏÈ (1) ÌßÊÒÉÅÉ, ÒÀÝ ÌÏÂÅÝÄÌÓ∑∞
n=1(bn cosnx−an sinnx) ÌßÊÒÉÅÓ ÃÀ ÀÌ ÖÊÀÍÀÓÊÍÄËÉÓÈÅÉÓ ÛÄÅÀ-

ÃÂÉÍÏÈ ÐÖÀÓÏÍ-ÀÁÄËÉÓ ÓÀÛÖÀËÏ, ÌÉÅÉÙÄÁÈ

∞∑
n=1

n(bn cosnx− an sinnx)r
n. (7)

ÒÀÃÂÀÍÀÝ (6) ÃÀ (7) ÄÒÈÉÃÀÉÂÉÅÄÀ, ÀÌÉÔÏÌ (1) ÌßÊÒÉÅÉÓÈÅÉÓ ßÄ-
ÅÒÏÁÒÉÅÉ ßÀÒÌÏÄÁÖËÉÓ ÐÖÀÓÏÍ-ÀÁÄËÉÓ ÓÀÛÖÀËÏ ÃÀ (1) ÌßÊÒÉÅÉ-
ÓÈÅÉÓ ÐÖÀÓÏÍ-ÀÁÄËÉÓ ÓÀÛÖÀËÏÓ x-ÉÈ ßÀÒÌÏÄÁÖËÉ ÄÒÈÉÃÀÉÂÉÅÄÀ.

ÌÀÛÀÓÀÃÀÌÄ, f ×ÖÍØÝÉÉÓ ÐÖÀÓÏÍÉÓ ÉÍÔÄÂÒÀËÉÓ x-ÉÈ ßÀÒÌÏ-
ÄÁÖËÉÓ ÛÄÓÀáÄÁ ÚÏÅÄËÉ ÌÔÊÉÝÄÁÖËÄÁÀ ÄÊÅÉÅÀËÄÍÔÖÒÉÀ f-ÉÓ ×Ö-
ÒÉÄÓ ÌßÊÒÉÅÉÓ ßÄÅÒÏÁÒÉÅÉ, ×ÏÒÌÀËÖÒÀÃ, ÂÀßÀÒÌÏÄÁÉÈ ÌÉÙÄÁÖËÉ
ÌßÊÒÉÅÉÓ ÐÖÀÓÏÍ-ÀÁÄËÉÓ ÓÀÛÖÀËÏÓ ÛÄÓÀáÄÁ ÌÔÊÉÝÄÁÖËÄÁÉÓ.

ÀÌÉÔÏÌ, §16-ÉÓ (2) ÔÏËÏÁÀ ÛÄÉÞËÄÁÀ ÂÀÍáÉËÖË ÉØÍÀÓ ÒÏÂÏ-
ÒÝ S[f ] ÌßÊÒÉÅÉÓ ßÄÅÒÏÁÒÉÅÉ ÂÀßÀÒÌÏÄÁÉÈ ÌÉÙÄÁÖËÉ ÌßÊÒÉÅÉÓÈ-
ÅÉÓ ÐÖÀÓÏÍ-ÀÁÄËÉÓ ÓÀÛÖÀËÏÓ ÈÅÉÓÄÁÀ: ÌÉÓÉ ÒÀÃÉÀËÖÒÉ ÆÙÅÀÒÉ
ÔÏËÉÀ f ′(x0)-ÉÓ, ÒÏÝÀ f ′(x0) ÓÀÓÒÖËÉÀ.

ÌÀÂÒÀÌ ÖÊÀÍÀÓÊÍÄËÉ ×ÀØÔÉÓÈÅÉÓ ÀÖÝÉËÄÁÄËÉ ÀÒ ÀÙÌÏÜÍÃÀ
f ′(x0) ßÀÒÌÏÄÁÖËÉÓ ÀÒÓÄÁÏÁÀ.

×ÀÔÖÌ ÃÀÀÃÂÉÍÀ, ÒÏÌ ÀÌÉÓÈÅÉÓ ÓÀÊÌÀÒÉÓÉÀ ÓÀÓÒÖËÉ ÓÉÌÄÔ-
ÒÉÖËÉ f (′)(x0) ßÀÒÌÏÄÁÖËÉÓ ÀÒÓÄÁÏÁÀ.

ÓÉÌÄÔÒÉÖËÉ ßÀÒÌÏÄÁÖËÉÓ ÛÄÓÀáÄÁ, Éá. ÈÀÅÉ 4, §9.
2. ÀáËÀ ÃÀÅÀÌÔÊÉÝÏÈ ÛÄÌÃÄÂÉ

ÈÄÏÒÄÌÀ 19.1 (×ÀÔÖ, [37]; [7], ÂÅ. 161). ÅÈØÅÀÈ, 2π ÐÄÒÉÏÃÖË ÃÀ
[−π, π] ÓÄÂÌÄÍÔÆÄ ãÀÌÄÁÀÃ f ×ÖÍØÝÉÀÓ ÒÏÌÄËÉÌÄ x0 ßÄÒÔÉËÆÄ
ÂÀÀÜÍÉÀ ÓÀÓÒÖËÉ ÓÉÌÄÔÒÉÖËÉ ßÀÒÌÏÄÁÖËÉ f (′)(x0) ≡ l. ÌÀÛÉÍ,
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ÐÖÀÓÏÍÉÓ f(r, x) ÉÍÔÄÂÒÀËÉÓ ÊÄÒÞÏ ∂
∂xf(r, x) ßÀÒÌÏÄÁÖËÓ eix0

ßÄÒÔÉËÆÄ ÂÀÀÜÍÉÀ l-ÉÓ ÔÏËÉ ÒÀÃÉÀËÖÒÉ ÆÙÅÀÒÉ:

lim
r→1−

∂

∂x
f(r, x0) = l. (8)

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. §14-ÉÓ (9) ÃÀ (8) ÔÏËÏÁÄÁÉÓ ÞÀËÉÈ ÂÅÀØÅÓ:

π
∂

∂x
f(r, x) =

π∫
−π

f(t)
∂

∂x
P (r, x− t)dt =

= −
x−π∫
x+π

f(x− u)
∂

∂u
P (r, u)du =

x+π∫
x−π

=

π∫
−π

=

=

0∫
−π

f(x− u)
∂

∂u
P (r, u)du+

π∫
0

f(x− u)
∂

∂u
P (r, u)du.

ÀØ ÐÉÒÅÄËÉ ÉÍÔÄÂÒÀËÉÓ ÌÉÌÀÒÈ ÂÀÌÏÅÉÚÄÍÏÈ ∂
∂uP (r, u) ×ÖÍØ-

ÝÉÉÓ ÊÄÍÔÏÁÀ (Éá. §14-ÉÓ (5) ÔÏËÏÁÀ), ÂÅÄØÍÄÁÀ

0∫
−π

f(x− u)
∂

∂u
P (r, u)du =

0∫
π

f(x+ v)
[
− ∂

∂v
P (r, v)

]
(−dv) =

= −
π∫

0

f(x+ v)
∂

∂v
P (r, v)dv,

ÀÌÉÔÏÌ

π
∂

∂x
f(r, x) =

π∫
0

f(x− u)
∂

∂u
P (r, u)du−

π∫
0

f(x+ u)
∂

∂u
P (r, u)du

ÀÍÖ, ÂÅÀØÅÓ

∂

∂x
f(r, x) = − 1

π

π∫
0

[f(x+ u)− f(x− u)]
∂

∂u
P (r, u)du. (9)
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§14-ÃÀÍ (6) ÖÔÏËÏÁÉÓ ÌÉÌÀÒÈ ÈÖ ÂÀÌÏÅÉÚÄÍÄÁÈ §10-ÉÓ (14)
ÛÄ×ÀÓÄÁÀÓ, ÌÀÛÉÍ ÚÏÅÄËÉ δ > 0 ÒÉÝáÅÉÓÈÅÉÓ ÀÃÂÉËÉ ÀØÅÓ ÖÔÏ-
ËÏÁÀÓ ∣∣∣ ∂

∂u
P (r, u)

∣∣∣ ≤ 4(1− r)

sin4 δ
, ÒÏÝÀ δ ≤ |u| ≤ π. (10)

ÀáËÀ (9) ÉÍÔÄÂÒÀËÉ ßÀÒÌÏÅÉÃÂÉÍÏÈ I1 =
∫ δ
0
ÃÀ I2 =

∫ π
δ

ÉÍÔÄÂÒÀËÄÁÉÓ ãÀÌÀÃ. (10) ÖÔÏËÏÁÉÓ ÞÀËÉÈ

|I2| ≤
8(1− r)

sin4 δ

π∫
−π

|f(t)|dt. (11)

áÏËÏ

I1 = − 1

π

δ∫
0

f(x+ u)− f(x− u)

2u
· 2u ∂

∂u
P (r, u)du =

= − 1

π

δ∫
0

[f(x+ u)− f(x− u)

2u
− l

]
2u

∂

∂u
P (r, u)du−

− l

π

δ∫
0

2u
∂

∂u
P (r, u)du ≡ J1 + J2.

ÒÀÃÂÀÍ (10) ÖÔÏËÏÁÀ ÓÒÖËÃÄÁÀ ÚÅÄËÀ δ > 0 ÒÉÝáÅÉÓÈÅÉÓ, ÀÌÉ-
ÔÏÌ ÛÄÂÅÉÞËÉÀ ÛÄÓÒÖËÄÁÖËÀÃ ÜÀÅÈÅÀËÏÈ ÛÄÌÃÄÂÉ ÖÔÏËÏÁÀÝ

|J1| ≤
1

π
· 2δ · 4(1− r)

sin4 δ
· ε, (12)

ÓÀÃÀÝ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÀÃ ÀÙÄÁÖËÉ ε > 0 ÒÉÝáÅÉÓÈÅÉÓ ÂÅÀØÅÓ∣∣∣f(x+ u)− f(x− u)

2u
− l

∣∣∣ < ε, ÒÏÝÀ u ∈ (0, δ). (13)

ÀáËÀ ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ J2 ÉÍÔÄÂÒÀËÉ, ÒÏÌËÉÓ ÍÀßÉËÏÁÉÈÉ ÉÍÔÄ-
ÂÒÄÁÉÈ ÌÉÅÉÙÄÁÈ:

−2l

π

δ∫
0

u
∂

∂u
P (r, u)du = −2l

π
u · P (r, u)

∣∣∣u=δ
u=0

+
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+
2l

π

δ∫
0

P (r, u)du = −2l

π
P (r, δ) + l

[ 2
π

δ∫
0

P (r, u)du
]
.

§10-ÃÀÍ (13) ÖÔÏËÏÁÉÓ ÞÀËÉÈ P (r, δ) ≤ 1−r
sin2 δ → 0, ÒÏÝÀ r →

1−, áÏËÏ §10-ÉÓ ÖÔÏËÏÁÀ (17)-ÉÓ ÈÀÍÀáÌÀÃ 2
π

∫ δ
0
P (r, u)du → 1,

ÒÏÝÀ r → 1−.
ÔÏËÏÁÀ (4) ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄÏÁÓ ÌÉÙÄÁÖËÉ ÛÄ×ÀÓÄÁÄÁÉÃÀÍ. ÈÄ-

ÏÒÄÌÀ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉÀ.
3. ÓÀÓÖÒÅÄËÉÀ 19.1 ÈÄÏÒÄÌÀ ÜÀÌÏÅÀÚÀËÉÁÏÈ ÌÉÓÉ ÄÊÅÉÅÀËÄÍ-

ÔÖÒÉ ÓÀáÉÈ.

ÈÄÏÒÄÌÀ 19.2 (×ÀÔÖ, [37]; [7], ÂÅ. 161, 163). ÈÖ 2π ÐÄÒÉÏÃÖË
ÃÀ [−π, π] ÓÄÂÌÄÍÔÆÄ ãÀÌÄÁÀÃ f ×ÖÍØÝÉÀÓ ÒÀÉÌÄ x0 ßÄÒÔÉËÆÄ
ÂÀÀÜÍÉÀ ÓÀÓÒÖËÉ ÓÉÌÄÔÒÉÖËÉ ßÀÒÌÏÄÁÖËÉ f (′)(x0), ÊÄÒÞÏÃ, ÈÖ
ÌÀÓ ÂÀÀÜÍÉÀ ÓÀÓÒÖËÉ ÜÅÄÖËÄÁÒÉÅÉ ßÀÒÌÏÄÁÖËÉ f ′(x0), ÌÀÛÉÍ f
×ÖÍØÝÉÉÓ ×ÖÒÉÄÓ

S[f ] =
a0
2

+

∞∑
n=1

(an cosnx+ bn sinnx) (14)

ÌßÊÒÉÅÉÓ ßÄÅÒÏÁÒÉÅÉ ÂÀßÀÒÌÏÄÁÉÈ ÌÉÙÄÁÖËÉ ÌßÊÒÉÅÉ

∞∑
n=1

n(bn cosnx− an sinnx) (15)

ÀÒÉÓ (A)-ÛÄãÀÌÄÁÀÃÉ x0 ßÄÒÔÉËÆÄ f (′)(x0) ÒÉÝáÅÉÓÊÄÍ ÀÍÖ ÀÃ-
ÂÉËÉ ÀØÅÓ ÔÏËÏÁÀÓ

lim
r→1−

∞∑
n=1

nrn(bn cosnx0 − an sinnx0) = f (′)(x0). (16)

ÛÄÍÉÛÅÍÀ 19.3. ×ÀÔÖÓ 19.1 ÈÄÏÒÄÌÉÓ (ÃÀ, ÀÂÒÄÈÅÄ, ÌÉÓÉ ÄÊÅÉÅÀËÄ-
ÍÔÖÒÉ 19.2 ÈÄÏÒÄÌÉÓ) ÂÀÍÆÏÂÀÃÄÁÀ ÝÍÏÁÉËÉÀ ÁÏÒÄËÉÓ ÓÉÌÄÔ-
ÒÉÖËÉ

B′
sf(θ0) = lim

h→0

1

h

h∫
0

f(θ0 + t)− f(θ0 − t)

2t
dt (17)
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ßÀÒÌÏÄÁÖËÉÓÈÅÉÓ ([39]6). ÀØÅÄ ÌÔÊÉÝÃÄÁÀ, ÒÏÌ ×ÀÔÖÓ 19.1 ÈÄ-
ÏÒÄÌÀÓ ÀÃÂÉËÉ ÀÒ ÀØÅÓ ÀÐÒÏØÓÉÌÀÔÖËÉ ßÀÒÌÏÄÁÖËÉÓÈÅÉÓ. ÛÄÌ-
ÃÄÂ ÀÅÔÏÒÓ ÛÄÌÏÀØÅÓ α ≥ 1 ÒÉÂÉÓ ÀÐÒÏØÓÉÌÀÔÖËÉ ßÀÒÌÏÄÁÖËÉÓ
ÝÍÄÁÀ f ′α(θ0) ÃÀ ÀÌÁÏÁÓ, ÒÏÌ ×ÀÔÖÓ 19.1 ÈÄÏÒÄÌÀ ÞÀËÀÛÉÀ, ÒÏÝÀ
α > 4. ÌÀÂÒÀÌ ÛÄÌÃÄÂ ÂÀÉÒÊÅÀ ([45]), ÒÏÌ ÀØ ÓÀàÉÒÏÀ ÐÉÒÏÁÀ
α > 5.

20 ×ÖÒÉÄÓ ÍÀÌÃÅÉËÉ ×ÏÒÌÉÓ ÌßÊÒÉÅÉÓ ÛÄãÀÌÄÁÀÃÏÁÀ
ËÄÁÄÂÉÓ ÌÄÈÏÃÉÈ

A. ÍÀÌÃÅÉËÉ ×ÏÒÌÉÓ ÔÒÉÂÏÍÏÌÄÔÒÉÖËÉ ÌßÊÒÉÅÉÓ ÛÄãÀÌÄÁÀÃÏÁÀ
L ÃÀ L∗ ÌÄÈÏÃÄÁÉÈ.

ÅÈØÅÀÈ, ÌÏÝÄÌÖËÉÀ ÒÀÉÌÄ ÔÒÉÂÏÍÏÌÄÔÒÉÖËÉ ÌßÊÒÉÅÉ, ÓÀÆÏ-
ÂÀÃÏÃ ÀÒÀ ×ÖÒÉÄÓ ÌßÊÒÉÅÉ

a0
2

+
∞∑
n=1

(an cosnx+ bn sinnx). (1)

1. ÛÄÌÏÅÉÙÏÈ ÛÄÌÃÄÂÉ

ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÀ 20.1 ([12], ÂÅ. 505; [7], ÂÅ. 486). (1) ÌßÊÒÉÅÓ ÄßÏÃÄÁÀ
ËÄÁÄÂÉÓ ÌÄÈÏÃÉÈ ÛÄãÀÌÄÁÀÃÉ, ÌÏÊËÄÃ L-ÛÄãÀÌÄÁÀÃÉ, ÒÏÌÄËÉÌÄ
x0 ßÄÒÔÉËÆÄ ÒÀÉÌÄ S ÒÉÝáÅÉÓÊÄÍ, ÈÖ ÌßÊÒÉÅÉ

a0
2

+
∞∑
n=1

(an cosnx0 + bn sinnx0)
sinnh

nh
(2)

ÊÒÄÁÀÃÉÀ ÚÅÄËÀ h-ÉÓÈÅÉÓ ÙÉÀ ÒÀÉÌÄ (0, η) ÉÍÔÄÒÅÀËÉÃÀÍ7 ÃÀ
ÀÃÂÉËÉ ÀØÅÓ ÔÏËÏÁÀÓ 8

lim
h→0+

[
a0
2

+

∞∑
n=1

(an cosnx0 + bn sinnx0)
sinnh

nh

]
= S. (3)

6ÁÏÒÄËÉÓ ßÀÒÌÏÄÁÖËÉÀ B′f(θ0) = limh→0
1
h

∫ h
0
f(θ0+t)−f(θ0)

t
dt. ÏÒÉÅÄ ÛÄÌÈáÅÄ-

ÅÀÛÉ ÉÍÔÄÂÒÀËÉ ÂÀÂÄÁÖËÉÀ limε→0

∫ h
ε ÀÆÒÉÈ.

7ÌßÊÒÉÅÉ (2) ÀÒÉÓ h-ÉÓ ËÖßÉ ×ÖÍØÝÉÀ ÃÀ ÀÌÉÔÏÌ ÓÀÊÌÀÒÉÓÉÀ (0, η) ÛÄÌÈáÅÄÅÀ.
8ÈÅÉÈ a0

2
+

∑∞
n=1(an cosnx0 + bb sinnx0) ÌßÊÒÉÅÉÓ ÊÒÄÁÀÃÏÁÀ ÀÒ ÌÏÉÈáÏÅÄÁÀ.

ÓßÏÒÄÃ ÀÓÄÈ ÛÄÌÈáÅÄÅÀÓÈÀÍ ÂÅÄØÍÄÁÀ ÓÀØÌÄ ×ÖÒÉÄÓ ÌßÊÒÉÅÄÁÉÓÈÅÉÓ.



20. ÍÀÌÃÅÉËÉ ×ÏÒÌÉÓ ÌßÊÒÉÅÉÓ L ÃÀ L∗ ÛÄãÀÌÄÁÀÃÏÁÀ 227

ÔÏËÏÁÀ (3) ÓÀÛÖÀËÄÁÀÓ ÉÞËÄÅÀ ÛÄÌÏÅÉÙÏÈ ÒÀÉÌÄ ÒÉÝáÅÉÈÉ

A0 +
∞∑
n=1

An (4)

ÌßÊÒÉÅÉÓ L-ÛÄãÀÌÄÁÀÃÏÁÀ S ÒÉÝáÅÉÓÊÄÍ ÔÏËÏÁÉÈ9,10

lim
h→0+

[
A0 +

∞∑
n=1

An
sinnh

nh

]
= S. (5)

ÛÄÍÉÛÅÍÀ 20.2. ÌßÊÒÉÅÉÓ ÛÄãÀÌÄÁÀÃÏÁÉÓ L ÌÄÈÏÃÉ ÀÒÀÀ ÛÄÃÀÒÄ-
ÁÀÃÉ ÀÌÀÅÄ ÌßÊÒÉÅÉÓ ÊÒÄÁÀÃÏÁÀÓÈÀÍ. ÊÒÄÁÀÃÏÁÀ ÄÊÅÉÅÀËÄÍÔÖÒÉÀ
L-ÛÄãÀÌÄÁÀÃÏÁÉÓ, ÈÖ n ·An → 0, ÒÏÝÀ n→ ∞ (×ÀÔÖ, [7], ÂÅ. 487;
[12], ÂÅ. 506).

2. ÈÖÊÉ (1) ÌßÊÒÉÅÉÓ ×ÏÒÌÀËÖÒÀÃ ßÄÅÒÏÁÒÉÅÉ ÉÍÔÄÂÒÄÁÉÈ
ÌÉÙÄÁÖËÉ ÌßÊÒÉÅÉ11

a0
2
x+

∞∑
n=1

1

n
(an sinnx− bn cosnx) (6)

ÊÒÄÁÀÃÉÀ x0 ßÄÒÔÉËÉÓ ÌÉÃÀÌÏÛÉ ÒÀÉÌÄ l(x) ×ÖÍØÝÉÉÓÊÄÍ, ÒÏÌÄË-
ÓÀÝ ÄßÏÃÄÁÀ (1) ÌßÊÒÉÅÉÓ ËÄÁÄÂÉÓ ×ÖÍØÝÉÀ, ÃÀ ÈÖ x0 ßÄÒÔÉËÆÄ
ÀÒÓÄÁÏÁÓ l(x) ×ÖÍØÝÉÉÓ ÓÀÓÒÖËÉ ÓÉÌÄÔÒÉÖËÉ ßÀÒÌÏÄÁÖËÉ (Éá.
§19) l(′)(x0), ÌÀÛÉÍ

l(x0 + h)− l(x0 − h) = a0h+ 2
∞∑
n=1

(an cosnx0 + bn sinnx0)
sinnh

n
(7)

ÃÀ

l(x0 + h)− l(x0 − h)

2h
=
a0
2

+
∞∑
n=1

(an cosnx0 + bn sinnx0)
sinnh

nh
(8)

ÔÏËÏÁÄÁÉÃÀÍ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄ, ÔÏËÏÁÀ (3) ÌÉÉÙÄÁÓ ÓÀáÄÓ

lim
h→0+

[
a0
2

+
∞∑
n=1

(an cosnx0 + bn sinnx0)
sinnh

nh

]
= l(′)(x0). (9)

9ÌßÊÒÉÅÉ (4) ÛÄÉÞËÄÁÀ ÀÒ ÉÚÏÓ ÊÒÄÁÀÃÉ.
10(1) ÃÀ (4) ÌßÊÒÉÅÄÁÉ ''ÛÄÛ×ÏÈÄÁÖËÉÀ''ÌÀÈÉ n-ÖÒÉ ßÄÅÒÉÓ ÂÀÌÒÀÅËÄÁÉÈ sinnh

nh
-

ÆÄ, ÒÏÌËÉÓ ÆÙÅÀÒÉ h = 0 ßÄÒÔÉËÆÄ ÀÒÉÓ 1 ÚÏÅÄËÉ ×ÉØÓÉÒÄÁÖËÉ ÍÀÔÖÒÀËÖÒÉ
n-ÉÓÈÅÉÓ (ÀÍÀËÏÂÉÖÒÉ Éá. ÈÀÅÉ V-ÃÀÍ §1-ÛÉ 1.8 ÛÄÍÉÛÅÍÀ ÃÀ §3-ÛÉ 3.5 ÛÄÍÉÛÅÍÀ).
11Ä.É. (1) ÌßÊÒÉÅÉ ÌÉÉÙÄÁÀ (5) ÌßÊÒÉÅÉÓÂÀÍ ×ÏÒÌÀËÖÒÀÃ ßÄÅÒÏÁÒÉÅÉ ÂÀßÀÒÌÏ-

ÄÁÉÈ.
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ÌÀÛÀÓÀÃÀÌÄ, ÀÌ ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉ (1) ÌßÊÒÉÅÉ L ÛÄãÀÌÄÁÀÃÉÀ x0
ßÄÒÔÉËÆÄ ÒÉÝáÅÉÓÊÄÍ l(′)(x0).

3. ÛÄÓÀÞËÄÁÄËÉÀ ËÄÁÄÂÉÓ l(x) ×ÖÍØÝÉÀÓ x0 ßÄÒÔÉËÆÄ ÂÀÀÜÍ-
ÃÄÓ ÜÅÄÖËÄÁÒÉÅÉ

l′(x0) = lim
h→0

1

2h
[l(x0 + 2h)− l(x0)] (10)

ßÀÒÌÏÄÁÖËÉÝ ÊÉ. ÌÀÛÉÍ ÔÏËÏÁÉÃÀÍ

l(x0 + 2h)− l(x0) =

= a0h+ 2
∞∑
n=1

[an cosn(x0 + h) + bn sin(nx0 + h)]
sinnh

n
(11)

ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄÏÁÓ, ÒÏÌ

lim
h→0

{
a0
2
+

∞∑
n=1

[an cosn(x0+h)+bn sinn(x0+h)]
sinnh

nh

}
= l′(x0). (12)

ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÀ 20.3. (1) ÌßÊÒÉÅÓ ÅÖßÏÃÏÈ ËÄÁÄÂÉÓ ÉÍÔÄÍÓÉÖÒÉ ÌÄ-
ÈÏÃÉÈ ÛÄãÀÌÄÁÀÃÉ, ÌÏÊËÄÃ L∗-ÛÄãÀÌÄÁÀÃÉ, x0 ßÄÒÔÉËÆÄ s ÒÉ-
ÝáÅÉÓÊÄÍ, ÒÏÝÀ ÀÃÂÉËÉ ÀØÅÓ ÔÏËÏÁÀÓ

lim
h→0

{
a0
2

+
∞∑
n=1

[an cosn(x0 + h) + bn sinn(x0 + h)]
sinnh

nh

}
= s. (13)

(9) ÃÀ (12) ÔÏËÏÁÄÁÉÃÀÍ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄÏÁÓ

ßÉÍÀÃÀÃÄÁÀ 20.4. ÈÖ (6) ÌßÊÒÉÅÉÓ l(x) ãÀÌÓ x0 ßÄÒÔÉËÆÄ ÂÀÀÜÍÉÀ
ßÀÒÌÏÄÁÖËÉ l′(x0), ÌÀÛÉÍ ÀÃÂÉËÉ ÀØÅÓ ÔÏËÏÁÄÁÓ

l′(x0) = lim
h→

[
a0
2

+
∞∑
n=1

(an cosnx0 + bn sinnx0)
sinnh

nh

]
(14)

ÃÀ

l′(x0) = lim
h→0

{
a0
2
+

∞∑
n=1

[
an cosn(x0+h)+bn sinn(x0+h)

] sinnh
nh

}
. (15)

B. ×ÖÒÉÄÓ ÍÀÌÃÅÉËÉ ×ÏÒÌÉÓ ÌßÊÒÉÅÉÓ ÛÄãÀÌÄÁÀÃÏÁÀ L ÃÀ
L∗ ÌÄÈÏÃÄÁÉÈ. ÈÀÅÉ 4-ÉÓ §15-ÛÉ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉ ËÄÁÄÂÉÓ 15.1
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ÈÄÏÒÄÌÀ ÂÅÄÖÁÍÄÁÀ, ÒÏÌ 2π ÐÄÒÉÏÃÖËÉ ÃÀ [−π, π] ÓÄÂÌÄÍÔÆÄ
ãÀÌÄÁÀÃÉ ÚÏÅÄËÉ f ×ÖÍØÝÉÉÓ ×ÖÒÉÄÓ ÍÀÌÃÅÉËÉ ×ÏÒÌÉÓ ÌßÊÒÉÅÉÓ

f ∼ a0
2

+

∞∑
n=1

(an cosnx+ bn sinnx) (16)

ßÄÅÒÏÁÒÉÅÉ ÉÍÔÄÂÒÄÁÀ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒ [0, x] ⊂ (−∞,+∞) ÓÄÂÌÄÍÔÆÄ
ÌÀÒÈËÆÏÌÉÄÒÉÀ, ÈÖÍÃÀÝ (16) ÌßÊÒÉÅÉ ÂÀÍÛËÀÃÉ ÉÚÏÓ ÚÅÄËÂÀÍ.
ËÄÁÄÂÉÓ ÄÓ ÈÄÏÒÄÌÀ, ÉØ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉ (4) ÔÏËÏÁÉÃÀÍ ÂÀÌÏÌ-
ÃÉÍÀÒÄ, ÀÓÄÈÉÀ:

1

2
a0x+

∞∑
n=1

1

n
(an sinnx− bn cosnx) =

x∫
0

f(t)dt−
∞∑
n=1

bn
n
, (17)

ÓÀÃÀÝ ÒÉÝáÅÉÈÉ ÌßÊÒÉÅÉ
∑∞
n=1

bn
n ÊÒÄÁÀÃÉÀ ÃÀ

∞∑
n=1

bn
n

=
1

2π

π∫
−π

f(t)(π − t)dt. (18)

(17) ÔÏËÏÁÉÓ ÌÀÒÝáÄÍÀ ÌáÀÒÄ ßÀÒÌÏÀÃÂÄÍÓ ËÄÁÄÂÉÓ l(x) ×Ö-
ÍØÝÉÀÓ (16) ÌßÊÒÉÅÉÓÈÅÉÓ ÃÀ ÒÀÃÂÀÍ ÉÂÉ ÔÏËÉÀ (17)-ÉÓ ÌÀÒãÅÄÍÀ
ÌáÀÒÉÓ, ÀÌÉÔÏÌ ÈÉÈØÌÉÓ ÚÅÄËÀ x0 ∈ [−π, π] ßÄÒÔÉËÆÄ ÀÃÂÉËÉ
ÀØÅÓ ÔÏËÏÁÀÓ l′(x0) = f(x0).

ÀÌÂÅÀÒÀÃ, (14) ÃÀ (15) ÔÏËÏÁÄÁÉÓ ÌÀÒÝáÄÍÀ ÌáÀÒÄÛÉ ÂÅÀØÅÓ
f(x0). ÌÀÛÀÓÀÃÀÌÄ, ÌÀÒÈÄÁÖËÉÀ ÛÄÌÃÄÂÉ

ÈÄÏÒÄÌÀ 20.5 (ËÄÁÄÂÉ. [7], ÂÅ. 486; [12], ÂÅ. 506). ÚÏÅÄËÉ f ∈
L[−π, π] ×ÖÍØÝÉÉÓÈÅÉÓ ÌÉÓÉ ×ÖÒÉÄÓ (16) ÌßÊÒÉÅÉ L ÃÀ L∗ ÛÄ-
ãÀÌÄÁÀÃÉÀ f(x0) ÌÍÉÛÅÍÄËÏÁÉÓÊÄÍ ÈÉÈØÌÉÓ ÚÅÄËÀ x0 ∈ [−π, π]
ßÄÒÔÉËÆÄ ÀÍÖ, ÀÃÂÉËÉ ÀØÅÓ ÔÏËÏÁÄÁÓ:

f(x0) = lim
h→0

[
a0
2

+

∞∑
n=1

(an cosnx+ bn sinnx)
sinnh

nh

]
, (19)

f(x0) =

= lim
h→0

{
a0
2

+

∞∑
n=1

[an cosn(x0 + h) + bn sinn(x0 + h)]
sinnh

nh

}
. (20)

ÛÄÍÉÛÅÍÀ 20.6. (19) ÃÀ (20) ÔÏËÏÁÄÁÓ ÀÃÂÉËÉ ÀØÅÓ f ×ÖÍØÝÉÉÓ
ËÄÁÄÂÉÓ x0 ßÄÒÔÉËÄÁÆÄ, ÊÄÒÞÏÃ, f-ÉÓ ÖßÚÅÄÔÏÁÉÓ ÚÅÄËÀ x0
ßÄÒÔÉËÆÄ, ÈÖÊÉ f-Ó ÂÀÀÜÍÉÀ ÖßÚÅÄÔÏÁÉÓ ßÄÒÔÉËÉ.
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ÛÄÍÉÛÅÍÀ 20.7. ÝÍÏÁÉËÉÀ ÉÓÄÈÉ ÖßÚÅÄÔÉ F ×ÖÍØÝÉÉÓ ÀÒÓÄÁÏÁÀ−×Ä-
ÉÄÒÉÓ ÌÀÂÀËÉÈÉ ([7], ÂÅ. 132), ÒÏÌËÉÓ ×ÖÒÉÄÓ S[F ] ÌßÊÒÉÅÉ
ÂÀÍÛËÀÃÉÀ ÄÒÈ x0 ßÄÒÔÉËÆÄ ÌÀÉÍÝ. ÌÀÂÒÀÌ F -ÉÓ ÖßÚÅÄÔÏÁÉÓ
ÚÏÅÄËÉ ßÄÒÔÉËÉ ÀÒÉÓ F -ÉÓÈÅÉÓ ËÄÁÄÂÉÓ ßÄÒÔÉËÉ ÃÀ ÛÄÍÉÛÅÍÀ
20.6-ÉÓ ÞÀËÉÈ ÖßÚÅÄÔÏÁÉÓ x0 ßÄÒÔÉËÆÄ S[F ] ÀÒÉÓ L ÃÀ L∗ ÌÄ-
ÈÏÃÄÁÉÈ ÛÄãÀÌÄÁÀÃÉ F (x0) ÌÍÉÛÅÍÄËÏÁÉÓÊÄÍ. ÀÌÀÅÄ ÃÒÏÓ, S[F ]
ÂÀÍÛËÀÃÉÀ x0 ßÄÒÔÉËÆÄ!

21 ÄØÓÐÏÍÄÍÔÖÒÉ ÌßÊÒÉÅÉÓ L ÃÀ L∗ ÛÄãÀÌÄÁÀÃÏÁÀ

A. ÍÀÌÃÅÉËÉ ×ÏÒÌÉÓ ÔÒÉÂÏÍÏÌÄÔÒÉÖËÉ ÌßÊÒÉÅÉ

a0
2

+
∞∑
n=1

(an cosnx+ bn sinnx) (1)

ÛÄÉÞËÄÁÀ ÜÀßÄÒÉË ÉØÍÀÓ ÄØÓÐÏÍÄÍÔÖÒÉ ×ÏÒÌÉÈ (Éá. ÈÀÅÉ 1, §4)

+∞∑
n=−∞

cne
inx, (2)

ÓÀÃÀÝ c0 = 1
2a0 ÃÀ cn = 1

2 (an− ibn), c−n = 1
2 (an+ ibn), ÒÏÝÀ n ≥ 1.

(1) ×ÏÒÌÉÃÀÍ (2) ×ÏÒÌÀÆÄ ÂÀÃÀÓÅËÀÓ ÆÏÂãÄÒ ÖßÏÃÄÁÄÍ ''ÔÒÉ-
ÂÏÍÏÌÄÔÒÉÖËÉ ÌßÊÒÉÅÉÓ ÂÀÄØÓÐÏÍÄÍÔÖÒÄÁÀÓ''. ÀÓÄÈÉ ÂÀÃÀÓÅËÉ-
ÓÀÓ (1) ÌßÊÒÉÅÉÓ n-ÒÉ ÊÄÒÞÏ

Sn(x) =
1

2
a0 +

n∑
k=1

(ak cosnx+ bk sin kx), S0(x) =
1

2
a0, (3)

ãÀÌÉÓ ÄØÓÐÏÍÄÍÔÖÒÉ ×ÏÒÌÀÀ

Sn(x) =
+n∑

k=−n

cke
ikx, n ≥ 1, S0(x) = c0. (4)

ÀÓÄÈ ÛÄÌÈáÅÄÅÀÛÉ, ËÄÁÄÂÉÓ ÈÄÏÒÄÌÀÓ ×ÖÒÉÄÓ ÄØÓÐÏÍÄÍÔÖÒÉ
ÌßÊÒÉÅÉÓ ßÄÅÒÏÁÒÉÅÉ ÉÍÔÄÂÒÄÁÉÓ ÛÄÓÀáÄÁ ÀØÅÓ ÓÀáÄ (Éá. ÈÀÅÉ
4-ÃÀÍ 15.9 ÈÄÏÒÄÌÀ).

ÈÄÏÒÄÌÀ 21.1 (ËÄÁÄÂÉ, 1902 ß.). 2π ÐÄÒÉÏÃÖËÉ ÃÀ [0, 2π] ÓÄÂÌÄÍÔÆÄ
ãÀÌÄÁÀÃÉ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ f ×ÖÍØÝÉÉÓ ×ÖÒÉÄÓ ÄØÓÐÏÍÄÍÔÖÒÉ

f ∼ c0 +
∑
|n|≥1

cne
inx (5)
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ÌßÊÒÉÅÉÓ ßÄÅÒÏÁÒÉÅÉ ÉÍÔÄÂÒÄÁÀ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒ [0, x] ⊂ (−∞,+∞) ÓÄ-
ÂÌÄÍÔÆÄ ÌÀÒÈËÆÏÌÉÄÒÉÀ, ÈÖÍÃÀÝ (5) ÌßÊÒÉÅÉ ÂÀÍÛËÀÃÉ ÉÚÏÓ
ÚÅÄËÂÀÍ ÃÀ ÉÍÔÄÂÒÄÁÉÓ ÛÄÃÄÂÓ ÀØÅÓ ÓÀáÄ:

c0x− i
∑
|n|≥1

cn
n
einx =

x∫
0

f(t)dt− i
∑
|n|≥1

cn
n
, (6)

ÒÏÌÄËÛÉÝ ÌßÊÒÉÅÉ ÈÀÍÀÁÒÀÃ ÊÒÄÁÀÃÉÀ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒ [a, b] ⊂ (−∞,+∞)
ÓÄÂÌÄÍÔÆÄ ÃÀ

(PV )
∑
|n|≥1

cn
n

= −i
∞∑
n=1

bn
n
, (7)

(PV )
∑
|n|≥1

cn
n

= −i 1
2π

2π∫
0

f(t)(π − t)dt. (8)

B. (6) ÔÏËÏÁÉÓ ÌÀÒãÅÄÍÀ ÌáÀÒÄ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖËÉÀ ÚÅÄËÂÀÍ ÃÀ,
ÌÀÛÀÓÀÃÀÌÄ, ÚÅÄËÂÀÍ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖËÉÀ ÌÉÓÉ ÌÀÒÝáÄÍÀ ÌáÀÒÄÝ

L(x) ≡ c0x− i
∑
|n|≥1

cn
n
einx. (9)

ÌÄÏÒÄ ÌáÒÉÅ, (9) ÔÏËÏÁÉÓ ÌÀÒãÅÄÍÀ ÌáÀÒÄ ßÀÒÌÏÀÃÂÄÍÓ (5)
ÌßÊÒÉÅÉÓÂÀÍ ×ÏÒÌÀËÖÒÀÃ ßÄÅÒÏÁÒÉÅÉ ÉÍÔÄÂÒÄÁÉÈ ÌÉÙÄÁÖË ÂÀ-
ÌÏÓÀáÖËÄÁÀÓ ÀÍÖ, (6) ÔÏËÏÁÉÓ ÈÀÍÀáÌÀÃ, (9) ÔÏËÏÁÉÈ ÚÅÄËÂÀÍ
ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖËÉ L(x) ×ÖÍØÝÉÀ ßÀÒÌÏÀÃÂÄÍÓ, §20-ÛÉ ÌÉÙÄÁÖËÉ ÔÄ-
ÒÌÉÍÉÓ ÛÄÓÀÁÀÌÉÓÀÃ, ËÄÁÄÂÉÓ ×ÖÍØÝÉÀÓ (5) ÌßÊÒÉÅÉÓÈÅÉÓ. (6) ÃÀ
(9) ÔÏËÏÁÄÁÉÃÀÍ ÅÙÄÁÖËÏÁÈ

L(x) =

x∫
0

f(t)dt− i
∑
|n|≥1

cn
n
. (10)

ÛÄÌÃÄÂ, (9) ÔÏËÏÁÉÃÀÍ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄÏÁÓ ÔÏËÏÁÀÍÉ

L(x0 + h)− L(x0 − h) = 2c0h+ 2
∑
|n|≥1

cne
inx0

sinnh

n
, (11)

L(x0 + 2h)− L(x0) = 2c0h+ 2
∑
|n|≥1

cne
inx0einh

sinnh

n
. (12)
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ÀØÄÃÀÍ

L(x0 + h)− L(x0 − h)

2h
= c0 +

∑
|n|≥1

cne
inx0

sinnh

nh
, (13)

L(x0 + 2h)− L(x0)

2h
= c0 +

∑
|n|≥1

cne
inx0einh

sinnh

nh
. (14)

ÀÌ ÔÏËÏÁÄÁÉÓ ÌÀÒÝáÄÍÀ ÌáÀÒÄÈÀ ÆÙÅÀÒÉÀ f(x0), h→ 0, ÈÉÈØ-
ÌÉÓ ÚÅÄËÀ x0-ÉÓÈÅÉÓ, ÈÀÍÀáÌÀÃ (10) ÔÏËÏÁÉÓÀ. ÀÌÒÉÂÀÃ, ÂÅÀØÅÓ

ÈÄÏÒÄÌÀ 21.2 (ËÄÁÄÂÉ). 2π ÐÄÒÉÏÃÖËÉ ÃÀ [−π, π] ÓÄÂÌÄÍÔÆÄ ãÀ-
ÌÄÁÀÃÉ ÚÏÅÄËÉ f ×ÖÍØÝÉÉÓ ×ÖÒÉÄÓ ÄØÓÐÏÍÄÍÔÖÒÉ (5) ÌßÊÒÉÅÉ
ÈÉÈØÌÉÓ ÚÅÄËÀ x0 ∈ [−π, π] ßÄÒÔÉËÆÄ ÛÄãÀÌÄÁÀÃÉÀ L ÃÀ L∗

ÌÄÈÏÃÄÁÉÈ f(x0) ÌÍÉÛÅÍÄËÏÁÉÓÊÄÍ ÀÍÖ, ÀÃÂÉËÉ ÀØÅÓ ÔÏËÏÁÄÁÓ

f(x0) = lim
h→0

[
c0 +

∑
|n|≥1

cne
inx0

sinnh

nh

]
(15)

ÃÀ

f(x0) = lim
h→0

[
c0 +

∑
|n|≥1

cne
inx0einh

sinnh

nh

]
. (16)

22 ÒÉÌÀÍ-ÛÅÀÒÝÉÓ ÌÄÏÒÄ ßÀÒÌÏÄÁÖËÉ

x ßÄÒÔÉËÉÓ ÌÉÃÀÌÏÛÉ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖËÉ f ×ÖÍØÝÉÉÓ ÓÉÌÄÔÒÉÖËÉ
ßÀÒÌÏÄÁÖËÉ x ßÄÒÔÉËÆÄ, ÓÉÌÁÏËÖÒÀÃ f (′)(x) ÀÍ ∆1f(x), ÄßÏÃÄÁÀ
ÆÙÅÀÒÓ

f (′)(x) = lim
h→0

f(x+ h)− f(x− h)

2h
, (1)

ÒÏÝÀ ÄÓ ÆÙÅÀÒÉ ÀÒÓÄÁÏÁÓ ÃÀ ÓÀÓÒÖËÉÀ.
ÜÅÄÍ ÖÊÅÄ ÅÉÝÉÈ, ÒÏÌ ÜÅÄÖËÄÁÒÉÅÉ f ′(x) ßÀÒÌÏÄÁÖËÉÓ ÀÒ-

ÓÄÁÏÁÀ ÉßÅÄÅÓ ÌÉÓÉÅÄ ÔÏËÉ ÓÉÌÄÔÒÉÖËÉ f (′)(x) ßÀÒÌÏÄÁÖËÉÓ
ÀÒÓÄÁÏÁÀÓ (Éá. ÈÀÅÉ 4, §9).

f(x + h) − f(x − h) ÓáÅÀÏÁÀÓ ÄßÏÃÄÁÀ f ×ÖÍØÝÉÉÓ ÓÉÌÄÔÒÉ-
ÖËÉ (ÆÏÂãÄÒ ÐÉÒÅÄËÉ ÓÉÌÄÔÒÉÖËÉ) ÓáÅÀÏÁÀ x ßÄÒÔÉËÆÄ ÃÀ
ÀÙÉÍÉÛÍÄÁÀ ∆hf(x) ÓÉÌÁÏËÏÈÉ.

ÀáËÀ ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ ∆hf(x) ×ÖÍØÝÉÉÓ ÓÉÌÄÔÒÉÖËÉ ÓáÅÀÏÁÀ ÉÌÀ-
ÅÄ x ßÄÒÔÉËÆÄ ÉÂÉÅÄ h-ÉÓÈÅÉÓ, ÓÉÌÁÏËÖÒÀÃ ∆2

hf(x), ÒÏÌÄËÓÀÝ
ÄßÏÃÄÁÀ f ×ÖÍØÝÉÉÓ ÓÉÌÄÔÒÉÖËÉ ÌÄÏÒÄ ÓáÅÀÏÁÀ x ßÄÒÔÉËÆÄ.
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ÒÀÃÂÀÍÀÝ

∆hf(x+ h)−∆f (x− h) = [f(x+ h+ h)− f(x+ h− h)]−
−[f(x− h+ h)− f(x− h− h)] = f(x+ 2h) + f(x− 2h)− 2f(x),

ÀÌÉÔÏÌ ÀÃÂÉËÉ ÀØÅÓ ÔÏËÏÁÀÓ

∆2
hf(x) = f(x+ 2h) + f(x− 2h)− 2f(x). (2)

ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÀ 22.1 ([12], ÂÅ. 44; [7], ÂÅ. 185). x ßÄÒÔÉËÉÓ ÌÉÃÀÌÏÛÉ
ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖËÉ F ×ÖÍØÝÉÉÓ ÒÉÌÀÍ-ÛÅÀÒÝÉÓ ÌÄÏÒÄ ßÀÒÌÏÄÁÖËÉ x

ßÄÒÔÉËÆÄ, ÓÉÌÁÏËÖÒÀÃ F (′′)(x) ÀÍ D2F (x), ÄßÏÃÄÁÀ ÆÙÅÀÒÓ

f (′′)(x) = lim
h→0

F (x+ h) + F (x− h)− 2F (x)

h2
, (3)

ÒÏÝÀ ÄÓ ÆÙÅÀÒÉ ÀÒÓÄÁÏÁÓ ÃÀ ÓÀÓÒÖËÉÀ.

ßÉÍÀÃÀÃÄÁÀ 22.2. ÈÖ F ×ÖÍØÝÉÀÓ x ßÄÒÔÉËÆÄ ÂÀÀÜÍÉÀ ÌÄÏÒÄ ÒÉÂÉÓ
ÜÅÄÖËÄÁÒÉÅÉ F ′′(x) ßÀÒÌÏÄÁÖËÉ, ÌÀÛÉÍ F -Ó ÉÌÀÅÄ x ßÄÒÔÉËÆÄ
ÂÀÀÜÍÉÀ ÒÉÌÀÍ-ÛÅÀÒÝÉÓ ÌÄÏÒÄ ßÀÒÌÏÄÁÖËÉ F (′′) ÃÀ ÀÃÂÉËÉ ÀØÅÓ
ÔÏËÏÁÀÓ

F (′′)(x) = F ′′(x). (4)

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÒÏÂÏÒÝ ÅÉÝÉÈ, ÌÄÏÒÄ ÒÉÂÉÓ F ′′(x) ßÀÒÌÏÄÁÖËÉ ÄßÏ-
ÃÄÁÀ F ′(x) ×ÖÍØÝÉÉÓ ßÀÒÌÏÄÁÖËÓ ÉÌÀÅÄ x ßÄÒÔÉËÆÄ: F ′′(x) =
(F ′)′(x).

ÈÖ ÛÄÌÏÅÉÙÄÁÈ h-ÉÓ ×ÖÍØÝÉÀÓ (x ×ÉØÓÉÒÄÁÖËÉÀ) φ(h) = F (x+
h) + F (x− h), ÌÀÛÉÍ ÂÅÄØÍÄÁÀ ÔÏËÏÁÀ

F (x+ h) + F (x− h)− 2F (x)

h2
=
φ(h)− φ(0)

h2
, (5)

ÒÏÌËÉÓ ÌÀÒãÅÄÍÀ ÌáÀÒÉÓ ÌÉÌÀÒÈ ÊÏÛÉÓ ÈÄÏÒÄÌÉÓ (Éá. [2], ÂÅ.
295) ÂÀÌÏÚÄÍÄÁÉÈ ÌÉÅÉÙÄÁÈ

φ(h)− φ(0)

h2
=
φ′(θh)

2θh
, 0 < θ < 1.

ÌÀÂÒÀÌ

φ′(h) = F ′(x+ h) · 1 + F ′(x− h) · (−1) = F ′(x+ h)− F ′(x− h).
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ÀÌÉÔÏÌ

F (x+ h) + F (x− h)− 2F (x)

h2
=
F ′(x+ θh)− F ′(x− θh)

2θh
. (6)

ÓÉÌÄÔÒÉÖËÉ ßÀÒÌÏÄÁÖËÉÓ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÉÓ ÈÀÍÀáÌÀÃ (Éá. ÔÏËÏÁÀ
(1))

lim
h→0

F ′(x+ θh)− F ′(x− θh)

2θh
= (F ′)(′)(x). (7)

ÒÀÃÂÀÍ ÜÅÄÖËÄÁÒÉÅÉ ßÀÒÌÏÄÁÖËÉÓ ÀÒÓÄÁÏÁÀ ÉßÅÄÅÓ ÌÉÓÉÅÄ
ÔÏËÉ ÓÉÌÄÔÒÉÖËÉ ßÀÒÌÏÄÁÖËÉÓ ÀÒÓÄÁÏÁÀÓ ÃÀ, ÐÉÒÏÁÉÓ ÈÀÍÀá-
ÌÀÃ, (F ′)′(x) ÊÉ ÀÒÓÄÁÏÁÓ, ÀÌÉÔÏÌ (7) ÔÏËÏÁÉÓ ÌÀÒãÅÄÍÀ ÌáÀÒÄ
ÔÏËÉÀ (F ′)′(x) = F ′′(x) ÒÉÝáÅÉÓ. ÀÌÉÓ ÂÀÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÉÈ, (6) ÔÏ-
ËÏÁÉÃÀÍ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄÏÁÓ F (′′)(x) = F ′′(x).

ÀÌÉÈ ßÉÍÀÃÀÃÄÁÉÓ ÐÉÒÅÄËÉ ÍÀßÉËÉ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉÀ, áÏËÏ
ÌÄÏÒÄ ÍÀßÉËÉÓ ÓÀÉËÖÓÔÒÀÝÉÏÃ ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ ÌÀÂÀËÉÈÄÁÉ.

ÌÀÂÀËÉÈÉ 22.3. ×ÖÍØÝÉÉÓÈÅÉÓ

φ(x) =

{
x sin2 1

x , ÒÏÝÀ x ̸= 0

0, ÒÏÝÀ x = 0

ÂÅÀØÅÓ φ(h)+φ(−h)−2φ(0) = φ(h)−φ(h)−2 ·0 = 0, Ä.É. φ(′′)(0) = 0.
ÀÌÀÅÄ ÃÒÏÓ, φ′(0) ÀÒ ÀÒÓÄÁÏÁÓ ÃÀ ÌÉÈ Ö×ÒÏ ÀÒ ÀÒÓÄÁÏÁÓ φ′′(0).

ÌÀÂÀËÉÈÉ 22.4. ψ(x) =
∫ x
0
t sin 1

t dt. ÀØÀÝ ψ(h) + ψ(−h) − ψ(0) =∫ h
0
t sin 1

t dt +
∫ −h
0

t sin 1
t dt − 0 =

∫ h
0
t sin 1

t dt −
∫ h
0
t sin 1

t dt = 0. ÀÌÉÔÏÌ

ψ(′′)(0) = 0. ÀÌÀÓÈÀÍ ÄÒÈÀÃ, ÒÏÝÀ x ̸= 0, ÌÀÛÉÍ ψ′(x) = x sin 1
x ÃÀ

ψ′′(0) ÀÒ ÀÒÓÄÁÏÁÓ.

23 ÌßÊÒÉÅÉÓ ÛÄãÀÌÄÁÀÃÏÁÉÓ ÒÉÌÀÍÉÓ R2 ÌÄÈÏÃÉ

1. ÒÉÌÀÍÉÓ ÌÉÄÒ ÛÄÓßÀÅËÉË ÌÒÀÅÀË ÐÒÏÁËÄÌÀÈÀ ÛÏÒÉÓÀÀ
ÔÒÉÂÏÍÏÌÄÔÒÉÖËÉ ÌßÊÒÉÅÉÈ ×ÖÍØÝÉÉÓ ßÀÒÌÏÃÂÄÍÉÓ ÐÒÏÁËÄÌÀ.
ÒÉÌÀÍÉÓ ÈÀÍÀÌÄÃÒÏÅÄÍÉ ÃÉÒÉäËÄ, ËÉÐÛÉÝÉ ÃÀ ÓáÅÀÍÉ ÉÞÉÄÁÃÍÄÍ
×ÖÍØÝÉÉÓ ÉÌ ÓÀÊÌÀÒÉÓ ÈÅÉÓÄÁÄÁÓ, ÒÏÌÄËÍÉÝ ÖÆÒÖÍÅÄËÚÏ×ÃÍÄÍ
ÌÉÓ ßÀÒÌÏÃÂÄÍÀÓ ÔÒÉÂÏÍÏÌÄÔÒÉÖËÉ ÌßÊÒÉÅÉÈ. ÒÉÌÀÍÉ ÊÉ ÉÊÅËÄ-
ÅÃÀ ×ÖÍØÝÉÉÓ ÉÌ ÀÖÝÉËÄÁÄË ÈÅÉÓÄÁÄÁÓ, ÒÏÌÄËÍÉÝ ÂÀÌÏßÅÄÖËÉ
ÉØÍÄÁÏÃÀ ÌÉÓÉ ÔÒÉÂÏÍÏÌÄÔÒÉÖËÉ ÌßÊÒÉÅÉÈ ßÀÒÌÏÃÂÄÍÉÓÀÓ ([11],
ÂÅ. 25-90; äÄÍÒÉá ÅÄÁÄÒÉÓ ÌÉÍÉÛÍÄÁÄÁÉÈ ÒÉÌÀÍÉÓ ÀÌ ÛÒÏÌÉÓÀÃÌÉ).
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ÀÌ ÐÒÏÁËÄÌÀÓÈÀÍ ÃÀÊÀÅÛÉÒÄÁÉÈ ÒÉÌÀÍÉÌ ÂÀÍÉáÉËÀ ÔÒÉÂÏÍÏ-
ÌÄÔÒÉÖËÉ ÌßÊÒÉÅÉ

a0
2

+
∞∑
n=1

(an cosnx+ bn sinnx) (1)

ÄÒÈÀÃÄÒÈÉ ÌÏÈáÏÅÍÉÈ an → 0 ÃÀ bn → 0, ÒÏÝÀ n → ∞ (ÈÖÌÝÀ
ÓÀÊÌÀÒÉÓÉÀ (an) ÃÀ (bn) ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÄÁÉÓ ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÏÁÀ).

ÒÉÌÀÍÉÌ ÌÏÀáÃÉÍÀ (1) ÌßÊÒÉÅÉÓ ×ÏÒÌÀËÖÒÉ ßÄÅÒÏÁÒÉÅÉ ÉÍÔÄ-
ÂÒÄÁÀ ÏÒãÄÒ ÃÀ ÌÉÉÙÏ ÚÅÄËÂÀÍ ÖßÚÅÄÔÉ ×ÖÍØÝÉÀ

F (x) =
a0
4
x2 −

∞∑
n=1

1

n2
(an cosnx+ bn sinnx), (2)

ÒÏÌËÉÓ ×ÏÒÌÀËÖÒÀÃ ßÄÅÒÏÁÒÉÅÉ ÏÒãÄÒ ÂÀßÀÒÌÏÄÁÉÈ ÌÉÉÙÄ-
ÁÀ (1) ÌßÊÒÉÅÉ. ÓßÏÒÄÃ ÀÌÀÓ ÍÉÛÍÀÅÓ ×ÏÒÌÀËÖÒÉ ÉÍÔÄÂÒÄÁÀ. F
×ÖÍØÝÉÉÓ ÚÅÄËÂÀÍ ÖßÚÅÄÔÏÁÀ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄÏÁÓ (2) ÌßÊÒÉÅÉÓ ÀÁ-
ÓÏËÖÔÖÒÀÃ ÃÀ ÈÀÍÀÁÒÀÃ ÊÒÄÁÀÃÏÁÉÃÀÍ.

(2) ÔÏËÏÁÉÈ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖË F ×ÖÍØÝÉÀÓ ÄßÏÃÄÁÀ ÒÉÌÀÍÉÓ ×Ö-
ÍØÝÉÀ (1) ÌßÊÒÉÅÉÓÈÅÉÓ ÀÍÃÀ, ÆÏÂãÄÒ, ÒÉÌÀÍÉÓ (1) ÌßÊÒÉÅÈÀÍ ÀÓÏ-
ÝÉÒÄÁÖËÉ ×ÖÍØÝÉÀ.

2. (2) ÔÏËÏÁÉÈ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖË F ×ÖÍØÝÉÀÓÈÀÍ ÃÀÅÀÊÀÅÛÉÒÏÈ

G(x, h) =
F (x+ 2h) + F (x− 2h)− 2F (x)

4h2
(3)

ÔÏËÏÁÉÈ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖËÉ G(x, h) ×ÖÍØÝÉÀ, ÒÏÌÄËÉÝ (1) ÌßÊÒÉÅÓ
ÖÊÀÅÛÉÒÃÄÁÀ ÔÏËÏÁÉÈ:

G(x, h) =
a0
2

+

∞∑
n=1

(an cosnx+ bn sinnx)
sin2 nh

n2h2
. (4)

ÖÊÀÍÀÓÊÍÄËÉ ÔÏËÏÁÉÓ ÃÀÓÀÌÔÊÉÝÄÁËÀÃ ÖÍÃÀ ÂÀÌÏÅÈÅÀËÏÈ
(3) ÔÏËÏÁÉÓ ÌÀÒãÅÄÍÀ ÌáÀÒÄ (2) ÔÏËÏÁÉÈ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖËÉ F
×ÖÍØÝÉÉÓÈÅÉÓ ÃÀ, ÀÌÀÅÄ ÃÒÏÓ, ÅÉÓÀÒÂÄÁËÏÈ ÔÏËÏÁÄÁÉÈ:

cosn(x+ 2h) + cosn(x− 2h)− 2 cosnx = −4 cosnx sin2 nh,

sinn(x+ 2h) + sinn(x− 2h)− 2 sinnx = −4 sinx sin2 nh.

ÀáËÀ ÛÄÌÏÅÉÙÏÈ (1) ÌßÊÒÉÅÉÓ ÒÉÌÀÍÉÓ ÌÄÈÏÃÉÈ ÛÄãÀÌÄÁÀÃÏ-
ÁÉÓ ÏÒÉ ÖÒÈÉÄÒÈÄÊÅÉÅÀËÄÍÔÖÒÉ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÀ.
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ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÀ 23.1 ([12], ÂÅ. 502; [7], ÂÅ. 187). ÔÒÉÂÏÍÏÌÄÔÒÉÖË (1)
ÌßÊÒÉÅÓ ÄßÏÃÄÁÀ ÒÉÌÀÍÉÓ R2 ÌÄÈÏÃÉÈ ÛÄãÀÌÄÁÀÃÉ s(x)-ÓÊÄÍ, ÒÏ-
ÝÀ ÒÉÌÀÍÉÓ F ×ÖÍØÝÉÀ ÀÊÌÀÚÏ×ÉËÄÁÓ ÔÏËÏÁÀÓ

F (′′)(x) = s(x). (5)

ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÀ 23.2 ([12], ÂÅ. 502; [7], ÂÅ. 187). ÔÒÉÂÏÍÏÌÄÔÒÉÖË
(1) ÌßÊÒÉÅÓ ÄßÏÃÄÁÀ ÒÉÌÀÍÉÓ R2 ÌÄÈÏÃÉÈ ÛÄãÀÌÄÁÀÃÉ s(x)-ÓÊÄÍ,
ÒÏÝÀ ÀÃÂÉËÉ ÀØÅÓ ÔÏËÏÁÀÓ

s(x) = lim
h→0

[
a0
2

+

∞∑
n=1

(an cosnx+ bnnx)
( sinnh

nh

)2
]
. (6)

ÀÌ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÀÈÀ ÖÒÈÉÄÒÈÄÊÅÉÅÀËÄÍÔÖÒÏÁÀ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄÏÁÓ
(3) ÃÀ (4) ÔÏËÏÁÄÁÉÃÀÍ.

(6) ÔÏËÏÁÀ ÓÀÛÖÀËÄÁÀÓ ÉÞËÄÅÀ ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ ÒÉÝáÅÉÈÉ ÌßÊ-
ÒÉÅÉÓ R2-ÛÄãÀÌÄÁÀÃÏÁÉÓ ÝÍÄÁÀ.

ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÀ 23.3. ÒÉÝáÅÉÈ c0 +
∑∞
n=1 cn ÌßÊÒÉÅÓ ÄßÏÃÄÁÀ R2-

ÛÄãÀÌÄÁÀÃÉ C ÒÉÝáÅÉÓÊÄÍ, ÒÏÝÀ ÀÃÂÉËÉ ÀØÅÓ ÔÏËÏÁÀÓ

lim
h→0

[
c0 +

∞∑
n=1

cn

( sinnh
nh

)2
]
= C. (7)

ÛÄÍÉÛÅÍÀ 23.4. (6) ÃÀ (7) ÔÏËÏÁÄÁÉÃÀÍ ÜÀÍÓ, ÒÏÌ ÒÀÉÌÄ ÌßÊÒÉÅÉÓ
R2-ÛÄãÀÌÄÁÀÃÏÁÉÓ ÂÀÍáÉËÅÀ ÍÉÛÍÀÅÓ ÀÌ ÌßÊÒÉÅÉÓ n-ÒÉ ßÄÅÒÉÓ

ÂÀÌÒÀÅËÄÁÀÓ
(
sinnh
nh

)2

-ÆÄ, ÒÏÌËÉÓ ÆÙÅÀÒÉ h-ÉÓ ÌÉÌÀÒÈ h = 0

ßÄÒÔÉËÆÄ ÔÏËÉÀ 1-ÉÓ ÚÏÅÄËÉ ×ÉØÓÉÒÄÁÖËÉ n-ÉÓÈÅÉÓ. ÀÌÒÉ-
ÂÀÃ, R2-ÛÄãÀÌÄÁÀÃÏÁÀ ÍÉÛÍÀÅÓ ÌßÊÒÉÅÉÓ ßÄÅÒÄÁÉÓ ''ÛÄÛ×ÏÈÄÁÀÓ''(
sinnh
nh

)2

ÌÀÌÒÀÅËÄÁÉÈ.

ÛÄÍÉÛÅÍÀ 23.5. ÆÏÂÉÄÒÈ ÓÀÊÉÈáÈÀÍ ÃÀÊÀÅÛÉÒÄÁÉÈ ÂÀÍÉáÉËÄÁÀ Rk-
ÛÄãÀÌÄÁÀÃÏÁÀÝ (k = 1, 2, 3, . . . ), ÒÀÝ ÍÉÛÍÀÅÓ ÌßÊÒÉÅÉÓ ßÄÅÒÄ-

ÁÉÓ ÂÀÌÒÀÅËÄÁÀÓ
(
sinnh
nh

)k
-ÆÄ. ÀÌ ÈÅÀËÓÀÆÒÉÓÉÈ, ÌßÊÒÉÅÉÓ R0-

ÛÄãÀÌÄÁÀÃÏÁÀ ÍÉÛÍÀÅÓ ÀÌ ÌßÊÒÉÅÉÓ ÊÒÄÁÀÃÏÁÀÓ. ÒÏÝÀ k = 1, ÌÀ-
ÛÉÍ ÂÅÀØÅÓ ÌßÊÒÉÅÉÓ ÛÄãÀÌÄÁÀÃÏÁÉÓ ËÄÁÄÂÉÓ ÌÄÈÏÃÉ, ÒÏÌÄËÉÝ
ÀÒ ÀÒÉÓ ÒÄÂÖËÀÒÖËÉ (Éá. 20 ÃÀ 21 ÐÀÒÀÂÒÀ×ÄÁÉ). ÓÀÆÏÂÀÃÏÃ,
ÌßÊÒÉÅÉÓ ÛÄãÀÌÄÁÀÃÏÁÉÓ Rk ÌÄÈÏÃÉ ÒÄÂÖËÀÒÖËÉÀ, ÒÏÝÀ k > 1.
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ÌßÊÒÉÅÉÓ ÛÄãÀÌÄÁÀÃÏÁÉÓ ÚÏÅÄË ÌÄÈÏÃÓ ßÀÄÚÄÍÄÁÀ ÏÒÉ ÞÉÒÉ-
ÈÀÃÉ ÌÏÈáÏÅÍÀ:

1) ÀãÀÌÄÁÓ ÈÖ ÀÒÀ ÄÓ ÌÄÈÏÃÉ ÚÏÅÄË ÊÒÄÁÀÃ ÌßÊÒÉÅÓ ÀÌ
ÌßÊÒÉÅÉÓ ãÀÌÉÓÊÄÍ;

2) ÒÀÌÃÄÍÀÃ ×ÀÒÈÏÀ ÂÀÍÛËÀÃ ÌßÊÒÉÅÈÀ ÉÓ ÊËÀÓÉ, ÊÄÒÞÏÃ,
ÛÄÃÉÓ ÈÖ ÀÒÀ ÀÌ ÊËÀÓÛÉ ×ÖÒÉÄÓ ÚÅÄËÀ ÌßÊÒÉÅÉ, ÒÏÌÄËÈÀÝ
ÀãÀÌÄÁÓ ÂÀÍÓÀáÉËÅÄËÉ ÌÄÈÏÃÉ.

ÐÉÒÅÄË ÊÉÈáÅÀÓ ÃÀÃÄÁÉÈÉ ÐÀÓÖáÉ ÀØÅÄ ÂÀÄÝÄÌÀ, áÏËÏ ÌÄÏÒÄÓ
ÊÉ-§26-ÛÉ.

ÈÄÏÒÄÌÀ 24.1 (ÒÉÌÀÍÉ, [11], ÂÅ. 56-6012; [27], ÂÅ. 242; [18], ÂÅ. 290-291;
[12], ÂÅ. 502-503; [7], ÂÅ. 188-189). ÌßÊÒÉÅÉÓ ÛÄãÀÌÄÁÀÃÏÁÉÓ R2 ÌÄÈÏ-
ÃÉ ÒÄÂÖËÀÒÖËÉÀ, ÒÀÝ ÍÉÛÍÀÅÓ, ÒÏÌ ÊÒÄÁÀÃ ÌßÊÒÉÅÓ R2 ÌÄÈÏÃÉ
ÛÄÀãÀÌÄÁÓ ÀÍÖ, ÒÀÝ ÉÂÉÅÄÀ, ÊÒÄÁÀÃÉ ÌßÊÒÉÅÉÓ

a0 + a1 + a2 + · · · = S (1)

ÛÄÓÀÁÀÌÉÓÉ R2-ÓÀÛÖÀËÏ

a0 + a1

( sinh
h

)2

+ a2

( sin 2h
2h

)2

+ · · · ≡ S(h) (2)

ÊÒÄÁÀÃÉÀ ÚÅÄËÀ h ̸= 0 ÌÍÉÛÅÍÄËÏÁÉÓÈÅÉÓ ÃÀ ÌÉÓ S(h) ãÀÌÓ ÀØÅÓ
ÈÅÉÓÄÁÀ

lim
h→0

S(h) = S. (3)

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. (1) ÌßÊÒÉÅÉÓ ÊÒÄÁÀÃÏÁÉÃÀÍ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄÏÁÓ, ÒÏÌ
|an| < M ÚÅÄËÀ n = 0, 1, 2, . . . ÌÍÉÛÅÍÄËÏÁÄÁÉÓÈÅÉÓ (ÒÀÃÂÀÍÀÝ
an → 0, ÒÏÝÀ n→ ∞), Ä.É.

∑∞
n=1 |an|(sinnh/nh)2 < Mh−2

∑∞
n=1 n

−2

< +∞ ÚÏÅÄËÉ h ̸= 0 ÌÍÉÛÅÍÄËÏÁÉÓÈÅÉÓ.

12ÀØ ÂÀÍáÉËÖËÉÀ ÆÏÂÀÃÉ ÛÄÌÈáÅÄÅÀÝ a0 + a1
sinα
α

· sin β
β

+ a2
sin 2α
2α

· sin 2β
2β

+ · · · ,
ÉÌ ÐÉÒÏÁÉÈ, ÒÏÌ α/β ÛÄ×ÀÒÃÄÁÀ ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉÀ. ÒÉÌÀÍÉÓ ÄÓ ÓÔÀÔÉÀ ÞÀËÆÄÃ
ÓÀÉÍÔÄÒÄÓÏÀ ÉÌÉÈÀÝ, ÒÏÌ ÉØ ÀÅÔÏÒÉ ÓÀÖÁÒÏÁÓ ÌÏÌÉãÍÀÅÄ ÐÒÏÁËÄÌÄÁÆÄ ÌÏÌÖÛÀÅÄ
ÊÏËÄÂÄÁÉÓ ÌÉÙßÄÅÄÁÆÄ ÃÀ ÖÆÖÓÔÏÁÄÁÆÄÝ, ÒÀÝ ÃÙÄÅÀÍÃÄË ÐÒÀØÔÉÊÀÛÉ ÌÉÖÙÄÁÄ-
ËÉÀ ÃÀ ÉÍÔÄÂÒÀËÉÓ ÝÍÄÁÉÓ ×ÏÒÌÉÒÄÁÉÓÀ ÃÀ ÌÉÓÉ ÂÀÌÏÚÄÍÄÁÉÓ ÛÄÓÀáÄÁ ÌÀÈÄÌÀÔÉ-
ÊÉÓ ÌÏÓÀÆÙÅÒÄ ÃÀÒÂÄÁÛÉ. ÒÉÌÀÍÉÓ ÀÌ ÓÔÀÔÉÀÓ ÄÒÈÅÉÓ äÄÍÒÉá ÅÄÁÄÒÉÓ ÛÄÍÉÛÅÍÄÁÉ
ÓÔÀÔÉÉÓÀÃÌÉ (ÂÅ. 86-90.) ÅÄÁÄÒÌÀ ÂÀÃÀÀÌÖÛÀÅÀ ÒÉÌÀÍÉÓ ËÄØÝÉÄÁÉ ÌÀÈÄÌÀÔÉÊÖÒ ×É-

ÆÉÊÀÛÉ ÃÀ 1900-1901 ßËÄÁÛÉ ÂÀÌÏÓÝÀ ''ÌÀÈÄÌÀÔÉÊÖÒÉ ×ÉÆÉÊÉÓ ÃÉ×ÄÒÄÍÝÉÀËÖÒÉ
ÂÀÍÔÏËÄÁÄÁÉÓ'' ÓÀáÄËßÏÃÄÁÉÈ.
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(1) ÃÀ (2) ÌßÊÒÉÅÄÁÉÓ n-ÒÉ ÍÀÛÈÄÁÉÓÈÅÉÓ, ÛÄÌÏÅÉÙÏÈ ÀÙÍÉÛÅ-
ÍÄÁÉ

An =
∞∑
k=n

ak, Sn(h) =
∞∑
k=n

ak

( sin kh
kh

)2

.

(1) ÌßÊÒÉÅÉÓ ÊÒÄÁÀÃÏÁÉÓ ÂÀÌÏ, ÚÏÅÄËÉ ε ÒÉÝáÅÉÓÈÅÉÓ ÀÒÓÄÁÏÁÓ
ÉÓÄÈÉ ÍÀÔÖÒÀËÖÒÉ ÒÉÝáÅÉ n = n(ε), ÒÏÌ ÀÃÂÉËÉ ÀØÅÓ ÖÔÏËÏÁÀÓ

|Ak| < ε ÚÏÅÄËÉ k ≥ n ÒÉÝáÅÉÓÈÅÉÓ. (4)

ÀÌÉÓ ÛÄÌÃÄÂ, ÄÓ n = n(ε) ÒÉÝáÅÉ ÀÙÀÒ ÛÄÉÝÅËÄÁÀ ÌÈÄËÉ
ÌÓãÄËÏÁÉÓ ÂÀÍÌÀÅËÏÁÀÛÉ.

ÒÀÃÂÀÍ ak = Ak −Ak+1, ÀÌÉÔÏÌ Sn(h) ÀÓÄÝ ÜÀÉßÄÒÄÁÀ

Sn(h) =
∞∑
k=n

(Ak −Ak+1)
( sin kh

kh

)2

. (5)

ÒÀÃÂÀÍ ÊÒÄÁÀÃÉ ÌßÊÒÉÅÉÓ ßÄÅÒÄÁÉÓ ÃÀãÂÖ×ÄÁÉÈ ÌÉÉÙÄÁÀ ÉÌÀÅÄ
ãÀÌÉÓÊÄÍ ÊÒÄÁÀÃÉ ÌßÊÒÉÅÉ (Éá. [3], ÂÅ. 15), ÀÌÉÔÏÌ (5) ÔÏËÏÁÀ
ÛÄÉÞËÄÁÀ ÀÓÄÝ ÂÀÃÀÉßÄÒÏÓ:

Sn(h) = An

( sinnh
nh

)2

+
∞∑

k=n+1

Ak

[( sin kh
kh

)2

−
( sin(k − 1)h

(k − 1)h

)2]
,

ÌÀÂÒÀÌ ∣∣∣( sin kh
kh

)2

−
( sin(k − 1)h

(k − 1)h

)2∣∣∣ =
=

∣∣∣∣
kh∫

(k−1)h

d

dx

( sinx
x

)2

dx

∣∣∣∣ ≤
kh∫

(k−1)h

∣∣∣∣ ddx( sinxx )2
∣∣∣∣dx.

ÀÌÉÔÏÌ

|Sn(h)| ≤ |An|+
∞∑

k=n+1

|Ak|
kh∫

(k−1)h

∣∣∣ d
dx

( sinx
2

)2∣∣∣dx.
ÀØÄÃÀÍ, (4) ÖÔÏËÏÁÉÓ ÂÀÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÉÈ ÅÙÄÁÖËÏÁÈ:

|Sn(h)| ≤ ε

[
1 +

+∞∫
nh

∣∣∣ d
dx

( sinx
x

)2∣∣∣dx]. (6)
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ÀáËÀ ÃÀÅÀÃÂÉÍÏÈ ÓÀÓÒÖËÏÁÀ ÉÍÔÄÂÒÀËÉÓ

I =

+∞∫
0

∣∣∣ d
dx

( sinx
x

)2∣∣∣dx. (7)

ÔÏËÏÁÉÃÀÍ
d

dx

( sinx
x

)2

= 2
sinx

x
· x cosx− sinx

x2

ÜÀÍÓ, ÒÏÌ (7) ÉÍÔÄÂÒÀËÉÓ ÀÒÓÄÁÏÁÉÓÈÅÉÓ ÀÖÝÉËÄÁÄËÉ ÃÀ ÓÀÊ-
ÌÀÒÉÓÉÀ, (7) ÉÍÔÄÂÒÀËÉ ÀÒÓÄÁÏÁÃÄÓ ÍÖËÉÓ ÌÉÃÀÌÏÛÉ ÃÀ +∞-ÉÓ
ÌÉÃÀÌÏÛÉ (ÓáÅÀÂÀÍ ÄÓ ÉÍÔÄÂÒÀËÉ ÀÒÓÄÁÏÁÓ).

ÒÏÂÏÒÝ ÅÉÝÉÈ, ÀÒÓÄÁÏÁÓ ÉÓÄÈÉ δ > 0, ÒÏÌ sin ≈ x, ÒÏÝÀ
0 < x < δ. ÀÓÄÈÉ x-ÓÈÅÉÓ∣∣∣2 sinx

x
· x cosx− x

x2

∣∣∣ ≈ 2
∣∣∣x(cosx− 1)

x2

∣∣∣ = 2
∣∣∣−2 sin2 x/2

x

∣∣∣ = 4
x2

4x
= x,

Ä.É. ÉÍÔÄÂÒÀËÉ
∫ δ
0

∣∣∣ ddx( sin xx )2∣∣∣dx < δ2 ÃÀ, ÌÀÛÀÓÀÃÀÌÄ, ÀÒÓÄÁÏÁÓ.

ÒÏÝÀ x ≥ 1, ÌÀÛÉÍ∣∣∣2 sinx
x

· x cosx− sinx
x2

∣∣∣ ≤ 2
|sinx|
x

· x| cosx|+ | sinx|
x2

≤

≤ 2
x+ 1

x3
≤ 2

x+ x

x3
= 4

x

x3
=

4

x2
.

ÀÌÉÔÏÌ

t∫
1

∣∣∣ d
dx

( sinx
x

)2∣∣∣dx ≤ 4

t∫
1

x−2dx =

= −4
[ 1
x

]t
1
= −4

(1
t
− 1

)
= 4− 4

t
→ 4, ÒÏÝÀ t→ +∞.

ÌÀÛÀÓÀÃÀÌÄ,
∫∞
1

∣∣∣ ddx( sin xx )2∣∣∣dx ≤ 4 ÃÀ ÀÌÉÈ ÃÀÃÂÄÍÉËÉÀ (7) ÉÍÔÄ-

ÂÒÀËÉÓ ÓÀÓÒÖËÏÁÀ.
ÀáËÀ (6) ÖÔÏËÏÁÀ ÌÉÉÙÄÁÓ ÓÀáÄÓ

|Sn(h)| < ε(1 + I).
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ÀÃÅÉËÉ ÛÄÓÀÌÏßÌÄÁÄËÉÀ ÔÏËÏÁÀ

S(h)− S =

n−1∑
k=1

ak

[( sin kh
kh

)2

− 1
]
+ Sn(h)−An,

ÓÀÉÃÀÍÀÝ

|S(h)− S| ≤
n−1∑
k=1

|ak| ·
∣∣∣( sin kh

kh

)2

− 1
∣∣∣+ (2 + I)ε.

ÀÌÀÓÈÀÍ ÄÒÈÀÃ, ÚÏÅÄËÉ ×ÉØÓÉÒÄÁÖËÉ k-ÓÈÅÉÓ limh→0

(
sin kh
kh

)2

= 1. ÀÌÉÔÏÌ ÀÃÒÄ ÀÙÄÁÖËÉ ε-ÉÓÈÅÉÓ ÀÒÓÄÁÏÁÓ ÉÓÄÈÉ δ > 0, ÒÏÌ
ÚÅÄËÀ |h| < δ ÌÍÉÛÅÍÄËÏÁÉÓÈÅÉÓ, ÓÀÓÒÖËÉ ÒÀÏÃÄÍÏÁÉÓ ÛÄÓÀÊÒÄ-
ÁÄÁÉÓ ÌØÏÍÄ ãÀÌÉ ÛÄ×ÀÓÃÄÁÀ ÀÓÄ:

n−1∑
k=1

|ak| ·
∣∣∣( sin kh

kh

)2

− 1
∣∣∣ < ε.

ÀÌÒÉÂÀÃ, |S(h) − S| < (3 + I)ε, ÒÏÝÀ |h| < δ. ÈÄÏÒÄÌÀ ÃÀÌÔÊÉÝÄ-
ÁÖËÉÀ, ÓÀÉÃÀÍÀÝ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄÏÁÓ

ÒÉÌÀÍÉÓ ÐÉÒÅÄËÉ ÈÄÏÒÄÌÀ 24.2 ([12], ÂÅ. 502). ÈÖ ÔÒÉÂÏÍÏÌÄÔÒÉ-
ÖËÉ ÌßÊÒÉÅÉ

a0
2

+
∞∑
n=1

(an cosnx+ bn sinx), (8)

ÍÖËÉÓÊÄÍ ÊÒÄÁÀÃÉ an ÃÀ bn ÊÏÄ×ÉÝÉÄÍÔÄÁÉÈ, ÊÒÄÁÀÃÉÀ ÒÏÌÄ-
ËÉÌÄ x0 ßÄÒÔÉËÆÄ s(x0) ÌÍÉÛÅÍÄËÏÁÉÓÊÄÍ, ÌÀÛÉÍ (8) ÌßÊÒÉÅÉ
R2-ÛÄãÀÌÄÁÀÃÉÀ ÉÌÀÅÄ x0 ßÄÒÔÉËÆÄ ÉÂÉÅÄ s(x0) ÌÍÉÛÅÍÄËÏÁÉÓ-
ÊÄÍ.

25 ÒÉÌÀÍÉÓ ÀÓÏÝÉÒÄÁÖËÉ ×ÖÍØÝÉÉÓ ÂËÖÅÏÁÀ

ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ ÔÒÉÂÏÍÏÌÄÔÒÉÖËÉ ÌßÊÒÉÅÉ

a0
2

+
∞∑
n=1

(an cosnx+ bn sinx) (1)
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ÍÖËÉÓÊÄÍ ÊÒÄÁÀÃÉ an ÃÀ bn ÊÏÄ×ÉÝÉÄÍÔÄÁÉÈ ÃÀ (1) ÌßÊÒÉÅÉÓ
ÛÄÓÀÁÀÌÉÓÉ ÒÉÌÀÍÉÓ ×ÖÍØÝÉÉÈ (Éá. §23):

F (x) =
a0
4
x2 −

∞∑
n=1

1

n2
(an cosnx+ bn sinnx). (2)

ÜÅÄÍÉ ÌÉÆÀÍÉÀ ÃÀÅÀÃÂÉÍÏÈ (2) ÔÏËÏÁÉÈ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖËÉ F
×ÖÍØÝÉÉÓ ÂËÖÅÏÁÀ (Éá. ÈÀÅÉ 4, §9).

ÒÉÌÀÍÉÓ ÌÄÏÒÄ ÈÄÏÒÄÌÀ 25.1 ([11], ÂÅ. 60; [27], ÂÅ. 245; [28], ÂÅ.
440; [12], ÂÅ. 503). ÒÏÝÀ (1) ÌßÊÒÉÅÉÓ an ÃÀ bn ÊÏÄ×ÉÝÉÄÍÔÄ-
ÁÉ ÊÒÄÁÀÃÉÀ ÍÖËÉÓÊÄÍ, ÌÀÛÉÍ ÒÉÌÀÍÉÓ ÀÓÏÝÉÒÄÁÖËÉ F×ÖÍØÝÉÀ
ÂËÖÅÉÀ ÚÅÄËÀ x ∈ (−∞,+∞) ßÄÒÔÉËÆÄ ÀÍÖ ÀÊÌÀÚÏ×ÉËÄÁÓ
ÖÒÈÉÄÒÈÄÊÅÉÅÀËÄÍÔÖÒ ÔÏËÏÁÄÁÓ

lim
h→0

F (x+ 2h) + F (x− 2h)− 2F (x)

4h
= 0, (3)

lim
h→0

[
a0
2
h+

∞∑
n=1

(an cosnx+ bn sinnx)
sin2 nh

n2h

]
= 0. (4)

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. (3) ÃÀ (4) ÔÏËÏÁÄÁÉÓ ÄÊÅÉÅÀËÄÍÔÖÒÏÁÀ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀ-
ÒÄÏÁÓ ÔÏËÏÁÉÃÀÍ (Éá. §23-ÉÓ (3) ÃÀ (4) ÔÏËÏÁÀÍÉ)

F (x+ 2h) + F (x− 2h)− 2F (x)

4h
=

=
a0
2
h+

∞∑
n=1

(an cosnx+ bn sinnx)
sin2 nh

n2h
. (5)

ÀáËÀ ÃÀÅÀÃÂÉÍÏÈ (4) ÔÏËÏÁÉÓ ÌÀÒÈÄÁÖËÏÁÀ ÚÅÄËÀ x ∈
(−∞,+∞) ßÄÒÔÉËÆÄ, ÒÀÝ, ÈÀÅÉÓ ÌáÒÉÅ, ÄÊÅÉÅÀËÄÍÔÖÒÉÀ ÔÏ-

ËÏÁÉÓ
(
a0
2 h→ 0, h→ 0

)
.

lim
h→0

∞∑
n=1

(an cosnx+ bn sinnx)
sin2 nh

n2h
= 0. (6)

ÈÄÏÒÄÌÉÓ ÐÉÒÏÁÉÈ an → 0 ÃÀ bn → 0, ÒÏÝÀ n → ∞. ÀÌÉÔÏÌ
ÀÒÓÄÁÏÁÓ ÉÓÄÈÉ ÌÖÃÌÉÅÉ A > 0, ÒÏÌ ÀÃÂÉËÉ ÀØÅÓ ÖÔÏËÏÁÀÓ:

|an|+ |bn| < A (n = 1, 2, . . . ). (7)
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ÀÌÀÓÈÀÍ ÄÒÈÀÃ ÌÀÒÈÄÁÖËÉÀ ÖÔÏËÏÁÀ

|an cosnx+bn sinnx| ≤ |an|+|bn|, x ∈ (−∞,+∞), n = 1, 2, . . . . (8)

(7) ÃÀ (8) ÖÔÏËÏÁÄÁÉÃÀÍ ÅÙÄÁÖËÏÁÈ:

|an cosnx+ bn sinnx| < A, x ∈ (−∞,+∞), n = 1, 2, . . . . (9)

ÉÓÄÅ ÐÉÒÏÁÉÓ an → 0, bn → 0, ÒÏÝÀ n→ ∞, ÂÀÌÏÚÄÍÄÁÉÈ ÃÀ (8)
ÖÔÏËÏÁÉÓ ÂÀÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÉÈ ÅÀÃÂÄÍÈ, ÒÏÌ ÚÏÅÄË ε > 0 ÒÉÝáÅÓ
ÄÈÀÍÀÃÄÁÀ ÉÓÄÈÉ N = N(ε), ÒÏÌ

|an cosnx+ bn sinnx| < ε, ÒÏÝÀ n > N ÃÀ x ∈ (−∞,+∞). (10)

ÀÅÉÙÏÈ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÀÃ ÌÝÉÒÄ h > 0 ÃÀ (6) ÔÏËÏÁÉÓ ÌßÊÒÉÅÉ
ÃÀÅÛÀËÏÈ ÀÓÄ:

N∑
n=1

+
∑

N<n≤1/h

+
∑
n>1/h

= S1(h) + S2(h) + S3(h).

ÝÍÏÁÉËÉ ÖÔÏËÏÁÉÓ | sin t| ≤ |t| ÂÀÌÏÚÄÍÄÁÉÈ ÂÅÀØÅÓ

sin2 nh ≤ n2h2. (11)

S1(h) ãÀÌÉÓ ÌÉÌÀÒÈ ÈÖ ÂÀÌÏÅÉÚÄÍÄÁÈ (9) ÃÀ (11) ÖÔÏËÏÁÄÁÓ,
ÂÅÄØÍÄÁÀ:

|S1(h)| < ANh. (12)

ÒÀÃÂÀÍ S2(h) ãÀÌÛÉ n > N , ÀÌÉÔÏÌ ÛÄÂÅÉÞËÉÀ ÂÀÌÏÅÉÚÄÍÏÈ (10)
ÖÔÏËÏÁÀ ÃÀ ÌÀÓÈÀÍ ÄÒÈÀÃ, ÝáÀÃÉÀ, (11) ÖÔÏËÏÁÀÝ. ÌÉÅÉÙÄÁÈ
ÛÄ×ÀÓÄÁÄÁÓ13:

|S2(h)| ≤ εh
∑

N<n<1/h

≤ εh ·
( 1

h
· 1
)
= ε. (13)

ÀáËÀ S3(h) ãÀÌÛÉ ÂÀÌÏÅÉÚÄÍÏÈ sin2 nh ≤ 1 ÖÔÏËÏÁÀ ÃÀ ÛÄ-
×ÀÓÄÁÀ (10), ÂÅÄØÍÄÁÀ:

|S3(h)| ≤
∑
n>1/h

ε
1

n2h
=
ε

h

∑
n>1/h

1

n2
. (14)

13ÀØ ÛÄÓÀÊÒÄÁÈÀ ÒÀÏÃÄÍÏÁÀ ÀÒ ÀÙÄÌÀÔÄÁÀ 1
h
-Ó.
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∑
n>1/h

1
n2 ÌßÊÒÉÅÉÓ ãÀÌÉÓ ÛÄÓÀ×ÀÓÄÁËÀÃ ÂÀÌÏÅÉÚÄÍÏÈ ÌÀÊËÏÒÄÍ-

ÊÏÛÉÓ ÖÔÏËÏÁÄÁÉ (Éá. [30], ÂÅ. 286):

+∞∫
n+1

f(t)dt ≤
∞∑

k=n+1

ak ≡
∞∑

k=n+1

f(k) ≤
+∞∫
n

f(t)dt (15)

ÃÀ ÂÅÄØÍÄÁÀ

∑
n> 1

h

1

n2
≤

+∞∫
1
h−1

dt

t2
= −1

t

∣∣∣+∞

1
h−1

=
1

1
h − 1

=
h

1− h
.

ÒÀÃÂÀÍ h→ 0, ÀÌÉÔÏÌ ÈÀÅÉÃÀÍÅÄ ÛÄÂÅÉÞËÉÀ ÅÉÂÖËÉÓáÌÏÈ h < 1
2

ÃÀ 1−h > 1
2 , Ä.É.

h
1−h < 2h. ÀÌÂÅÀÒÀÃ,

∑
n>1/h

1
n2 < 2h ÃÀ |S3(h)| ≤

ε
h · 2h = 2ε.
ÌÀÛÀÓÀÃÀÌÄ:

|S1(h)|+ |S2(h)|+ |S3(h)| < ANh+ ε+ 2ε. (16)

ÀÙÄÁÖËÉ ε > 0 ÒÉÝáÅÉÓÈÅÉÓ ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ ÒÉÝáÅÉ δ = ε
AN . ÌÀÛÉÍ

ANh < ε, ÒÏÝÀ 0 < h < δ. ÀÌÂÅÀÒÀÃ, ÂÅÀØÅÓ ÖÔÏËÏÁÀ:

|S1(h)|+ S2(h) + S3(h)| < 4ε, ÒÏÝÀ 0 < h < δ, (17)

ÒÀÝ ÍÉÛÍÀÅÓ (6) ÔÏËÏÁÀÓ. ÈÄÏÒÄÌÀ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉÀ.

26 ×ÖÒÉÄÓ ÌßÊÒÉÅÉÓ ÛÄãÀÌÄÁÀÃÏÁÀ ÒÉÌÀÍÉÓ R2

ÌÄÈÏÃÉÈ

ÜÅÄÍ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉ ÂÅØÏÍÃÀ, ÒÏÌ ãÀÌÄÁÀÃÉ f ×ÖÍØÝÉÉÓ S[f ]
ÌßÊÒÉÅÉ ÈÉÈØÌÉÓ ÚÅÄËÂÀÍ ÛÄãÀÌÄÁÀÃÉÀ f-ÉÓ ÛÄÓÀÁÀÌÉÓÉ ÌÍÉÛÅÍÄ-
ËÏÁÉÓÊÄÍ: ÜÄÆÀÒÏÓ (C, 1) ÌÄÈÏÃÉÈ (Éá. ÈÀÅÉ 5, §7) ÃÀ ËÄÁÄÂÉÓ
L ÃÀ L∗ ÌÄÈÏÃÄÁÉÈ (Éá. ÈÀÅÉ 5, §20, §21).

ÀÍÀËÏÂÉÖÒ ×ÀØÔÓ ÛÄãÀÌÄÁÀÃÏÁÉÓ R2 ÌÄÈÏÃÉÓÈÅÉÓÀÝ ÃÀÅÀÃ-
ÂÄÍÈ.

ÈÄÏÒÄÌÀ 26.1 ([16], ÂÅ. 235; [18], ÂÅ. 292; [7], ÂÅ. 190). 2π ÐÄÒÉÏÃÖ-
ËÉ ÃÀ [−π, π] ÓÄÂÌÄÍÔÆÄ ãÀÌÄÁÀÃÉ ÚÏÅÄËÉ f ×ÖÍØÝÉÉÓ ×ÖÒÉÄÓ
ÌßÊÒÉÅÉ

f ∼ a0
2

+
∞∑
n=1

(an cosnx+ bn sinnx) (1)
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ÛÄãÀÌÄÁÀÃÉÀ ÒÉÌÀÍÉÓ R2 ÌÄÈÏÃÉÈ f(x) ÌÍÉÛÅÍÄËÏÁÉÓÊÄÍ ÈÉÈØÌÉÓ
ÚÅÄËÀ x ∈ [−π, π] ßÄÒÔÉËÆÄ.

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÈÀÅÉ 4-ÃÀÍ §15-ÉÓ ÔÏËÏÁÀ (4)-ÉÓ ÞÀËÉÈ, ÀÍÖ ËÄ-
ÁÄÂÉÓ ÈÄÏÒÄÌÉÈ ×ÖÒÉÄÓ ÌßÊÒÉÅÉÓ ßÄÅÒÏÁÒÉÅÉ ÉÍÔÄÂÒÄÁÉÓ ÌÀ-
ÒÈËÆÏÌÉÄÒÄÁÉÓ ÛÄÓÀáÄÁ, ÂÅÀØÅÓ ÚÅÄËÀ x ∈ (−∞,+∞)-ÉÓÈÅÉÓ
ÛÄÓÒÖËÄÁÖËÉ ÔÏËÏÁÀ:

x∫
0

f(t)dt−
∞∑
n=1

bn
n

− a0
2
x =

∑
n=1

1

n
(an sinnx− bn cosnx). (2)

ÈÖ ÛÄÌÏÅÉÙÄÁÈ ×ÖÍØÝÉÀÓ

ϕ(x) =

x∫
0

f(t)dt−
∞∑
n=1

bn
n
, (3)

ÌÀÛÉÍ (2) ÔÏËÏÁÀ ÌÉÉÙÄÁÓ ÓÀáÄÓ:

ϕ(x)− a0
2
x =

∞∑
n=1

1

n
(an sinnx− bn cosnx). (4)

ÖÊÀÍÀÓÊÍÄËÉ ÔÏËÏÁÉÓ ÌÀÒÝáÄÍÀ ÌáÀÒÄ ßÀÒÌÏÀÃÂÄÍÓ ×ÖÒÉÄÓ ÌßÊ-
ÒÉÅÓ ÀÌÀÅÄ ÔÏËÏÁÉÓ ÌÀÒÝáÄÍÀ [ϕ(x)− a0

2 x] ÌáÀÒÉÓÈÅÉÓ.
ËÄÁÄÂÉÓ ÉÌÀÅÄ ÈÄÏÒÄÌÉÓ ÈÀÍÀáÌÀÃ, ÌÀÒÈÄÁÖËÉÀ (4) ÔÏËÏÁÉÓ

ßÄÅÒÏÁÒÉÅÉ ÉÍÔÄÂÒÄÁÀ ÃÀ ÀÃÂÉËÉ ÀØÅÓ ÔÏËÏÁÀÓ:

x∫
0

ϕ(t)dt−
∞∑
n=1

an
n2

− a0
4
x2 = −

∞∑
n=1

1

n2
(an cosnx+ bn sinnx). (5)

ÀÌ ÔÏËÏÁÀÓ ÌÉÅÝÄÈ ÓÀáÄ:

x∫
0

ϕ(t)dt−
∞∑
n=1

an
n2

=
a0
4
x2 −

∞∑
n=1

1

n2
(an cosnx+ bn sinnx), (6)

ÒÏÌËÉÓ ÌÀÒãÅÄÍÀ ÌáÀÒÄ ßÀÒÌÏÀÃÂÄÍÓ (1) ÌßÊÒÉÅÈÀÍ ÀÓÏÝÉÒÄÁÖË
ÒÉÌÀÍÉÓ F ×ÖÍØÝÉÀÓ (Éá. §23, ÔÏËÏÁÀ (2)). ÀÌÒÉÂÀÃ,

F (x) =

x∫
0

ϕ(t)dt−
∞∑
n=1

an
n2
. (7)
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ÈÄÏÒÄÌÉÓ ÃÀÓÀÌÔÊÉÝÄÁËÀÃ ÓÀàÉÒÏÀ

F (′′)(x) = f(x) (8)

ÔÏËÏÁÉÓ ÃÀÃÂÄÍÀ (Éá. §23, ÔÏËÏÁÀ (5)) ÈÉÈØÌÉÓ ÚÅÄËÀ x-ÉÓÈÅÉÓ
[−π, π]-ÃÀÍ, ÓÀÃÀÝ F (′′) ÀÙÍÉÛÍÀÅÓ F ×ÖÍØÝÉÉÓ ÒÉÌÀÍ-ÛÅÀÒÝÉÓ
ÌÄÏÒÄ ßÀÒÌÏÄÁÖËÓ (Éá. §22, ÔÏËÏÁÀ (3)). Ö×ÒÏ ÌÄÔÉ, ÀáËÀÅÄ
ÃÀÅÀÌÔÊÉÝÄÁÈ ÔÏËÏÁÀÓ

F ′′(x) = f(x) (9)

ÈÉÈØÌÉÓ ÚÅÄËÀ x ∈ [−π, π]-ÉÓÈÅÉÓ.
ÌÀÒÈËÀÝ, ËÄÁÄÂÉÓ ÈÄÏÒÄÌÉÓ ÈÀÍÀáÌÀÃ, ÝÅËÀÃÓÀÆÙÅÒÉÀÍÉ ÉÍ-

ÔÄÂÒÀËÉÓ ÂÀßÀÒÌÏÄÁÉÓ ÛÄÓÀáÄÁ, ÚÅÄËÀ x ßÄÒÔÉËÆÄ ÀÃÂÉËÉ ÀØÅÓ
ÔÏËÏÁÀÓ

F ′(x) = ϕ(x), (10)

ÒÀÃÂÀÍÀÝ ϕ ÀÒÉÓ ÚÅÄËÂÀÍ ÖßÚÅÄÔÉ ×ÖÍØÝÉÀ ÃÀ ÀÌÉÔÏÌ ÚÅÄËÀ
ßÄÒÔÉËÉ ÌÉÓÉ ËÄÁÄÂÉÓ ßÄÒÔÉËÉÀ.

ÌÀÂÒÀÌ, (3) ÔÏËÏÁÉÈ ÌÏÝÄÌÖË ϕ ×ÖÍØÝÉÀÓ ÈÉÈØÌÉÓ ÚÅÄËÀ
ßÄÒÔÉËÆÄ ÂÀÀÜÍÉÀ ßÀÒÌÏÄÁÖËÉ ËÄÁÄÂÉÓ ÉÌÀÅÄ ÈÄÏÒÄÌÉÓ ÈÀÍÀá-
ÌÀÃ, Ä.É. ÈÉÈØÌÉÓ ÚÅÄËÀ x-ÉÓÈÅÉÓ ÂÅÀØÅÓ

ϕ′(x) = f(x). (11)

ÀáËÀ ÔÏËÏÁÀ (8) ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄÏÁÓ (9)-(11) ÔÏËÏÁÄÁÉÃÀÍ. ÈÄ-
ÏÒÄÌÀ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉÀ.
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ÀØÀÌÃÄ ÂÀÍáÉËÖË ÓÀÊÉÈáÈÀ ÖÌÒÀÅËÄÓÏÁÀ ÄÌÓÀáÖÒÄÁÀ ÌÀÈÄ-
ÌÀÔÉÊÖÒÉ ÀÍÀËÉÆÉÓ ÖÌÍÉÛÅÍÄËÏÅÀÍÄÓ ÌÉÆÀÍÓ−×ÖÍØÝÉÀÈÀ ßÀÒÌÏ-
ÃÂÄÍÉÓ ÐÒÏÁËÄÌÀÓ.

ÌÀÂÒÀÌ ÄÓ ßÉÍÀÃÀÃÄÁÀ ÓÀàÉÒÏÄÁÓ ÃÀÆÖÓÔÄÁÀÓ ÏÒÉ ÌÉÌÀÒÈÖ-
ËÄÁÉÈ:

1) ÒÀ ÛÉÍÀÀÒÓÉ ÃÄÅÓ ÓÉÔÚÅÀÛÉ ''ßÀÒÌÏÃÂÄÍÀ'';
2) ÒÀ ÓÀÛÖÀËÄÁÄÁÉÈ áÏÒÝÉÄËÃÄÁÀ ßÀÒÌÏÃÂÄÍÀ.
ÓÀÊÌÀÒÉÓÀÃ ÊÀÒÂÉ ÈÅÉÓÄÁÄÁÉÓ ÌØÏÍÄ ãÀÌÄÁÀÃÉ ×ÖÍØÝÉÄÁÉ ßÀ-

ÒÌÏÃÂÄÁÀ ÈÀÅÉÓÉ ×ÖÒÉÄÓ ÌßÊÒÉÅÉÈ ßÄÒÔÉËÏÅÀÍÉ ÊÒÄÁÀÃÏÁÉÓ
ÈÅÀËÓÀÆÒÉÓÉÈ.

ÌÀÂÒÀÌ ÀÒÉÓ ãÀÌÄÁÀÃÉ ÉÓÄÈÉ ×ÖÍØÝÉÀÝ, ÒÏÌËÉÓ ×ÖÒÉÄÓ ÌßÊ-
ÒÉÅÉ ÂÀÍÛËÀÃÉÀ ÚÅÄËÀ ßÄÒÔÉËÆÄ−ÊÏËÌÏÂÏÒÏÅÉÓ ÌÀÂÀËÉÈÉ.
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ÀØÅÄ ÉÓÌÉÓ ÊÉÈáÅÀ: ÍÖÈÖ ÀÒ ÛÄÉÞËÄÁÀ ÊÏËÌÏÂÏÒÏÅÉÓ ãÀÌÄ-
ÁÀÃÉ K(x) ×ÖÍØÝÉÉÓ ßÀÒÌÏÃÂÄÍÀ, ÒÀÉÌÄ ÀÆÒÉÈ, ÈÀÅÉÓÉ ×ÖÒÉÄÓ
S[K] ÌßÊÒÉÅÉÈ?

ÀÌ ÊÉÈáÅÀÆÄ ÐÀÓÖáÓ, ÊÄÒÞÏ ÓÀáÉÈ, ÛÄÉÝÀÅÓ ×ÖÒÉÄÓ ÌßÊÒÉÅÉÓ
ÓáÅÀÃÀÓáÅÀ ÌÄÈÏÃÉÈ ÛÄãÀÌÄÁÀÃÏÁÀ, ÒÏÌÄËÈÀÂÀÍ ÖÌÍÉÛÅÍÄËÏÅÀ-
ÍÄÓÉÀ: ÜÄÆÀÒÏ-×ÄÉÄÒÉÓ (C, 1) ÌÄÈÏÃÉ, ÐÖÀÓÏÍ-ÀÁÄËÉÓ (A) ÌÄÈÏÃÉ
ÃÀ ÒÉÌÀÍÉÓ R2 ÌÄÈÏÃÉ.

ÜÅÄÍ ÅÍÀáÄÈ, ÒÏÌ ÈÉÈÏÄÖËÉ ÀÌ ÌÄÈÏÃÉÈ ÛÄÉÞËÄÁÀ ÌÉÙÄÁÖË
ÉØÍÀÓ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ ãÀÌÄÁÀÃÉ ×ÖÍØÝÉÉÓ ÌÍÉÛÅÍÄËÏÁÀÍÉ ÈÉÈØÌÉÓ ÚÅÄ-
ËÀ ßÄÒÔÉËÆÄ (Éá. ÈÀÅÉ 5-ÉÓ §17 ÃÀ §26).

1. ÀÒÀãÀÌÄÁÀÃÉ, ÌÀÂÒÀÌ ÈÉÈØÌÉÓ ÚÅÄËÂÀÍ ÓÀÓÒÖËÉ ×ÖÍØÝÉ-
ÄÁÉÓÈÅÉÓ ÀÃÂÉËÉ ÀØÅÓ ÛÄÌÃÄÂ ÈÄÏÒÄÌÄÁÓ.

§18-ÛÉ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉ ËÖÆÉÍÉÓ 18.1′ ÈÄÏÒÄÌÉÓ ÓÒÖËÚÏ×ÀÀ
ÛÄÌÃÄÂÉ, ÀÂÒÄÈÅÄ ËÖÆÉÍÉÓ

ÈÄÏÒÄÌÀ 27.1 (ËÖÆÉÍÉ, [16], ÂÅ. 236). ÆÏÌÀÃÉ ÃÀ ÈÉÈØÌÉÓ ÚÅÄË-
ÂÀÍ [−π, π] ÓÄÂÌÄÍÔÆÄ ÓÀÓÒÖËÉ f ×ÖÍØÝÉÉÓÈÅÉÓ ÀÒÓÄÁÏÁÓ ÉÓÄ-
ÈÉ ÔÒÉÂÏÍÏÌÄÔÒÉÖËÉ ÌßÊÒÉÅÉ, ÒÏÌÄËÉÝ ÈÉÈØÌÉÓ ÚÅÄËÂÀÍ f(x)
ÌÍÉÛÅÍÄËÏÁÉÓÊÄÍ ÛÄãÀÌÄÁÀÃÉÀ, ÒÏÂÏÒÝ ÐÖÀÓÏÍ-ÀÁÄËÉÓ (A) ÌÄ-
ÈÏÃÉÈ, ÉÓÄ ÒÉÌÀÍÉÓ R2 ÌÄÈÏÃÉÈ.

ÈÄÏÒÄÌÀ 27.2. 14 ([24], ÂÅ. 324) ÆÏÌÀÃÉ ÃÀ ÈÉÈØÌÉÓ ÚÅÄËÂÀÍ [−π, π]
ÓÄÂÌÄÍÔÆÄ ÓÀÓÒÖËÉ f ×ÖÍØÝÉÉÓÈÅÉÓ ÀÒÓÄÁÏÁÓ ÉÓÄÈÉ ÔÒÉÂÏÍÏ-
ÌÄÔÒÉÖËÉ ÌßÊÒÉÅÉ, ÒÏÌÄËÉÝ ÈÉÈØÌÉÓ ÚÅÄËÀ x ∈ [−π, π]-ÉÓÈÅÉÓ
f(x) ÌÍÉÛÅÍÄËÏÁÉÓÊÄÍ ÛÄãÀÌÄÁÀÃÉÀ ÒÉÌÀÍÉÓ, ÐÖÀÓÏÍ-ÀÁÄËÉÓ ÃÀ
(C, k) ÌÄÈÏÃÄÁÉÈ k > 1.

ÌÀÂÒÀÌ ÀÌ ÌÄÈÏÃÈÀ ÂÀÍÓáÅÀÅÄÁÀ ÈÀÅÓ ÉÜÄÍÓ ÌÀÛÉÍ, ÒÏÝÀ ÂÀ-
ÍÉáÉËÄÁÀ ÃÀÃÄÁÉÈÉ ÆÏÌÉÓ ÒÀÉÌÄ ÓÉÌÒÀÅËÄÆÄ +∞ ÀÍ −∞ ÌÍÉÛÅ-
ÍÄËÏÁÄÁÉÓ ÌØÏÍÄ ×ÖÍØÝÉÄÁÉÓ ßÀÒÌÏÃÂÄÍÉÓ ÓÀÊÉÈáÉ.

ÀÓÄÈÉ ×ÖÍØÝÉÄÁÉÓ ßÀÒÌÏÃÂÄÍÉÓ ÓÀÊÉÈáÓ ßÀÒÌÀÔÄÁÉÈ ßÚÅÄÔÓ
ÐÖÀÓÏÍ-ÀÁÄËÉÓ (A) ÓÀÛÖÀËÏÄÁÉ (Éá. ÈÀÅÉ 5, §18, ÈÄÏÒÄÌÀ 18. 11).

ÒÉÌÀÍÉÓ R2 ÌÄÈÏÃÉÈ ÊÉ ÛÄÖÞËÄÁÄËÉÀ ÉÓÄÈÉ ×ÖÍØÝÉÉÓ ßÀ-
ÒÌÏÃÂÄÍÀ, ÒÏÌÄËÉÝ ÖÓÀÓÒÖËÏÁÀ áÃÄÁÀ ÃÀÃÄÁÉÈÉ ÆÏÌÉÓ ÒÀÉÌÄ
ÓÉÌÒÀÅËÄÆÄ ([7], ÂÅ. 865).

ÄÓ ÂÀÌÏßÅÄÖËÉÀ ÉÌÉÈ, ÒÏÌ ÛÄãÀÌÄÁÀÃÏÁÉÓ R2 ÌÄÈÏÃÉ ÃÀ-
ÊÀÅÛÉÒÄÁÖËÉÀ ßÀÒÌÏÄÁÖËÈÀÍ ÃÀ ËÖÆÉÍÉÓ ÈÄÏÒÄÌÉÓ ÈÀÍÀáÌÀÃ,
ßÀÒÌÏÄÁÖËÉ ÀÒ ÛÄÉÞËÄÁÀ ÉÚÏÓ ±∞ ÃÀÃÄÁÉÈÉ ÆÏÌÉÓ ÒÀÉÌÄ ÓÉÌ-
ÒÀÅËÄÆÄ ([16], ÂÅ. 285).

14[7]-ÛÉ ÂÅ. 852-ÆÄ ÀÙÍÉÛÍÖËÉ (C, 1)-ÉÓ ÍÀÝÅËÀÃ ÖÍÃÀ ÉÚÏÓ (C, k), k > 1.
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ÀØÅÄ ÖÍÃÀ ÀÙÉÍÉÛÍÏÓ ''ÖÝÍÀÖÒÉ'' ÌÏÅËÄÍÀ: ÊÏËÌÏÂÏÒÏÅÉÓ K(x)
×ÖÍØÝÉÉÓÊÄÍ ÀÒ ÉÊÒÉÁÄÁÀ ÌÉÓÉ ×ÖÒÉÄÓ S[K] ÌßÊÒÉÅÉ, ÌÀÂÒÀÌ ÀÒÓÄ-
ÁÏÁÓ ÉÓÄÈÉ ÔÒÉÂÏÍÏÌÄÔÒÉÖËÉ ÌßÊÒÉÅÉ, ÒÏÌÄËÉÝ ÈÉÈØÌÉÓ ÚÅÄËÀ
x-ÉÓÈÅÉÓ ÊÒÄÁÀÃÉÀ K(x) ÌÍÉÛÅÍÄËÏÁÉÓÊÄÍ. Ö×ÒÏ ÌÄÔÉ, ÌÀÒÈÄÁÖ-
ËÉÀ ÌÄÍÛÏÅÉÓ

ÈÄÏÒÄÌÀ 27.3 (ÌÄÍÛÏÅÉ, [7], ÂÅ. 852). ÆÏÌÀÃÉ ÃÀ ÈÉÈØÌÉÓ ÚÅÄË-
ÂÀÍ [−π, π] ÓÄÂÌÄÍÔÆÄ ÓÀÓÒÖËÉ f ×ÖÍØÝÉÉÓÈÅÉÓ ÀÒÓÄÁÏÁÓ ÉÓÄÈÉ
ÔÒÉÂÏÍÏÌÄÔÒÉÖËÉ ÌßÊÒÉÅÉ, ÒÏÌÄËÉÝ ÈÉÈØÌÉÓ ÚÅÄËÀ x ∈ [−π, π]
ßÄÒÔÉËÆÄ ÊÒÄÁÀÃÉÀ f(x) ÌÍÉÛÅÍÄËÏÁÉÓÊÄÍ.

2. ÈÀÅÉ 5-ÃÀÍ §18-ÉÓ ÈÄÏÒÄÌÀ 18.10 ÂÅÄÖÁÍÄÁÀ, ÒÏÌ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ
ÏÒÉ ÆÏÌÀÃÉ φ ÃÀ ψ ×ÖÍØÝÉÉÓÈÅÉÓ, ÛÄÓÀÞËÏÀ ±∞ ÌÍÉÛÅÍÄËÏÁÉÓ
ÌØÏÍÄÍÉ ÃÀÃÄÁÉÈÉ ÆÏÌÉÓ ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÆÄ, ÀÒÓÄÁÏÁÓ ÄÒÈÄÖËÏÅÀÍ
ÙÉÀ D ßÒÄÛÉ ÀÍÀËÉÆÖÒÉ f = u+iv ×ÖÍØÝÉÀ, ÒÏÌËÉÓ ÍÀÌÃÅÉËÉ u
ÃÀ ßÀÒÌÏÓÀáÅÉÈÉ v äÀÒÌÏÍÉÖËÉ ×ÖÍØÝÉÄÁÉÓ ÒÀÃÉÀËÖÒÉ ÆÙÅÀÒÉ
ÈÉÈØÌÉÓ ÚÅÄËÂÀÍ ÄÌÈáÅÄÅÀ φ ÃÀ ψ ×ÖÍØÝÉÄÁÉÓ ÌÍÉÛÅÍÄËÏÁÄÁÓ.

ÀØ áÀÆÉ ÖÍÃÀ ÂÀÄÓÅÀÓ ÉÌÀÓ, ÒÏÌ φ ÃÀ ψ ×ÖÍØÝÉÄÁÓ ÛÏÒÉÓ
ÒÀÉÌÄ ÊÀÅÛÉÒÉ ÀÒ ÀÒÓÄÁÏÁÓ. ÀÌÀÅÄ ÃÒÏÓ, u ÃÀ v äÀÒÌÏÍÉÖËÉ ×Ö-
ÍØÝÉÄÁÉ, ÒÏÂÏÒÝ ÀÍÀËÉÆÖÒÉ ×ÖÍØÝÉÉÓ ÍÀÌÃÅÉËÉ ÃÀ ßÀÒÌÏÓÀáÅÉ-
ÈÉ ÍÀßÉËÄÁÉ, ÃÀÊÀÅÛÉÒÄÁÖËÉ ÀÒÉÀÍ ÄÒÈÉÌÄÏÒÄÓÈÀÍ ÊÏÛÉ-ÒÉÌÀÍÉÓ
ÐÉÒÏÁÄÁÉÈ u′x = v′y , u

′
y = −v′x!

ÀÌÂÅÀÒÀÃ, ÏÒ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒ ÆÏÌÀÃ φ ÃÀ ψ ×ÖÍØÝÉÀÓ ÉÞËÄÅÀ
ÏÒÉ ÖÒÈÉÄÒÈÛÄÖÙËÄÁÖËÉ äÀÒÌÏÍÉÖËÉ ×ÖÍØÝÉÉÓ (u, v) ßÚÅÉËÉÓ
ÒÀÃÉÀËÖÒÉ ÆÙÅÀÒÉ

ÀÌ ×ÀØÔÉÓ ÂÀÍáÏÒÝÉÄËÄÁÀ ÛÄÉÞËÄÁÀ ÄÒÈÉ äÀÒÌÏÍÉÖËÉ ×ÖÍØ-
ÝÉÉÈ, ÈÖ ÂÀÌÏÅÉÚÄÍÄÁÈ ÀÌ ×ÖÍØÝÉÉÓ ÊÄÒÞÏ ßÀÒÌÏÄÁÖËÄÁÓ.

ÈÄÏÒÄÌÀ 27.4. [−π, π] ÓÄÂÌÄÍÔÆÄ ÆÏÌÀÃÉ ÏÒÉ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ φ ÃÀ ψ
×ÖÍØÝÉÉÓÈÅÉÓ, ÛÄÓÀÞËÏÀ ±∞ ÌÍÉÛÅÍÄËÏÁÄÁÉÓ ÌØÏÍÄÍÉ ÃÀÃÄÁÉ-
ÈÉ ÆÏÌÉÓ ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÆÄ, ÀÒÓÄÁÏÁÓ ÄÒÈÄÖËÏÅÀÍ ÙÉÀ D ßÒÄÛÉ
äÀÒÌÏÍÉÖËÉ u(z) ×ÖÍØÝÉÀ ÉÓÄÈÉ, ÒÏÌ ÈÉÈØÌÉÓ ÚÅÄËÀ θ-ÓÈÅÉÓ
[−π, π]-ÃÀÍ ÀÃÂÉËÉ ÀØÅÓ ÒÀÃÉÀËÖÒ ÔÏËÏÁÄÁÓ:

lim
r→1

∂u

∂x
(reiθ) = φ(θ), lim

r→1

∂u

∂y
(reiθ) = ψ(θ), x+ iy = z.

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. 18.10 ÈÄÏÒÄÌÉÓ ÞÀËÉÈ, φ ÃÀ −ψ ×ÖÍØÝÉÄÁÉÓÈÅÉÓ
ÀÒÓÄÁÏÁÓ ÀÍÀËÉÆÖÒÉ f(z), |z| < 1, ×ÖÍØÝÉÀ ÉÓÄÈÉ, ÒÏÌ ÈÉÈØÌÉÓ
ÚÅÄËÀ θ-ÓÈÅÉÓ [−π, π]-ÃÀÍ ÀÃÂÉËÉ ÀØÅÓ ÒÀÃÉÀËÖÒ ÔÏËÏÁÀÓ:

lim
r→1

f(reiθ) = φ(θ)− iψ(θ).



248 ÈÀÅÉ 5. ÌßÊÒÉÅÄÁÉÓ ÛÄãÀÌÄÁÀÃÏÁÉÓ ÓÀÊÉÈáÄÁÉ

ÀáËÀ ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ f ×ÖÍØÝÉÉÓ ÐÉÒÅÄËÀÃÉ ×ÖÍØÝÉÀ F (z) = u(z)+
iv(z). ÌÀÛÉÍ u′x − iu′y = u′x + iv′x = (u + iv)′x = F ′(z) = f(x) →
φ(θ) − iψ(θ), ÒÏÝÀ r → 1. Ä.É. u′x → φ(θ) ÃÀ u′y → ψ(θ), ÒÏÝÀ
r → 1. ÈÄÏÒÄÌÀ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉÀ.

ÛÄÍÉÛÅÍÀ 27.5. 18.10 ÈÄÏÒÄÌÀÛÉ ÌÉÈÉÈÄÁÖËÉ f(z) ×ÖÍØÝÉÀ ÛÄ-
ÉÞËÄÁÀ ÃÀÅÖØÅÄÌÃÄÁÀÒÏÈ ÐÉÒÏÁÀÓ |f(z)| < µ(|z|), ÓÀÃÀÝ [0, 1)
ÌÀÒãÅÍÉÃÀÍ ÙÉÀ ÉÍÔÄÒÅÀËÆÄ ÌÏÝÄÌÖË ÍÀÌÃÅÉË µ(t) ×ÖÍØÝÉÀÓ
ÂÀÀÜÍÉÀ ÈÅÉÓÄÁÄÁÉ 0 < µ(t) ↑ +∞, ÒÏÝÀ t→ 1 ([14]).

3. ÌÄÍÛÏÅÉÓ 27.3 ÈÄÏÒÄÌÉÈ ÃÀÃÂÉÍÃÀ, ÆÏÌÀÃÉ ÃÀ ÈÉÈØÌÉÓ ÚÅÄ-
ËÂÀÍ ÓÀÓÒÖËÉ ×ÖÍØÝÉÉÓ ßÀÒÌÏÃÂÄÍÉÓ ÛÄÓÀÞËÄÁËÏÁÀ ÈÉÈØÌÉÓ
ÚÅÄËÂÀÍ ÊÒÄÁÀÃÉ ÔÒÉÂÏÍÏÌÄÔÒÉÖËÉ ÌßÊÒÉÅÉÈ.

ÈÀÅÉ 5-ÉÓ 8.3 ßÉÍÀÃÀÃÄÁÉÃÀÍ ÅÉÝÉÈ, ÒÏÌ ÀÒ ÀÒÓÄÁÏÁÓ ×ÖÒÉÄÓ
ÉÓÄÈÉ ÌßÊÒÉÅÉ, ÒÏÌËÉÓ ÊÄÒÞÏ ãÀÌÄÁÉÓ ÆÙÅÀÒÉ ÉØÍÄÁÀ +∞ ÀÍ −∞
ÃÀÃÄÁÉÈÉ ÆÏÌÉÓ ÒÀÉÌÄ ÓÉÌÒÀÅËÄÆÄ.

ÀÌÀÅÄ ÃÒÏÓ, ÃÙÄÌÃÄ ÐÀÓÖáÂÀÖÝÄÌÄËÉÀ ÊÉÈáÅÀ: ÀÒÓÄÁÏÁÓ ÈÖ
ÀÒÀ ÄÒÈÉ ÔÒÉÂÏÍÏÌÄÔÒÉÖËÉ ÌßÊÒÉÅÉ ÌÀÉÍÝ, ÒÏÌËÉÓ ÊÄÒÞÏ ãÀ-
ÌÄÁÉÓ ÆÙÅÀÒÉ ÉØÍÄÁÀ +∞ ÀÍ −∞ ÃÀÃÄÁÉÈÉ ÆÏÌÉÓ ÓÉÌÒÀÅËÄÆÄ?

ÀÌÂÅÀÒÀÃ, ãÄÒãÄÒÏÁÉÈ ÅÄÒ áÄÒáÃÄÁÀ ÀÓÄÈÉ ×ÖÍØÝÉÄÁÉÓ ßÀÒ-
ÌÏÃÂÄÍÀ ÀÌÂÅÀÒÉ ÀÆÒÉÈ ÖÓÀÓÒÖËÏÁÉÓÊÄÍ ÊÒÄÁÀÃÉ ÔÒÉÂÏÍÏÌÄÔ-
ÒÉÖËÉ ÌßÊÒÉÅÄÁÉÈ. ÀÌ ÀÌÏÝÀÍÉÓ ÂÀÃÀßÚÅÄÔÀÛÉ ÅÄÒ ÃÀÂÅÄáÌÀÒÄÁÀ
ÉÓ ×ÀØÔÉ, ÒÏÌ ÀÒ ÀÒÓÄÁÏÁÓ +∞-ÓÊÄÍ ÀÍ −∞-ÓÊÄÍ R2 ÌÄÈÏÃÉÈ
ÛÄãÀÌÄÁÀÃÉ ÔÒÉÂÏÍÏÌÄÔÒÉÖËÉ ÌßÊÒÉÅÉ ([7], ÂÅ. 865). ÅÄÒÃÀáÌÀ-
ÒÄÁÉÓ ÌÉÆÄÆÉÀ ÉÓ, ÒÏÌ ÒÉÌÀÍÉÓ R2 ÌÄÈÏÃÉ ÒÄÂÖËÀÒÖËÉ ÊÉÀ,
ÌÀÂÒÀÌ ÀÒÀÀ ÓÀÅÓÄÁÉÈ ÒÄÂÖËÀÒÖËÉ, Ä.É. ÅÄÒ ÀãÀÌÄÁÓ ÖÓÀÓÒÖËÏ-
ÁÉÓÊÄÍ ÊÒÄÁÀÃ ÌßÊÒÉÅÓ.

ÌÀÒÈÄÁÖËÉÀ ÛÄÌÃÄÂÉ

ÈÄÏÒÄÌÀ 27.6 (ÌÄÍÛÏÅÉ, [7], ÂÅ. 876). [−π, π]-ÆÄ ÆÏÌÀÃÉ ÚÏÅÄËÉ f
×ÖÍØÝÉÉÓÈÅÉÓ, ÛÄÓÀÞËÏÀ ±∞-Ó ÔÏËÉ ÃÀÃÄÁÉÈÉ ÆÏÌÉÓ ÓÉÌÒÀÅ-
ËÄÄÁÆÄ, ÀÒÓÄÁÏÁÓ ÔÒÉÂÏÍÏÌÄÔÒÉÖËÉ ÌßÊÒÉÅÉ

a0
2

+
∞∑
k=1

(ak cos kx+ bk sin kx), (1)

ÒÏÌÄËÉÝ ÆÏÌÉÈ ÊÒÄÁÀÃÉÀ f-ÉÓÊÄÍ [−π, π] ÓÄÂÌÄÍÔÆÄ.

ÄÓ ÍÉÛÍÀÅÓ, ÒÏÌ (1) ÌßÊÒÉÅÉÓ ÊÄÒÞÏ Sn(x) ãÀÌÄÁÓ ÛÄÉÞËÄÁÀ
ÌÉÄÝÄÓ ÛÄÌÃÄÂÉ ÓÀáÄ: Sn(x) = gn(x)+αn(x), ÓÀÃÀÝ limn→∞ gn(x) =
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f(x) ÈÉÈØÌÉÓ ÚÅÄËÂÀÍ [−π, π]-ÆÄ ÃÀ αn ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÀ ÆÏÌÉÈ ÊÒÄÁÀ-
ÃÉÀ ÍÖËÉÓÊÄÍ [−π, π]-ÆÄ ÀÍÖ, ÒÀÝ ÉÂÉÅÄÀ, ÚÏÅÄËÉ ε > 0 ÒÉÝáÅÉÓÈ-
ÅÉÓ ÍÖËÉÓÊÄÍ ÉÓßÒÀ×ÅÉÓ ÆÏÌÀ ÉÌ En ÓÉÌÒÀÅËÄÄÁÉÓÀ, ÒÏÌËÄÁÆÄÝ
ÓÒÖËÃÄÁÀ ÖÔÏËÏÁÀ |αn(x)| ≥ ε.

28 ÔÒÉÂÏÍÏÌÄÔÒÉÖËÉ ÌßÊÒÉÅÉÓ ÊÄÒÞÏ ãÀÌÄÁÉÓ
ÄÒÈÉ ÈÅÉÓÄÁÉÓ ÛÄÓÀáÄÁ

ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ ÒÀÉÌÄ ÔÒÉÂÏÍÏÌÄÔÒÉÖËÉ ÌßÊÒÉÅÉ

a0
2

+
∞∑
k=1

(ak cos kx+ bk sin kx) (1)

ÃÀ (−∞,+∞)-ÆÄ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖËÉ ÌÉÓÉ ÊÄÒÞÏ ãÀÌÄÁÉ

Sn(x) =
a0
2

+

n∑
k=1

(ak cos kx+ bk sin kx), S0(x) =
a0
2
. (2)

ËÄÌÀ 28.1. ÈÖ (Sn(x))
∞
n=0, x ∈ (−∞,+∞), ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÀ ÄÒÈÏÁËÉÅ

ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉÀ ØÅÄÌÏÃÀÍ ÓÀÓÒÖËÉ c ÒÉÝáÅÉÈ, Ä.É. ÀÃÂÉËÉ ÀØÅÓ
ÖÔÏËÏÁÄÁÓ

c ≤ Sn(x) ≤ +∞, x ∈ (−∞,+∞), n = 0, 1, 2, . . . , (3)

ÌÀÛÉÍ ÚÏÅÄËÉ ÆÏÌÀÃÉ ÃÀ ÓÀÓÒÖËÉ ÆÏÌÉÓ ÌØÏÍÄ E ⊂ (−∞,+∞)
ÓÉÌÒÀÅËÉÓÈÅÉÓ ÀÃÂÉËÉ ÀØÅÓ ÖÔÏËÏÁÀÓ:

c|E| ≤ lim
n→∞

∫
E

Sn(x)dx. (4)

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ×ÀÔÖÓ ËÄÌÉÓ ÈÀÍÀáÌÀÃ, ÀÃÂÉËÉ ÀØÅÓ ÖÔÏËÏÁÀÓ15∫
E

lim
n→∞

Sn(x)dx ≤ lim
n→∞

∫
E

Sn(x)dx. (5)

15×ÀÔÖÓ ËÄÌÀÓ ÀÚÀËÉÁÄÁÄÍ ÀÓÄ ([1], ÂÅ. 466): ÓÀÓÒÖËÉ ÆÏÌÉÓ E ÓÉÌÒÀÅËÄÆÄ
ÈÖ ÌÏÝÄÌÖËÉÀ ÀÒÀÖÀÒÚÏ×ÉÈÉ ÆÏÌÀÃÉ ×ÖÍØÝÉÄÁÉÓ (un(x))∞n=0 ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÀ, Ä.É.
ÈÖ 0 ≤ un(x) ≤ +∞, ÒÏÝÀ x ∈ E ÃÀ n = 0, 1, 2, . . . , ÌÀÛÉÍ ÀÃÂÉËÉ ÀØÅÓ ×ÀÔÖÓ
ÖÔÏËÏÁÀÓ ∫

E

limn→∞un(x)dx ≤ limn→∞

∫
E

un(x)dx. (6)



250 ÈÀÅÉ 5. ÌßÊÒÉÅÄÁÉÓ ÛÄãÀÌÄÁÀÃÏÁÉÓ ÓÀÊÉÈáÄÁÉ

ÌÀÂÒÀÌ limn→∞ Sn(x)≥c ÃÀ ÀÌÉÔÏÌ
∫
E
limn→∞ Sn(x)dx≥

∫
E
cdx=

c|E|, Ä.É. ÀÃÂÉËÉ ÀØÅÓ (4) ÖÔÏËÏÁÀÓ.

ËÄÌÀ 28.2. ÈÖ (Sn(x))
∞
n=0, x ∈ (−∞,∞), ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÀ ÄÒÈÏÁËÉÅ

ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉÀ ÆÄÌÏÃÀÍ ÓÀÓÒÖËÉ d ÒÉÝáÅÉÈ, Ä.É. ÈÖ −∞ ≤
Sn(x) ≤ d, ÌÀÛÉÍ

d|E| ≥ limn→∞

∫
E

Sn(x)dx. (10)

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÉÓÄÅ ×ÀÔÖÓ ËÄÌÉÈ (Éá. [9], ÂÅ. 188)∫
E

lim
n→∞

Sn(x)dx ≥ lim
n→∞

∫
E

Sn(x)dx, (11)

ÌÀÂÒÀÌ lim
n→∞

Sn(x) ≤ d, Ä.É. ÀÃÂÉËÉ ÀØÅÓ (10) ÖÔÏËÏÁÀÓ.

ÛÄÃÄÂÉ 28.3. ÈÖ (Sn(x)), x ∈ (−∞,+∞), ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÀ ÄÒÈÏÁËÉÅ
ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉÀ ÃÀ L ≤ Sn(x) ≤ M , x ∈ (−∞,+∞), n = 0, 1, . . . ,
ÌÀÛÉÍ

L|E| ≤ lim
n→∞

∫
E

Sn(x)dx, (12)

M |E| ≥ lim

∫
E

Sn(x)dx. (13)

ÀáËÀ ÅÀÜÅÄÍÏÈ, ÒÏÌ (6)-ÃÀÍ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄÏÁÓ (5). ÌÀÒÈËÀÝ, (3)-ÃÀÍ ÂÅÀØÅÓ 0 ≤
Sn(x)− c ≤ +∞ ÃÀ (6)-ÉÓ ÞÀËÉÈ∫

E

limn→∞(Sn(x)− c)dx ≤ limn→∞

∫
E

(Sn(x)− c)dx. (7)

ÌÀÂÒÀÌ, ÝÍÏÁÉËÉÀ, ÒÏÌ ([Éá. [5], ÂÅ. 146])

limn→∞(un + vn) = limn→∞un + lim
n→∞

vn, (8)

limn→∞(un + vn) = limn→∞un + lim
n→∞

vn, (9)

ÒÏÝÀ ÀÒÓÄÁÏÁÓ limn→∞ vn. ÀÌÉÓ ÂÀÈÅÀËÉÓßÉÍÄÁÉÈ (7)-ÃÀÍ ÌÉÅÉÙÄÁÈ∫
E

limn→∞Sn(x)dx− c|E| ≤ limn→∞

∫
E

Sn(x)dx− c|E|,

ÓÀÉÃÀÍÀÝ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄÏÁÓ (5).
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ÈÄÏÒÄÌÀ 28.4. ÈÖ (Sn(x))
∞
n=0, x ∈ (−∞,+∞), ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÀ ÄÒÈÏÁ-

ËÉÅ ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉÀ ÃÀ ÍÖËÉÓÊÄÍ ÊÒÄÁÀÃÉ ÚÅÄËÀ x ∈ (−∞,+∞)
ßÄÒÔÉËÆÄ, ÌÀÛÉÍ

lim
n→∞

∫
E

Sn(x)dx = 0. (14)

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. (5) ÃÀ (11) ÖÔÏËÏÁÄÁÉÃÀÍ ÛÄÓÀÁÀÌÉÓÀÃ ÂÅÀØÅÓ

0 ≤ lim
n→∞

∫
E

Sn(x)dx, (15)

0 ≥ lim
n→∞

∫
E

Sn(x)dx. (16)

ÀØÄÃÀÍ, ÖÔÏËÏÁÉÓ limn→∞ ln ≤ limn→∞ln, ÞÀËÉÈ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀ-
ÒÄÏÁÓ ÖÔÏËÏÁÀÍÉ:

0 ≤ lim
n→∞

∫
E

Sn(x)dx ≤ lim
n→∞

∫
E

Sn(x)dx ≤ 0

ÀÍÖ, ÀÃÂÉËÉ ÀØÅÓ (14) ÔÏËÏÁÀÓ. ÈÄÏÒÄÌÀ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉÀ.

ÛÄÃÄÂÉ 28.5. ÈÄÏÒÄÌÀ 28.4-ÉÓ ÐÉÒÏÁÄÁÛÉ ÀÃÂÉËÉ ÀØÅÓ ÔÏËÏÁÀÓÀÝ

lim
n→∞

∫
E

Sn(x) cos kxdx = 0 (17)

ÚÏÅÄËÉ ×ÉØÓÉÒÄÁÖËÉ k = 0, 1, 2, . . . ÒÉÝáÅÉÓÈÅÉÓ.

ÈÄÏÒÄÌÀ 28.6. ÈÖ (1) ÔÒÉÂÏÍÏÌÄÔÒÉÖËÉ ÌßÊÒÉÅÉ ÚÅÄËÀ x ∈
(−∞,+∞) ßÄÒÔÉËÆÄ ÊÒÄÁÀÃÉÀ ÍÖËÉÓÊÄÍ ÃÀ ÀÌ ÌßÊÒÉÅÉÓ ÊÄÒ-
ÞÏ ãÀÌÄÁÉÓ (Sn(x))

∞
n=0 ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÀ ÄÒÈÏÁËÉÅ ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉÀ,

ÌÀÛÉÍ (1) ÌßÊÒÉÅÉÓ ÚÅÄËÀ ÊÏÄ×ÉÝÉÄÍÔÉ ÍÖËÉÀ:

an = 0, n = 0, 1, . . . ; bn = 0, n = 1, 2, . . . . (18)

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÌÏÝÄÌÖËÏÁÉÈ, ÚÅÄËÀ x ∈ (−∞,+∞) ßÄÒÔÉËÆÄ ÀÃ-
ÂÉËÉ ÀØÅÓ ÔÏËÏÁÀÓ

lim
n→∞

Sn(x) = 0. (19)
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ÀÅÉÙÏÈ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ n ÃÀ ÌÀÓÆÄ ÌÄÔÉ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒÉ N , ÌÀÛÉÍ ÂÅÄØÍÄÁÀ
ÔÏËÏÁÀ (Éá. ÈÀÅÉ 1, §3)

πan =

π∫
−π

SN (x) cosnxdx, N > n. (20)

ÒÀÃÂÀÍ an ÀÒÀÀ ÃÀÌÏÊÉÃÄÁÖËÉ N-ÆÄ ÃÀ (20) ÔÏËÏÁÀÓ ÀÃÂÉËÉ
ÀØÅÓ ÚÅÄËÀ N > n-ÆÄ ÒÉÝáÅÉÓÈÅÉÓ, ÀÌÉÔÏÌ (20) ÔÏËÏÁÀ ÀÓÄÝ
ÜÀÉßÄÒÄÁÀ

πan = lim
n→∞

π∫
−π

SN (x) cosnxdx. (21)

ÀáËÀ, (17) ÔÏËÏÁÉÓ ÞÀËÉÈ ÂÅÀØÅÓ an = 0. ÀÓÄÅÄ ÃÀÌÔÊÉÝÃÄÁÀ
bn = 0.

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉ 28.6 ÈÄÏÒÄÌÉÃÀÍ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄÏÁÓ

ÈÄÏÒÄÌÀ 28.7. ÈÖ ÏÒÉ ÔÒÉÂÏÍÏÌÄÔÒÉÖËÉ ÌßÊÒÉÅÉ ÚÅÄËÀ x ∈
(−∞,+∞) ßÄÒÔÉËÆÄ ÊÒÄÁÀÃÉÀ ÄÒÈÉÃÀÉÂÉÅÄ ÓÀÓÒÖËÉ s(x) ÌÍÉ-
ÛÅÍÄËÏÁÉÓÊÄÍ ÃÀ ÏÒÉÅÄ ÀÌ ÌßÊÒÉÅÓ ÂÀÀÜÍÉÀ ÄÒÈÏÁËÉÅ ÛÄÌÏ-
ÓÀÆÙÅÒÖËÉ ÊÄÒÞÏ ãÀÌÄÁÉ, ÌÀÛÉÍ ÀÌ ÌßÊÒÉÅÄÁÛÉ ÔÏËÉÍÃÄØÓÉÀÍÉ
ÊÏÄ×ÉÝÉÄÍÔÄÁÉ ÔÏËÉÀ ÀÍÖ, ÒÀÝ ÉÂÉÅÄÀ, ÄÓ ÏÒÉ ÌßÊÒÉÅÉ ÉÂÉÅÖÒÉÀ.

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÀÃÅÉËÉ ÛÄÓÀÌÜÍÄÅÉÀ, ÒÏÌ ÀÌ ÌßÊÒÉÅÄÁÉÓ ßÄÅÒÏÁÒÉ-
ÅÉ ÓáÅÀÏÁÉÈ ÌÉÙÄÁÖËÉ ÌßÊÒÉÅÉ ÊÒÄÁÀÃÉÀ ÍÖËÉÓÊÄÍ ÃÀ ÔÏËÉÍ-
ÃÄØÓÉÀÍÉ ÊÄÒÞÏ ãÀÌÄÁÉÓ ÓáÅÀÏÁÀÝ ÄÒÈÏÁËÉÅ ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÉÀ.
ÀÌÉÔÏÌ, 28.6 ÈÄÏÒÄÌÉÓ ÞÀËÉÈ, ÓáÅÀÏÁÀ-ÌßÊÒÉÅÉÓ ÚÅÄËÀ ÊÏÄ×ÉÝÉ-
ÄÍÔÉ ÍÖËÉÀ ÀÍÖ, ÒÀÝ ÉÂÉÅÄÀ, ÀÌ ÌßÊÒÉÅÄÁÓ ÂÀÀÜÍÉÀÈ ÄÒÈÉÃÀÉÂÉÅÄ
ÊÏÄ×ÉÝÉÄÍÔÄÁÉ. ÈÄÏÒÄÌÀ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉÀ.

29 ÒÉÌÀÍ-ÛÅÀÒÝÉÓ ÌÄÏÒÄ ßÀÒÌÏÄÁÖËÉÓ ÄÒÈÉ
ÈÅÉÓÄÁÉÓ ÛÄÓÀáÄÁ

x ∈ (−∞,+∞) ßÄÒÔÉËÉÓ ÌÉÃÀÌÏÛÉ ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÖËÉ F ×ÖÍØÝÉ-
ÉÓÈÅÉÓ ÒÉÌÀÍ-ÛÅÀÒÝÉÓ ÌÄÏÒÄ ßÀÒÌÏÄÁÖËÉ x ßÄÒÔÉËÆÄ, ÓÉÌÁÏ-

ËÖÒÀÃ F (′′)(x), ÄßÏÃÄÁÀ ÛÄÌÃÄÂ ÆÙÅÀÒÓ, ÒÏÝÀ ÉÓ ÀÒÓÄÁÏÁÓ ÃÀ
ÓÀÓÒÖËÉÀ (Éá. §22, ÔÏËÏÁÀ (3)),

F (′′)(x) = lim
h→0

F (x+ h) + F (x− h)− 2F (x)

h2
. (1)
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ÉØÅÄ ÃÀÃÂÄÍÉËÉÀ, ÒÏÌ ÒÉÌÀÍ-ÛÅÀÒÝÉÓ ÌÄÏÒÄ F (′′)(x) ßÀÒÌÏ-
ÄÁÖËÉ ßÀÒÌÏÀÃÂÄÍÓ F ×ÖÍØÝÉÉÓ ÌÄÏÒÄ ÒÉÂÉÓ ÜÅÄÖËÄÁÒÉÅÉ F ′′(x)
ßÀÒÌÏÄÁÖËÉÓ ÂÀÍÆÏÂÀÃÄÁÀÓ ÉÌ ÀÆÒÉÈ, ÒÏÌ F ′′(x)-ÉÓ ÀÒÓÄÁÏÁÀ
ÉßÅÄÅÓ F (′′)(x)-ÉÓ ÀÒÓÄÁÏÁÀÓ ÃÀ ÔÏËÏÁÀÓ F (′′)(x) = F ′′(x).

ÒÉÌÀÍ-ÛÅÀÒÝÉÓ ÌÄÏÒÄ F (′′)(x) ßÀÒÌÏÄÁÖËÉ ÒÏÌ ÌÀÒÈËÀÝ ÜÅÄ-
ÖËÄÁÒÉÅÉ ÌÄÏÒÄ ÒÉÂÉÓ F ′′(x) ßÀÒÌÏÄÁÖËÉÓ ÂÀÍÆÏÂÀÃÄÁÀÀ, ÂÀ-
ÌÏÌÃÉÍÀÒÄÏÁÓ ÉØÉÃÀÍ, ÒÏÌ ÀÒÓÄÁÏÁÄÍ ×ÖÍØÝÉÄÁÉ, ÒÏÌÄËÈÀÝ ÂÀ-
ÀÜÍÉÀÈ ÒÉÌÀÍ-ÛÅÀÒÝÉÓ ÌÄÏÒÄ ßÀÒÌÏÄÁÖËÉ, ÌÀÂÒÀÌ ÀÒ ÂÀÀÜÍÉÀÈ
ÜÅÄÖËÄÁÒÉÅÉ ÌÄÏÒÄ ÒÉÂÉÓ ßÀÒÌÏÄÁÖËÉ (Éá. §22, ÌÀÂÀËÉÈÄÁÉ 22.3
ÃÀ 22.4).

ÌÀÈÄÌÀÔÉÊÖÒÉ ÀÍÀËÉÆÉÓ ÊÖÒÓÉÃÀÍ ÅÉÝÉÈ, ÒÏÌ ÒÀÉÌÄ ÉÍÔÄÒÅÀ-
ËÆÄ ÍÖËÉÓ ÔÏËÉ ÌÄÏÒÄ ÒÉÂÉÓ ßÀÒÌÏÄÁÖËÉÓ ÌØÏÍÄ f ×ÖÍØÝÉÀ
ßÒ×ÉÅÉÀ ÀÌ ÉÍÔÄÒÅÀËÆÄ ÀÍÖ, ÒÀÝ ÉÂÉÅÄÀ, ÌÀÓ ÀØÅÓ f(x) = Ax+B
ÓÀáÄ, ÓÀÃÀÝ A ÃÀ B ÌÖÃÌÉÅÄÁÉÀ.

ÀáËÀ ÜÅÄÍ ÃÀÅÀÌÔÊÉÝÄÁÈ, ÒÏÌ ÄÓ ÈÅÉÓÄÁÀ ÂÀÀÜÍÉÀ ÒÉÌÀÍ-
ÛÅÀÒÝÉÓ ÌÄÏÒÄ ßÀÒÌÏÄÁÖËÓÀÝ ÀÍÖ, ÒÀÝ ÉÂÉÅÄÀ, ÌÀÒÈÄÁÖËÉÀ ÛÄ-
ÌÃÄÂÉ

ÈÄÏÒÄÌÀ 29.1 (ÛÅÀÒÝÉ, 1890 ß.). ÈÖ F ×ÖÍØÝÉÀ ÖßÚÅÄÔÉÀ [a, b] ÓÄ-

ÂÌÄÍÔÆÄ ÃÀ ÌÉÓÉ ÒÉÌÀÍ-ÛÅÀÒÝÉÓ F (′′)(x) ÌÄÏÒÄ ßÀÒÌÏÄÁÖËÉ ÊÉ
ÍÖËÉÀ (a, b) ÉÍÔÄÒÅÀËÆÄ, ÌÀÛÉÍ F ×ÖÍØÝÉÀ ßÒ×ÉÅÉÀ [a, b] ÓÄÂÌÄ-
ÍÔÆÄ.

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ [a, b] ÓÄÂÌÄÍÔÆÄ ÖßÚÅÄÔÉ ×ÖÍØÝÉÀ

φ(x) = F (x)− F (a)− x− a

b− a
[F (b)− F (a)]. (2)

ÝáÀÃÉÀ ÔÏËÏÁÄÁÉ φ(a) = 0 ÃÀ φ(b) = 0.
ÀáËÀ ÃÀÅÀÌÔÊÉÝÏÈ, ÒÏÌ φ(x) = 0 ÚÅÄËÀ x-ÉÓÈÅÉÓÀÝ, ÓÀÃÀÝ

x < x < b.
ÃÀÅÖÛÅÀÈ ÓÀßÉÍÀÀÙÌÃÄÂÏ, ÌÀÂÀËÉÈÀÃ φ(c)>0, ÓÀÃÀÝ a<c<b.

ÌÀÛÉÍ ÂÀÍÅÉáÉËÏÈ [a, b] ÓÄÂÌÄÍÔÆÄ ÖßÚÅÄÔÉ ÌÄÏÒÄ ×ÖÍØÝÉÀ

ψ(x) = φ(x)− 1

2
ε(x− a)(b− x), (3)

ÓÀÃÀÝ ε > 0 ÒÉÝáÅÉ ÉÌÃÄÍÀÃ ÌÝÉÒÄÀ, ÒÏÌ ψ(c) = φ(c) −
ε
2 (c− a)(b− c) > 0.
ÝáÀÃÉÀ, ÀÂÒÄÈÅÄ, ÒÏÌ ψ(a) = φ(a) = 0 ÃÀ ψ(b) = φ(b) = 0.
ψ ×ÖÍØÝÉÉÓ ÖßÚÅÄÔÏÁÉÓ ÂÀÌÏ [a, b] ÓÄÂÌÄÍÔÆÄ, ÌÉÓÉ ÍÖËÏÁÉÓ

ÂÀÌÏ ÀÌ ÓÄÂÌÄÍÔÉÓ ÁÏËÏÄÁÆÄ, áÏËÏ ÌÉÓÉ ÃÀÃÄÁÉÈÏÁÉÓ ÂÀÌÏ (a, b)
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ÉÍÔÄÒÅÀËÉÓ ÛÉÂÀ c ßÄÒÔÉËÆÄ, ψ ×ÖÍØÝÉÀÓ ÄØÍÄÁÀ ÌÀØÓÉÌÖÌÉÓ
ÛÉÂÀ η ßÄÒÔÉËÉ, a < η < b.

ÀÌÉÔÏÌ ÓÀÊÌÀÒÉÓÀÃ ÌÝÉÒÄ ÃÀÃÄÁÉÈÉ h-ÉÓÈÅÉÓ ÛÄÓÒÖËÃÄÁÀ
ÖÔÏËÏÁÀ

ψ(η + h) + ψ(η − h)− 2ψ(η) ≤ 0. (4)

ÌÄÏÒÄ ÌáÒÉÅ, ÀÃÅÉËÀÃ ÅÒßÌÖÍÃÄÁÉÈ ÛÄÌÃÄÂÉ ÔÏËÏÁÉÓ ÓÉÓßÏ-
ÒÄÛÉ

ψ(η + h) + ψ(η − h)− 2ψ(η)

h2
=
F (η + h) + F (η − h)− 2F (η)

h2
+ ε. (5)

ÌÏÝÄÌÖËÏÁÉÓ ÞÀËÉÈ F (′′)(η) = 0 ÃÀ ÀÌÉÔÏÌ (5) ÔÏËÏÁÉÓ ÌÀ-
ÒãÅÄÍÀ ÌáÀÒÉÓ ÆÙÅÀÒÉÀ ε, ÒÏÝÀ h→ 0. ÀÌÒÉÂÀÃ, ÀÌÀÅÄ ÔÏËÏÁÉÓ
ÌÀÒÝáÄÍÀ ÌáÀÒÉÓ ÆÙÅÀÒÉÝ ÃÀÃÄÁÉÈÉ ε ÒÉÝáÅÉÀ, ÒÀÝ ÄßÉÍÀÀÙÌ-
ÃÄÂÄÁÀ (4) ÖÔÏËÏÁÀÓ.

ÀÍÀËÏÂÉÖÒ ßÉÍÀÀÙÌÃÄÂÏÁÀÓ ÌÉÅÉÙÄÁÈ ÉÌÉÓ ÃÀÛÅÄÁÉÈ, ÒÏÌ
φ(d) < 0 ÒÏÌÄËÉÌÄ d ßÄÒÔÉËÆÄ, a < d < b.

ÌÀÛÀÓÀÃÀÌÄ, φ(x) = 0 ÚÅÄËÀ x ∈ [a, b] ßÄÒÔÉËÆÄ. ÄÓ ÊÉ, (2)
ÔÏËÏÁÉÓ ÞÀËÉÈ, ÍÉÛÍÀÅÓ ÔÏËÏÁÀÓ

F (x) = F (a) +
x− a

b− a
[F (b)− F (a)],

ÒÀÝ ÀÃÀÓÔÖÒÄÁÓ F ×ÖÍØÝÉÉÓ ßÒ×ÉÅÏÁÀÓ [a, b] ÓÄÂÌÄÍÔÆÄ. ÈÄÏÒÄÌÀ
ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉÀ.

30 ÔÒÉÂÏÍÏÌÄÔÒÉÖËÉ ÌßÊÒÉÅÉÈ ×ÖÍØÝÉÉÓ
ßÀÒÌÏÃÂÄÍÉÓ ÄÒÈÀÃÄÒÈÏÁÀ

ÀØÀÌÃÉÓ ÜÅÄÍ, 2π ÐÄÒÉÏÃÖË ÃÀ ÐÄÒÉÏÃÆÄ ãÀÌÄÁÀÃ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒ f
×ÖÍØÝÉÀÓ ÅÀÊÀÅÛÉÒÄÁÃÉÈ ÌÉÓÈÅÉÓ ÛÄÃÂÄÍÉË ×ÖÒÉÄÓ ÌßÊÒÉÅÈÀÍ
ÃÀ ÄÓ ÃÀÊÀÅÛÉÒÄÁÀ ÂÀÌÏÉáÀÔÄÁÀ ÉÌÉÈ, ÒÏÌ ×ÖÒÉÄÓ ÀÌ ÔÒÉÂÏ-
ÍÏÌÄÔÒÉÖËÉ ÌßÊÒÉÅÉÓ ÊÏÄ×ÉÝÉÄÍÔÄÁÉ ÂÀÌÏÈÅËÉËÉÀ f ×ÖÍØÝÉÉÓ
ÌÄÛÅÄÏÁÉÈ−×ÖÒÉÄÓ ×ÏÒÌÖËÄÁÉÈ (Éá. ÈÀÅÉ 2, §1).

ÂÀÍáÉËÖËÉ ÂÅØÏÍÃÀ f ×ÖÍØÝÉÉÓ ×ÖÒÉÄÓ S[f ] ÌßÊÒÉÅÉÓ f-ÓÊÄÍ
ÒÏÂÏÒÝ ÊÒÄÁÀÃÏÁÉÓ, ÉÓÄ ÓáÅÀÃÀÓáÅÀ ÌÄÈÏÃÉÈ ÛÄãÀÌÄÁÀÃÏÁÉÓ
ÓÀÊÉÈáÉ.

ÁÖÍÄÁÒÉÅÀÃ ÜÍÃÄÁÀ ÊÉÈáÅÀ: ÌÏÝÄÌÖËÉ ×ÖÍØÝÉÀ ÒÀÌÃÄÍÉ ÓáÅÀ-
ÃÀÓáÅÀ ÔÒÉÂÏÍÏÌÄÔÒÉÖËÉ ÌßÊÒÉÅÉÈ ÛÄÉÞËÄÁÀ ßÀÒÌÏÃÂÄÓ?

ÀØ ÌÍÉÛÅÍÄËÏÅÀÍÉÀ, ÈÖ ÒÀ ÉÂÖËÉÓáÌÄÁÀ ÓÉÔÚÅÀ ''ßÀÒÌÏÃÂÄÍÀ''
-ÛÉ.
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1. ÀáËÀ ÜÅÄÍ ÂÀÍÅÉáÉËÀÅÈ ÉÌ ÛÄÌÈáÅÄÅÀÓ, ÒÏÝÀ ÔÒÉÂÏÍÏÌÄ-
ÔÒÉÖËÉ ÌßÊÒÉÅÉÈ ×ÖÍØÝÉÉÓ ßÀÒÌÏÃÂÄÍÀÛÉ ÉÂÖËÉÓáÌÄÁÀ ÀÌ ÌßÊ-
ÒÉÅÉÓ ÚÅÄËÂÀÍ ÊÒÄÁÀÃÏÁÀ ÀÙÄÁÖËÉ ×ÖÍØÝÉÉÓÊÄÍ.

ÀÌ ÌÉÆÍÉÈ, ÅÉÓÀÒÂÄÁËÄÁÈ ÌßÊÒÉÅÉÓ ÛÄãÀÌÄÁÀÃÏÁÉÓ ÒÉÌÀÍÉÓ
R2 ÌÄÈÏÃÉÈ (Éá. 23, 24, 26 ÐÀÒÀÂÒÀ×ÄÁÉ) ÃÀ ÐÀÓÖáÓ ÂÀÅÝÄÌÈ
ÊÉÈáÅÀÓ: ÀÒÓÄÁÏÁÓ ÈÖ ÀÒÀ ÏÒÉ ÓáÅÀÃÀÓáÅÀ ÔÒÉÂÏÍÏÌÄÔÒÉÖËÉ
ÌßÊÒÉÅÉ, ÒÏÌËÄÁÉÝ ÊÒÄÁÀÃÉ ÉØÍÄÁÉÀÍ ÚÅÄËÀ ßÄÒÔÉËÆÄ ÄÒÈÉÃÀ-
ÉÂÉÅÄ ×ÖÍØÝÉÉÓÊÄÍ?

ÖÀÒÚÏ×ÉÈ ÐÀÓÖáÓ ÀÌ ÊÉÈáÅÀÆÄ ÉÞËÄÅÀ ×ÖÍÃÀÌÄÍÔÖÒÉ ÌÍÉÛÅ-
ÍÄËÏÁÉÓ ÛÄÌÃÄÂÉ

ÈÄÏÒÄÌÀ 30.1 (Â. ÊÀÍÔÏÒÉ, 1872 ß.). ÈÖ ÔÒÉÂÏÍÏÌÄÔÒÉÖËÉ ÌßÊÒÉÅÉ

a0
2

+
∞∑
n=1

(an cosnx+ bn sinnx) (1)

ÊÒÄÁÀÃÉÀ ÍÖËÉÓÊÄÍ ÚÅÄËÀ x ∈ [0, 2π] ßÄÒÔÉËÆÄ, ÌÀÛÉÍ (1) ÌßÊ-
ÒÉÅÉÓ ÚÅÄËÀ ÊÏÄ×ÉÝÉÄÍÔÉ ÍÖËÉÀ: an = 0, ÒÏÝÀ n = 0, 1, 2, . . . ÃÀ
bn = 0, ÒÏÝÀ n = 1, 2, . . . .

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÊÀÍÔÏÒ-ËÄÁÄÂÉÓ ÈÄÏÒÄÌÉÓ ÞÀËÉÈ an → 0 ÃÀ bn → 0,
ÒÏÝÀ n → ∞ (Éá. ÈÀÅÉ 4, §2). ÀÌÉÔÏÌ ÜÅÄÍ ÛÄÂÅÉÞËÉÀ (1) ÌßÊ-
ÒÉÅÉÓÈÅÉÓ ÀÅÀÂÏÈ ÒÉÌÀÍÉÓ ÀÓÏÝÉÒÄÁÖËÉ ×ÖÍØÝÉÀ (Éá. ÈÀÅÉ 4,
§25)

F (x) =
a0
4
x2 −

∞∑
n=1

1

n2
[an cosnx+ bn sinnx], (2)

ÒÏÌÄËÉÝ ÖßÚÅÄÔÉÀ (−∞,+∞) ÙÄÒÞÆÄ.
ÒÉÌÀÍÉÓ ÐÉÒÅÄËÉ ÈÄÏÒÄÌÉÓ ÈÀÍÀáÌÀÃ, (1) ÌßÊÒÉÅÉ R2 ÌÄÈÏÃÉÈ

ÍÖËÉÓÊÄÍ ÛÄãÀÌÄÁÀÃÉÀ ÚÅÄËÀ x ∈ [0, 2π] ßÄÒÔÉËÆÄ (Éá. ÈÀÅÉ 5,
§24). ÄÓ ÍÉÛÍÀÅÓ ÔÏËÏÁÀÓ (Éá. §23, ÂÀÍÓÀÆÙÅÒÀ 23.1)

F (′′)(x) = 0, x ∈ [0, 2π]. (3)

ÀáËÀ (3) ÔÏËÏÁÉÓ ÌÉÌÀÒÈ ÂÀÌÏÅÉÚÄÍÏÈ ÛÅÀÒÝÉÓ ÈÄÏÒÄÌÀ (Éá.
§29) ÃÀ ÂÅÄØÍÄÁÀ

F (x) = Ax+B, x ∈ [0, 2π]. (4)

(2) ÃÀ (4) ÔÏËÏÁÄÁÉÃÀÍ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄÏÁÓ, ÒÏÌ

a0
4
x2 −Ax−B =

∞∑
n=1

1

n2
(an cosnx+ bn sinnx). (5)
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ÀÌ ÔÏËÏÁÉÓ ÌÀÒãÅÄÍÀ ÌáÀÒÄ 2π ÐÄÒÉÏÃÖËÉ ÖßÚÅÄÔÉ ×ÖÍØÝÉÀÀ,
ÀÌÉÔÏÌ 2π ÐÄÒÉÏÃÖËÉ ÖÍÃÀ ÉÚÏÓ ÌÉÓÉ ÌÀÒÝáÄÍÀ ÌáÀÒÄÝ. ÀÌÉÓÈÅÉÓ
ÊÉ ÀÖÝÉËÄÁÄËÉ ÃÀ ÓÀÊÌÀÒÉÓÉÀ ÛÄÓÒÖËÃÄÓ ÔÏËÏÁÄÁÉ

a0 = 0, A = 0. (6)

ÀÌÒÉÂÀÃ, ÂÅÀØÅÓ ÔÏËÏÁÀ

−B =
∞∑
n=1

1

n2
(cosnx+ bn sinnx), (7)

ÒÏÌËÉÓ ÌÀÒãÅÄÍÀ ÌáÀÒÄ ÈÀÍÀÁÒÀÃ ÊÒÄÁÀÃÉÀ ÍÄÁÉÓÌÉÄÒ ÓÄÂÌÄÍÔ-
ÆÄ (−∞,+∞)-ÃÀÍ. ÀÌÉÔÏÌ (7) ÔÏËÏÁÉÓ ÌÀÒãÅÄÍÀ ÌáÀÒÄ ÉØÍÄÁÀ
ÌÉÓÉ (−B) ãÀÌÉÓÈÅÉÓ ×ÖÒÉÄÓ ÌßÊÒÉÅÉ (Éá. ÈÀÅÉ 3, §1). ÌÀÂÒÀÌ
ÌÖÃÌÉÅÉÓÈÅÉÓ ×ÖÒÉÄÓ ÚÅÄËÀ ÊÏÄ×ÉÝÉÄÍÔÉ ÍÖËÉÀ, ÂÀÒÃÀ ÌÉÓÉ
ÈÀÅÉÓÖ×ÀËÉ ßÄÅÒÉÓÀ (Éá. ÈÀÅÉ 4, ÛÄÍÉÛÅÍÀ 7.1). ÀÌÒÉÂÀÃ,

an
n2

= 0 ÃÀ
bn
n2

= 0, n = 1, 2, . . . . (8)

ÀÌÀÓÈÀÍ, (6) ÔÏËÏÁÉÓ ÞÀËÉÈ a0 = 0. ÌÀÛÀÓÀÃÀÌÄ, an = 0, ÒÏÝÀ
n = 0, 1, 2, . . . ÃÀ bn = 0, ÒÏÝÀ n = 1, 2, . . . . ÈÄÏÒÄÌÀ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖ-
ËÉÀ.

ÌÀÒÈÄÁÖËÉÀ ÀÌ ÈÄÏÒÄÌÉÓ ÛÄÌÃÄÂÉ ÓÀáÉÓ ÂÀÞËÉÄÒÄÁÀ.

ÈÄÏÒÄÌÀ 30.2 (Â. ÊÀÍÔÏÒÉ, 1872 ß.). ÈÖ ÔÒÉÂÏÍÏÌÄÔÒÉÖËÉ ÌßÊÒÉÅÉ

A0

2
+

∞∑
n=1

(An cosnx+Bn sinnx) (9)

ÊÒÄÁÀÃÉÀ ÍÖËÉÓÊÄÍ ÚÅÄËÀ x ∈ [0, 2π] ßÄÒÔÉËÆÄ, ÂÀÒÃÀ ÛÄÓÀÞËÄ-
ÁÄËÉÀ ÓÀÓÒÖËÉ ÒÀÏÃÄÍÏÁÉÓ ßÄÒÔÉËÄÁÉÓÀ, ÌÀÛÉÍ (9) ÌßÊÒÉÅÉÓ
ÚÅÄËÀ ÊÏÄ×ÉÝÉÄÍÔÉ ÍÖËÉÀ.

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ßÉÍÀ ÈÄÏÒÄÌÉÓ ÌÔÊÉÝÄÁÉÓ ÌÉáÄÃÅÉÈ An → 0 ÃÀ
Bn → ∞, ÒÏÝÀ n→ ∞.

ÀÌÉÔÏÌ ÀÒÓÄÁÏÁÓ (9) ÌßÊÒÉÅÈÀÍ ÀÓÏÝÉÒÄÁÖËÉ ÒÉÌÀÍÉÓ ×ÖÍØ-
ÝÉÀ F , ÒÏÌÄËÉÝ ßÒ×ÉÅÉÀ ÈÉÈÏÄÖË ÉÌ ØÅÄÉÍÔÄÒÅÀËÆÄ, ÒÏÌËÄ-
ÁÆÄÃÀÝ ÍÖËÉÓÊÄÍÀÀ ÊÒÄÁÀÃÉ (9) ÌßÊÒÉÅÉ, ÒÀÃÂÀÍÀÝ ÀÌ ØÅÄÓÉÌÀ-
ÒÅËÄÄÁÆÄ F (′′)(x) = 0.

ÌÀÂÒÀÌ ÒÉÌÀÍÉÓ ÀÓÏÝÉÒÄÁÖËÉ F ×ÖÍØÝÉÀ ÂËÖÅÉÀ ÚÅÄËÀ x ∈
(−∞,+∞) ßÄÒÔÉËÆÄ, ÈÀÍÀáÌÀÃ ÒÉÌÀÍÉÓ ÌÄÏÒÄ ÈÄÏÒÄÌÉÓ (Éá. §25,
ÈÄÏÒÄÌÀ 25.1).
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ÀÌÉÔÏÌ F (x) ×ÖÍØÝÉÉÓ ÂÒÀ×ÉÊÓ ÀÒ ÄØÍÄÁÀ ÊÖÈáÉÀÍÉ ßÄÒÔÉ-
ËÉ. ÀÌÂÅÀÒÀÃ, F (x) ×ÖÍØÝÉÉÓ ÂÒÀ×ÉÊÉ ÓáÅÀÃÀÓáÅÀ ÔÄáÉËÄÁÉÓÂÀÍ
ÊÉ ÀÒ ÛÄÃÂÄÁÀ, ÀÒÀÌÄÃ ÉÓ ÀÒÉÓ ÌÈËÉÀÍÉ ÄÒÈÉ ßÒ×Ä. ÀÌÉÓ ÂÀ-
ÌÏ, ÈÄÏÒÄÌÉÓ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ ÃÀÌÈÀÅÒÃÄÁÀ ßÉÍÀ ÈÄÏÒÄÌÉÓ ÌÔÊÉÝÄÁÉÓ
ÌÉáÄÃÅÉÈ. ÈÄÏÒÄÌÀ ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÖËÉÀ.

ÀÌ ÈÄÏÒÄÌÉÃÀÍ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄÏÁÓ Ö×ÒÏ ÆÏÂÀÃÉ

ÈÄÏÒÄÌÀ 30.3 (Â. ÊÀÍÔÏÒÉ, 1872 ß.). ÅÈØÅÀÈ [0, 2π] ÓÄÂÌÄÍÔÆÄ ÂÀ-
ÍÓÀÆÙÅÒÖËÉ ÃÀ 2π ÐÄÒÉÏÃÖËÉ f(x) ×ÖÍØÝÉÀ ÓÀÓÒÖËÉÀ ÚÅÄËÀ
x ∈ [0, 2π] ßÄÒÔÉËÆÄ. ÌÀÛÉÍ ÀÒ ÀÒÓÄÁÏÁÓ ÏÒÉ ÓáÅÀÃÀÓáÅÀ ÔÒÉ-
ÂÏÍÏÌÄÔÒÉÖËÉ ÌßÊÒÉÅÉ, ÒÏÌÄËÍÉÝ ÊÒÄÁÀÃÉ ÉØÍÄÁÉÀÍ f(x)-ÓÊÄÍ
ÚÅÄËÀ x ∈ [0, 2π] ßÄÒÔÉËÆÄ, ÂÀÒÃÀ ÛÄÓÀÞËÄÁÄËÉ ÓÀÓÒÖËÉ ÒÀ-
ÏÃÄÍÏÁÉÓ ßÄÒÔÉËÉÓÀ.

ÃÀÌÔÊÉÝÄÁÀ. ÏÒÉ ÀÓÄÈÉ ÌßÊÒÉÅÉÓ ÓáÅÀÏÁÀ ÊÒÄÁÀÃÉÀ ÍÖËÉÓÊÄÍ ÚÅÄ-
ËÀ x ∈ [0, 2π] ßÄÒÔÉËÆÄ, ÂÀÒÃÀ ÛÄÓÀÞËÄÁÄËÉ ÓÀÓÒÖËÉ ÒÀÏÃÄ-
ÍÏÁÉÓ ßÄÒÔÉËÄÁÉÓÀ. ÌÀÛÉÍ ÈÄÏÒÄÌÀ 30.2-ÉÓ ÞÀËÉÈ ÀÌ ÓáÅÀÏÁÀ-
ÌßÊÒÉÅÉÓ ÚÅÄËÀ ÊÏÄ×ÉÝÉÄÍÔÉ, ÒÏÌÄËÍÉÝ ßÀÒÌÏÀÃÂÄÍÄÍ ÉÌ ÏÒÉ
ÌßÊÒÉÅÉÓ ÊÏÄ×ÉÝÉÄÍÔÄÁÉÓ ÓáÅÀÏÁÀÓ, ÍÖËÉÀ. ÄÓ ÉßÅÄÅÓ ÉÌ ÏÒ ÌßÊ-
ÒÉÅÛÉ ÛÄÓÀÁÀÌÉÓÉ ÊÏÄ×ÉÝÉÄÍÔÄÁÉÓ ÔÏËÏÁÀÓ ÀÍÖ, ÒÀÝ ÉÂÉÅÄÀ, ÄÓ
ÏÒÉ ÌßÊÒÉÅÉ ÉÃÄÍÔÖÒÉÀ ÉÌ ÂÀÂÄÁÉÈ, ÒÏÌ ÌÀÈÉ ÔÏËÉÍÃÄØÓÉÀÍÉ
ÊÏÄ×ÉÝÉÄÍÔÄÁÉ ÄÒÈÉÌÄÏÒÉÓ ÔÏËÉÀ. ÀÌÒÉÂÀÃ, ÀÙÍÉÛÍÖËÉ ÈÅÉÓÄ-
ÁÉÓ ÏÒÉ ÌßÊÒÉÅÉ ÀÒ ÀÒÓÄÁÏÁÓ.

ÆÄÌÏÈ ÀÙÍÉÛÍÖËÉ ÈÄÏÒÄÌÄÁÉÓ ÌÔÊÉÝÄÁÉÓ ÐÒÏÝÄÓÉÃÀÍ, ÜÀÍÓ
ÛÄÌÃÄÂÉ ÈÄÏÒÄÌÉÓ ÌÀÒÈÄÁÖËÏÁÀ

ÈÄÏÒÄÌÀ 30.4 (Â. ÊÀÍÔÏÒÉ, 1872 ß.). ÈÖ ÔÒÉÂÏÍÏÌÄÔÒÉÖËÉ ÌßÊ-
ÒÉÅÉÓ ÊÏÄ×ÉÝÉÄÍÔÄÁÉ ÊÒÄÁÀÃÉÀ ÍÖËÉÓÊÄÍ ÃÀ ÈÅÉÈ ÌßÊÒÉÅÉ ÊÉ
R2 ÛÄãÀÌÄÁÀÃÉÀ ÍÖËÉÓÊÄÍ ÚÅÄËÂÀÍ, ÂÀÒÃÀ ÛÄÓÀÞËÏ ÓÀÓÒÖËÉ
ÒÀÏÃÄÍÏÁÉÓ ßÄÒÔÉËÄÁÉÓÀ, ÌÀÛÉÍ ÀÓÄÈÉ ÌßÊÒÉÅÉÓ ÚÅÄËÀ ÊÏÄ×É-
ÝÉÄÍÔÉ ÍÖËÉÓ ÔÏËÉÀ.

2. 2π ÐÄÒÉÏÃÖËÉ ÃÀ [0, 2π] ÓÄÂÌÄÍÔÆÄ ÚÅÄËÂÀÍ ÓÀÓÒÖËÉ f
×ÖÍØÝÉÉÓÈÅÉÓ ÀÒ ÀÒÓÄÁÏÁÓ ÏÒÉ ÓáÅÀÃÀÓáÅÀ ÔÒÉÂÏÍÏÌÄÔÒÉÖËÉ
ÌßÊÒÉÅÉ, ÒÏÌÄËÍÉÝ ÊÒÄÁÀÃÉ ÉØÍÄÁÉÀÍ f(x)-ÓÊÄÍ ÚÅÄËÀ x ∈ [0, 2π]
ßÄÒÔÉËÆÄ (Éá. 30.3 ÈÄÏÒÄÌÀ).

ÁÖÍÄÁÒÉÅÉÀ ÊÉÈáÅÀ: ÈÖÊÉ ÄÒÈÉ ÀÓÄÈÉ ÌßÊÒÉÅÉ ÀÒÓÄÁÏÁÓ, ÌÀÛÉÍ
ÉÓ ÉØÍÄÁÀ ÈÖ ÀÒÀ f ×ÖÍØÝÉÉÓ ×ÖÒÉÄÓ ÌßÊÒÉÅÉ?

ÐÀÓÖáÉ ÖÀÒÚÏ×ÉÈÉÀ: ÌßÊÒÉÅÉ

∞∑
n=2

sinnx

lnn
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ÊÒÄÁÀÃÉÀ ÚÅÄËÂÀÍ, ÌÀÂÒÀÌ ÉÓ ÀÒ ÀÒÉÓ ÒÏÌÄËÉÌÄ ãÀÌÄÁÀÃÉ ×ÖÍØ-
ÝÉÉÓ ×ÖÒÉÄÓ ÌßÊÒÉÅÉ (Éá. ÈÀÅÉ 4, §§15-17).

ÌÀÛÀÓÀÃÀÌÄ, ÊÉÈáÅÀ ÆÖÓÔÃÄÁÀ ÀÓÄ: ÅÈØÅÀÈ 2π ÐÄÒÉÏÃÖËÉ f
×ÖÍØÝÉÀ ÓÀÓÒÖËÉÀ ÚÅÄËÂÀÍ [0, 2π]-ÆÄ ÃÀ ãÀÌÄÁÀÃÉÀ ÀÌÀÅÄ ÓÄÂ-
ÌÄÍÔÆÄ. ÈÖÊÉ ÀÒÓÄÁÏÁÓ ÒÀÉÌÄ ÔÒÉÂÏÍÏÌÄÔÒÉÖËÉ ÌßÊÒÉÅÉ, ÒÏÌÄ-
ËÉÝ ÊÒÄÁÀÃÉÀ f(x)-ÉÓÊÄÍ ÚÅÄËÀ x ∈ [0, 2π] ßÄÒÔÉËÆÄ, ÌÀÛÉÍ ÄÓ
ÌßÊÒÉÅÉ ÉØÍÄÁÀ f ×ÖÍØÝÉÉÓÈÅÉÓ ×ÖÒÉÄÓ ÌßÊÒÉÅÉ ÈÖ ÀÒÀ?

ÀÌ ÊÉÈáÅÀÆÄ ÃÀÃÄÁÉÈ ÐÀÓÖáÓ ÉÞËÄÅÀ ÛÄÌÃÄÂÉ

ÈÄÏÒÄÌÀ 30.5 (ÃÉÖ ÁÖÀ ÒÄÉÌÏÍÉ, [7], ÂÅ. 790). ÅÈØÅÀÈ ÒÀÉÌÄ ÔÒÉ-
ÂÏÍÏÌÄÔÒÉÖËÉ ÌßÊÒÉÅÉ ÊÒÄÁÀÃÉÀ ÚÅÄËÂÀÍ [0, 2π]-ÆÄ, ÂÀÒÃÀ ÛÄ-
ÓÀÞËÄÁÄËÉ ÈÅËÀÃÉ ÓÉÌÒÀÅËÄ ßÄÒÔÉËÄÁÉÓÀ ÃÀ ÀÌ ÌßÊÒÉÅÉÓ f(x)
ãÀÌÉ ÓÀÓÒÖËÉÀ ÚÅÄËÂÀÍ [0, 2π]-ÆÄ ÃÀ ãÀÌÄÁÀÃÉ ÀÌÀÅÄ ÓÄÂÌÄÍÔÆÄ.
ÌÀÛÉÍ ÄÓ ÌßÊÒÉÅÉ ÀÒÉÓ ×ÖÒÉÄÓ ÌßÊÒÉÅÉ f ×ÖÍØÝÉÉÓÈÅÉÓ.

ÛÄÍÉÛÅÍÀ 30.6. §28-ÉÓ 28.6 ÈÄÏÒÄÌÀÛÉ, (Sn(x))∞n=0 ÌÉÌÃÄÅÒÏÁÉÓ ÄÒ-
ÈÏÁËÉÅ ÛÄÌÏÓÀÆÙÅÒÖËÏÁÀ ÆÄÃÌÄÔÉ ÐÉÒÏÁÀÀ. ÄÓ ÂÀÌÏÌÃÉÍÀÒÄÏÁÓ
ÀÌ ÐÀÒÀÂÒÀ×ÉÓ ÈÄÏÒÄÌÄÁÉÃÀÍ.
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ÐÖÀÍÊÀÒÄ (Poincare H., 1854-1912),
ÐÖÀÓÏÍÉ (Poisson S. D., 1781-1840),
ÑÏÒÃÀÍÉ (Jordan M. E. C., 1838-1922),
ÒÉÌÀÍÉ (Riemann G. F. B., 1826-1866),
ÒÉÓÉ ×. (Riesz F.,1880-1956),
ÒÉÓÉ Ì. (Riesz M., 1886-1969),
ÔÀÖÁÄÒÉ (Tauber A., 1866-1942 ÓÀÊÏÍÝÄÍÔÒÀÝÉÏ ÁÀÍÀÊÛÉ),
ÔÏËÓÔÏÅÉ (Толстов Г. П., 1911-1981),
×ÀÔÖ (Fatou P. J. L., 1878-1929),
×ÄÉÄÒÉ (Fejer L., 1880-1959),
×ÒÏÁÄÍÉÖÓÉ (Frobenius F. G., 1849-1917),
×ÉÛÄÒÉ (FisherR. A., 1890-1962),
×ÖÒÉÄ (Forier J. B. J., 1768-1830),
ÛÅÀÒÝÉ (Schwarz H. A.,1843-1921),
ÛÔÏËÝÉ (Stolz O., 1842-1905),
ÜÄÆÀÒÏ (Cesaro E., 1859-1906),
áÉÍÜÉÍÉ (Хинчин А. Я., 1894-1959),
äÀÒÃÉ (Hardy G. H., 1877-1947).
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