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Abstract 

This dissertation is devoted to the study of limit theorems in probability theory within 

infinite-dimensional spaces. The work consists of an introductory section and four chapters. The 

introduction outlines the significance and motivation of the main problems considered in the 

dissertation. Highlights the importance of the obtained results and places them in the context of 

the study of limit theorems in infinite-dimensional settings. 

The initial chapters present and discuss foundational material necessary for achieving the 

main objective of the dissertation - the study of the law of large numbers in infinite-dimensional 

spaces. Some of these auxiliary results are provided together with complete proofs, ensuring 

transparency in the proofs of the dissertation's main theorems. 

Chapter 1 discusses σ-algebras and measurable mappings in metric and Banach spaces, σ-

algebras generated by families of mappings, σ-algebras in product spaces, as well as regular and 

Radon measures and their interrelations. Also mentioned the general notion of a probability 

space is introduced, along with properties of random elements and various forms of convergence 

for sequences of random elements, including the space 𝐿0(Ω,𝒜, 𝑃; 𝑋). 

Random elements with weak and strong first moments are considered, with particular 

attention given to the concept of the expectation of a random element in a general Banach space 

and its properties. It is noted that, in general, the expectation of a random element coincides 

with its Pettis integral. Therefore, the existence of a weak first moment is a necessary (though 

not sufficient) condition for the existence of the expectation. 

Chapter 2 introduces an analogue of the correlation coefficient in a general Banach space, 

along with the cross-correlation operator between random elements and the covariance 

operator of a random element. The chapter concludes with the proof of an exponential 

inequality that emerged during the course of the study. 

Initial results concerning the law of large numbers primarily addressed independent or 

uncorrelated random variables. It is worth noting that, when random variables exhibit nonzero 
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covariance, the law of large numbers had received relatively little attention. One of the first 

contributions in this direction was made by A. Khinchine, who established a version of the law 

of large numbers for sequences of weakly correlated random variables. 

Chapter 3 presents the main stages in the development of the law of large numbers, both 

in its original form and in terms of random variables. Specifically, it begins with Bernoulli’s and 

Poisson’s theorems stated in terms of events and their probabilities, and then considers the law 

of large numbers formulated in terms of random variables, for sequences of independent and 

uncorrelated random variables, as well as in cases where random variables are not required to be 

uncorrelated. A necessary and sufficient condition for the validity of the law of large numbers is 

also discussed. Following this, the law of large numbers is proved for weakly correlated random 

elements in the setting of a Hilbert space. In particular, Khinchine’s theorem, which he had 

proved for weakly correlated random variables, is generalized. At the end of the chapter, an 

explicit example of a completely divergent series in a Hilbert space is constructed. 

The generalization of Khinchine’s theorem naturally leads to the question of whether the 

strong law of large numbers holds in Hilbert spaces under the same assumptions. 

In Chapter 4, using Prokhorov’s classical theorem, it is shown that the strong law of large 

numbers does not follow from either Khinchine’s theorem or Chebyshev’s theorem, the latter 

being a special case of the former, not only in infinite-dimensional settings but even in the one-

dimensional case. After this, the chapter introduces auxiliary concepts and propositions for the 

study of the law of large numbers in the sequence space 𝑙𝑝, 1 ≤ 𝑝 < ∞ and then proves the law 

of large numbers in the space 𝑙𝑝, 1 ≤ 𝑝 < ∞ which completes the dissertation. 
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შესავალი 

ალბათობის თეორია წარმოადგენს მათემატიკის ერთ-ერთ უმნიშვნელოვანეს 

დარგს, რომელიც სპეციალისტებს იზიდავს როგორც შემდგომი კვლევითი პერსპექტი-

ვის მრავალფეროვნებით, ასევე პრაქტიკული გამოყენებების სიმრავლითაც. არც თუ ისე 

ადვილია დავასახელოთ თეორიული თუ გამოყენებითი მეცნიერებების ისეთი დარგი, 

რომელიც ამა თუ იმ ფორმით არ იყენებს ალბათობის თეორიას. ის, რომ ალბათობის 

თეორია ხასიათდება გამოყენებების სიმრავლით, ძირითადად განპირობებულია 

ალბათობის თეორიის ზღვარითი თეორემებით. წინამდებარე ნაშრომი ეხება ერთ-ერთ 

მათგანს, სახელდობრ დიდ რიცხვთა კანონს. 

ისტორიულად დიდ რიცხვთა კანონი პირველად აღმოაჩინა და დაამტკიცა 

გამოჩენილმა შვეიცარიელმა მათემატიკოსმა იაკობ ბერნულიმ. ეს შედეგი, რომელიც 

შემდგომში ცნობილი გახდა ბერნულის თეორემის სახელწოდებით, გამოქვეყნდა 1713 

წელს, ი. ბერნულის გარდაცვალებიდან 8 წლის შემდეგ. 

ცხადია, ფორმალურმა მათემატიკურმა თეორიამ შეიძლება არც არასდროს 

მიმართოს რეალურ ცხოვრებას, მაგრამ ის აუცილებლად უნდა შეიცავდეს იმ მოვლენის 

თეორიულ მოდელს, რომლის ახსნასაც ცდილობს. ასე მაგალითად, ალბათობაზე ჩვენი 

ინტუიციური წარმოდგენა დამყარებულია შემდეგ მოსაზრებაზე. თუ 𝑛 ერთნაირ ცდათა 

მიმდევრობაში 𝐴  ხდომილება მოხდა 𝑛𝐴 -ჯერ და თუ 𝑛  ძალიან დიდი რიცხვია, მაშინ 

შეფარდება 𝑛𝐴 𝑛⁄  ახლოს უნდა იყოს 𝐴  ხდომილების 𝑝  ალბათობასთან. რა თქმა უნდა 

სასურველია, რომ ალბათობის თეორიის ჩარჩოებში ეს, გარკვეულწილად არამკაფიო 

მოსაზრება, ვაქციოთ ზუსტ მათემატიკურ თეორემად. სწორედ ამ როლს ასრულებს 

ბერნულის თეორემა - ალბათობის თეორიის ისტორიულად პირველი ზღვარითი 

თეორემა. 

ერთი საუკუნის შემდეგ, 1837 წელს, სიმეონ პუასონმა დაამტკიცა ანალოგიური 

თეორემა უფრო ზოგად პირობებში. აღსანიშნავია, რომ ტერმინი „დიდ რიცხვთა კანონი“ 

სამეცნიერო ლიტერატურაში პირველად შემოიტანა და დაამკვიდრა პუასონმა. 
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1867 წელს ნაშრომში „საშუალო მნიშვნელობების შესახებ“ გამოჩენილი რუსი 

მათემატიკოსის პაფნუტი ჩებიშევის მიერ შემოთავაზებული და განვითარებული იქნა 

კვლევის მარტივი მეთოდი, რომელიც ძალიან ეფექტური გამოდგა სტოქასტურ 

ანალიზში. ბერნული და პუასონი განიხილავდნენ მხოლოდ ხდომილებებს და მათ 

ალბათობებს, ჩებიშევმა კი პირველმა მიაქცია ყურადღება შემთხვევით სიდიდეებს. 

შედეგი, რომელიც მან მიიღო, ცნობილია, როგორც დიდ რიცხვთა კანონი ჩებიშევის 

ფორმით. 

თუ ჩებიშევის მეთოდი არსებითად იყენებს დისპერსიის არსებობას, XX საუკუნის 

20-იანი წლების მიწურულს ცნობილმა რუსმა მათემატიკოსმა ალექსანდრე ხინჩინმა 

დაამტკიცა დიდ რიცხვთა კანონი დამოუკიდებელი ერთნაირად განაწილებული 

შემთხვევითი სიდიდეებისათვის, რომელთათვისაც მოითხოვა მხოლოდ პირველი 

მომენტის (მათემატიკური მოლოდინის) არსებობა. 

ყველა ზემოთ ჩამოთვლილი შედეგი წარმოადგენს დიდ რიცხვთა ეგრეთ 

წოდებული სუსტი კანონის სხვადასხვა ფორმას. დიდ რიცხვთა სუსტი კანონიდან 

გამომდინარეობს, რომ ყოველი, საკმარისად დიდი 𝑛-სათვის შემთხვევით სიდიდეთა 

ჯამსა და მის მათემატიკურ მოლოდინს შორის სხვაობა |∑ 𝜉𝑖
𝑛
𝑖=1 − 𝐸(∑ 𝜉𝑖

𝑛
𝑖=1 )| 

მოსალოდნელია იყოს 𝑛-თან შედარებით მცირე. მაგრამ ეს, საზოგადოდ, არ ნიშნავს, რომ 

შეფარდება |∑ 𝜉𝑖
𝑛
𝑖=1 − 𝐸(∑ 𝜉𝑖

𝑛
𝑖=1 )| 𝑛⁄  არის მცირე ყველა 𝑛-სათვის. დიდ რიცხვთა სუსტი 

კანონი ამტკიცებს მხოლოდ იმას, რომ შეფარდება |∑ 𝜉𝑖
𝑛
𝑖=1 − 𝐸(∑ 𝜉𝑖

𝑛
𝑖=1 )| 𝑛⁄  დიდ მნიშვნე-

ლობებს ძალიან იშვიათად ღებულობს. სუსტი კანონისგან განსხვავებით ამ გარემოებას 

აზუსტებს დიდ რიცხვთა გაძლიერებული კანონი, რომელიც პირველად, ბერნულის 

სქემის კერძო შემთხვევაში, როცა 𝑝 = 1 2⁄ , ჩამოაყალიბა და დაამტკიცა გამოჩენილმა 

ფრანგმა მათემატიკოსმა ემილ ბორელმა 1909 წელს. ხოლო 1917 წელს ეს ფაქტი 

ნებისმიერი 𝑝-სათვის დაამტკიცა იტალიელმა მათემატიკოსმა ფრანჩესკო კანტელიმ და 

ის მოკლედ შეიძლება ასე ჩაიწეროს - 

𝑃 [ lim
𝑛→∞

𝑛𝐴
𝑛
= 𝑝] = 1. 
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სხვა სიტყვებით რომ ვთქვათ, თუ დიდ რიცხვთა სუსტი კანონი ამტკიცებს, რომ 

𝑛 -ის ზრდასთან ერთად შეფარდება |∑ 𝜉𝑖
𝑛
𝑖=1 − 𝐸(∑ 𝜉𝑖

𝑛
𝑖=1 )| 𝑛⁄  მიისწრაფვის 0-სკენ, დიდ 

რიცხვთა გაძლიერებული კანონი ამტკიცებს, რომ 𝑛-ის ზრდასთან ერთად შეფარდება 

|∑ 𝜉𝑖
𝑛
𝑖=1 − 𝐸(∑ 𝜉𝑖

𝑛
𝑖=1 )| 𝑛⁄  მიისწრაფვის ნულისაკენ ყოველ 𝜔 ∈ Ω ⧵ 𝐴  წერტილში, სადაც Ω 

არის ელემენტარულ ხდომილებათა სივრცე, რომელზედაც განსაზღვრულია ყველა 

მოცემული შემთხვევითი სიდიდე 𝜉𝑖 , ხოლო 𝐴  არის სიმრავლე, რომლის ალბათობა 

ნულის ტოლია. 

გასული საუკუნის მეორე ნახევრიდან დაიწყო ზღვარითი თეორემების შესწავლა 

უსასრულოგანზომილებიან სივრცეებში, რომლებმაც თავისი სპეციფიკა შეიტანა 

აღნიშნულ პრობლემატიკაში.  

დისერტაციაში განხილული საკითხები, ალბათობის თეორიისა და 

ფუნქციონალური ანალიზის თანაკვეთის პრობლემატიკას წარმოადგენს, ამრიგად, ის 

ეფუძნება ორივე დისციპლინის მეთოდების გამოყენებას შესაბამისი პრობლემების 

შესასწავლად. ფუნქციონალური ანალიზის მეთოდების გამოყენებამ მნიშვნელოვანი 

წვლილი შეიტანა ალბათობის თეორიის განვითარებაში, ხოლო ალბათობის თეორიის 

მეთოდებმა მნიშვნელოვნად გაამდიდრეს როგორც ფუნქციონალური ანალიზის 

ამოცანები, ისე მათი გადაწყვეტის მეთოდები. თანამედროვე მათემატიკის ამ ორი 

მიმართულების დაახლოების პირველი ნაბიჯი გადადგა ანდრეი კოლმოგოროვმა, 

რომელმაც 1935 წელს პირველად განიხილა ფურეს გარდაქმნის ზომის მახასიათებელი 

ფუნქციონალი ბანახის სივრცეში [13]. უსასრულოგანზომილებიან ბანახის სივრცეებში  

ალბათური ზომების სისტემატური შესწავლა დაიწყო 1950-იან წლებში ფრანგი 

მათემატიკოსების ნაშრომებში.  

1951 წელს მორის ფრეშემ შემოიღო გაუსის შემთხვევითი ელემენტის ცნება 

ბანახის სივრცეში [9]. შემდგომში გამოქვეყნდა ედიტ მურიეს [18] და რობერტ ფორტეს 

[8] ნაშრომები. ედიტ მურიემ ამ ნაშრომში პირველად შემოიღო სეპარაბელურ 

ჰილბერტის სივრცეში შემთხვევითი ელემენტის მათემატიკური მოლოდინის ცნება 

სალომონ ბოხნერის ინტეგრალის გამოყენებით. მანვე შემოიღო დისპერსიის ანალოგის 
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(კოვარიაციული ოპერატორის) ცნება, იმ პირობით, რომ შემთხვევითი ელემენტის 

ნორმის კვადრატის მათემატიკური მოლოდინი არსებობს. 

უსასრულოგანზომილებიან სივრცეებში ალბათური ზომების კვლევის შემდეგი 

ეტაპი დაკავშირებულია იური პროხოროვისა და ვიაჩესლავ საზონოვის ნაშრომებთან. 

1956 წელს პროხოროვმა [36] შემოიღო განაწილების ფუნქციების ლევის მანძილის 

ანალოგი ზომებისათვის მეტრიკულ სივრცეებში (ლევი-პროხოროვის მანძილი) და 

შეისწავლა ზომათა ოჯახების კომპაქტურობისა და კრებადობის პირობები ამ მეტრიკის 

მიმართ. 1958 წელს საზონოვმა [38] ჰილბერტის სივრცეში იპოვა ტოპოლოგია 

(საზონოვის ტოპოლოგია), რომლის მიმართაც სამართლიანია ბოხნერის თეორემის 

ანალოგი: ნორმირებული, დადებითად განსაზღვრული ფუნქციონალი წარმოადგენს 

ჰილბერტის სივრცეში რაიმე განაწილების მახასიათებელ ფუნქციონალს მაშინ და 

მხოლოდ მაშინ, როცა ის უწყვეტია საზონოვის ტოპოლოგიის მიმართ. 

ზოგად ბანახის სივრცეებში ალბათური განაწილებების თეორიის განვითარებაში 

1960-იან წლებში მნიშვნელოვანი წვლილი შეიტანა ნიკოლოზ ვახანიამ. კერძოდ, მან 

დასვა ამოცანა ბანახის სივრცეებში გაუსის ზომების აღწერის შესახებ და ის სრულად 

გადაწყვიტა 𝑙𝑝, 1 ≤ 𝑝 < ∞ სივრცეების შემთხვევაში [19,20]. გარდა ამისა, მან დაამტკიცა 

სეპარაბელურ ბანახის სივრცეში მნიშვნელობების მქონე გაუსის შემთხვევითი 

ელემენტის მათემატიკური მოლოდინის არსებობა [26], აგრეთვე დაამტკიცა 𝑙𝑝, 1 ≤ 𝑝 <

∞ სივრცეში მნიშვნელობების მქონე გაუსის შემთხვევითი ელემენტის ნებისმიერი რი-

გის ძლიერი მომენტის არსებობა. 

ზოგად ბანახის სივრცეებში სუსტი მეორე რიგის მქონე შემთხვევითი ელემენტე-

ბისთვის ვახანიამ შემოიღო კოვარიაციული ოპერატორის ცნება (ერთგანზომილებიან 

შემთხვევაში დისპერსიის ანალოგი), დასვა და შეისწავლა ამ ცნებასთან დაკავშირებული 

ძირითადი ამოცანები [23,24,25]. შემდგომში, კოვარიაციული ოპერატორის ცნება 

წარმატებით იქნა გამოყენებული ალბათური განაწილებების თეორიის სხვადასხვა 

ამოცანის გადასაჭრელად ზოგად წრფივ ტოპოლოგიურ (უსასრულოგანზომილებიან) 
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სივრცეებში. მათ შორის, კოვარიაციული ოპერატორის გამოყენება ბუნებრივ ფორმას 

ანიჭებს გაუსის ზომების აღწერის ამოცანებსა და ცენტრალურ ზღვარით თეორემას. 

აქვე დავძენთ, რომ ბანახის სივრცეში ძლიერი მეორე რიგის მქონე შემთხვევითი 

ელემენტებით წარმოქმნილი კვადრატული ფორმები გვხვდება მურიეს ნაშრომში [18], 

ხოლო კოვარიაციული ოპერატორის ცნება ჰილბერტის სივრცის შემთხვევაში პირველად 

გამოჩნდა ზემოთ ციტირებულ პროხოროვის სტატიაში [36]. გაუსის ზომების 

შემთხვევაში ბანახის სივრცეში, კოვარიაციული ოპერატორის კონსტრუქცია ფაქტობრი-

ვად წარმოდგენილია ლუსიენ ლე კამის ნაშრომში [34], სადაც აგრეთვე დასაბუთებულია 

აღნიშნული ოპერატორის კომპაქტურობა. გარდა ამისა, 1960-იან წლებში დამტკიცდა 

იტო-ნისიოს ცნობილი თეორემა [10], რომელიც წარმოადგენს მნიშვნელოვან ინსტრუ-

მენტს უსასრულოგანზომილებიან სივრცეებში შემთხვევითი მწკრივების შესწავლისა-

თვის. 

1970-იანი წლებიდან ალბათობის თეორიის მიმართულებით ვექტორულ 

სივრცეებში კვლევების გეოგრაფია მნიშვნელოვნად გაფართოვდა, წარმოიშვა ახალი 

ამოცანები და მიმართულებები, მიღებული იქნა მრავალი საინტერესო შედეგი. აქ 

მოვიყვანთ მხოლოდ იმ შედეგებს, რომლებიც უშუალოდ ჩვენი კვლევის თემას 

უკავშირდება. 

70-იან და შემდგომ წლებში მთელ მსოფლიოში ინტენსიურად მიმდინარეობდა 

მუშაობა კლასიკური ალბათობის თეორიის ამოცანების ზოგადად ბანახის (წრფივ 

ტოპოლოგიურ) სივრცეებში განზოგადებაზე. დამტკიცდა ნული-ერთის კანონები, 

ლევის და კოლმოგოროვის უტოლობები, ე.წ. შედარების თეორემები, ზღვარითი 

თეორემები და სხვა. კერძოდ, ამ მიმართულებით აღსანიშნავია შემდეგი მკვლევარების 

წვლილი: ვალერი ბულდიგინი, რიჩარდ დადლი, ჟან პიერ კახანი, სტანისლავ კვაპიენი, 

ვიადათხარ მანდრეკარი, მიშელ მარკუსი, ბერნარ მორე, დანიარ მუშტარი, ჟილ პიზიე, 

მიშელ ტალაგრანი, ვაჟა ტარიელაძე, ქსავიე ფერნიკი, იოაჰიმ ჰოფმან-იორგენსენი, 

სერგო ჩობანიანი, სიმონ შევე და სხვები. აღნიშნული სია არასრულია და შესაძლებელია 

მისი გაგრძელება. 
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როგორც ზემოთ იყო აღნიშნული, კლასიკურ შემთხვევაში დიდ რიცხვთა კანონის 

მიმართულებით მიღებული შედეგები ძირითადად ეხება დამოუკიდებელ ან 

არაკორელირებულ შემთხვევით სიდიდეებს და შედარებით მცირეა მიღებული 

შედეგები იმ შემთხვევაში, როცა შემთხვევით სიდიდეებს გააჩნიათ არანულოვანი 

კოვარიაციები. ამ მიმართულებით ერთ-ერთი პირველი ნაბიჯი გადადგა ხინჩინმა. მან 

დაამტკიცა დიდ რიცხვთა კანონი სუსტად კორელირებული შემთხვევითი სიდიდეების 

მიმდევრობებისათვის. წინამდებარე ნაშრომის ერთ-ერთ ძირითად მიზანს წარმოადგენს 

სწორედ ამ შედეგის განზოგადება უსასრულოგანზომილებიან სივრცეებში. 

ნაშრომი გარდა შესავალი ნაწილისა, შედგება ოთხი თავისაგან რომელთაგან 

პირველი ორი ეძღვნება უსასრულოგანზომილებიან სივრცეებში დიდ რიცხვთა კანონის 

შესასწავლად აუცილებელი ძირითადი ცნებებისა და დებულებების მიმოხილვას, მესამე 

თავში განხილულია კლასიკური ალბათობის თეორიის ის ძირითადი თეორემები, 

რომლებიც აუცილებელია ნაშრომში განხილული ამოცანების საკვლევად. შემდეგ 

შესწავლილია დიდ რიცხვთა კანონი სეპარაბელურ ჰილბერტის სივრცეში თავის ბოლოს 

კი განხილულია ერთი სრულყოფილად განშლადი მწკრივის არსებობის საკითხი. 

ხინჩინის თეორემის ჰილბერტის სივრცეში განზოგადების შემდეგ ბუნებრივად 

გაჩნდა კითხვა, უსასრულოგანზომილებიან სივრცეებში დიდ რიცხვთა გაძლიერებული 

კანონის მართებულობასთან დაკავშირებით. ნაშრომის მეოთხე თავში თავდაპირველად 

შესწავლილია დიდ რიცხვთა გაძლიერებული კანონის მართებულობის საკითხი 

უსასრულოგანზომილებიან სივრცეებში ხოლო შემდეგ დამტკიცებულია ზემოთ 

ნახსენები ხინჩინის თეორემის ანალოგი 𝑙𝑝, 1 ≤ 𝑝 < ∞ სივრცეებში. 
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თავი I 

𝝈-ალგებრები და ზომადი ასახვები მეტრიკულ სივრცეებში 

§1. ზომადი სივრცეები და ასახვები. 𝝈-ალგებრა 

 წყვილს (Ω,𝒜) ეწოდება ზომადი სივრცე, სადაც Ω არაცარიელი სიმრავლეა, ხოლო 

𝒜  არის მის ქვესიმრავლეთაგან შექმნილი რაიმე 𝜎-ალგებრა. 𝒜-ს ელემენტებს ეძახიან 

ზომად სიმრავლეებს Ω-ში. 

 ვთქვათ, (Ω,𝒜)  და (𝑋, ℬ)  ზომადი სივრცეებია. 𝜉: Ω → 𝑋  ასახვას ეწოდება (ℬ,𝒜) 

ზომადი, თუ ყოველი 𝐵 ∈ ℬ სიმრავლისთვის მისი სრული წინასახე 𝜉−1(𝐵) ეკუთვნის 𝒜-

ს. თუ კონტექსტიდან გასაგებია რომელ 𝜎-ალგებრებზეა ლაპარაკი, უბრალოდ ვიტყვით, 

რომ 𝜉 ზომადი ასახვაა. 

 როცა 𝑋  სიმრავლეზე განსაზღვრულია რაიმე სტრუქტურა (ალგებრული ან 

ტოპოლოგიური), მაშინ 𝑋 -ზე 𝜎 -ალგებრის მოცემისას ბუნებრივია ამ გარემოების 

გათვალისწინება. 

 ვთქვათ, 𝑋 ტოპოლოგიური (კერძოდ, მეტრიკული) სივრცეა. 𝑋 სივრცის ყველა ღია 

სიმრავლის მომცველ მინიმალურ 𝜎 -ალგებრას ბორელის 𝜎 -ალგებრა ეწოდება და 

აღინიშნება სიმბოლოთი ℬ(𝑋)-ით. 𝐵𝜖ℬ(𝑋) სიმრავლეს ეწოდება ბორელის სიმრავლე. 

 თუ 𝑋  სიმრავლეში განხილულია სხვადასხვა ტოპოლოგია, მაშინ ბორელის 𝜎 -

ალგებრა 𝑋 სივრცეში 𝜏 ტოპოლოგიის მიმართ აღინიშნება ℬ(𝑋, 𝜏) სიმბოლოთი.  

ითვლება, რომ რიცხვითი ღერძი 𝑅1, აგრეთვე სივრცეები 𝑅𝑛, 𝑛 > 1, აღჭურვილია 

ჩვეულებრივი (ევკლიდის) მეტრიკით. 

 თვლადი კლასით წარმოქმნილი 𝜎 -ალგებრის სიმძლავრე არ აღემატება 𝑐 -ს 

(კონტინუუმის) სიმძლავრეს. აქედან გამომდინარეობს, რომ თუ 𝑋  ჰაუსდორფის 

ტოპოლოგიური სივრცეა თვლადი ბაზით და კარდინალური რიცხვით 𝑐𝑎𝑟𝑑 𝑋 = 𝑐, მაშინ 
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𝑐𝑎𝑟𝑑 ℬ(𝑋) = 𝑐. კერძოდ, ეს სრულდება, თუ 𝑋 სეპარაბელური მეტრიკული სივრცეა და 

𝑐𝑎𝑟𝑑 𝑋 = 𝑐. ამრიგად, ამ შემთხვევებში არსებობს სიმრავლე, რომელიც ბორელის არ არის. 

 ვთქვათ 𝑋1  და 𝑋2  ტოპოლოგიური სივრცეებია. 𝜉: 𝑋1 → 𝑋2  ასახვას ეწოდება 

ბორელის (ან ბორელის აზრით ზომადი), თუ ის (ℬ(𝑋2), ℬ(𝑋1))  ზომადია. ადვილი 

დასანახია, რომ უწყვეტი ასახვა წარმოადგენს ბორელის ასახვას. 

 წინადადება 1.1. ვთქვათ, 𝑋  მეტრიკული სივრცეა, (Ω,𝒜)  - ზომადი სივრცე და 

𝜉𝑛: Ω → 𝑋, 𝑛 ∈ 𝑁 (ℬ(𝑋),𝒜) - ზომადი ასახვა. დავუშვათ, რომ 𝜉: Ω → 𝑋 ასახვა 𝜉𝑛 ასახვათა 

მიმდევრობის წერტილოვანი ზღვარია. მაშინ 𝜉 ზომადი ასახვაა. 

 დამტკიცება. ვთქვათ, 𝜚  არის 𝑋  სივრცის მეტრიკა და 𝐴 ⊂ 𝑋  არაცარიელი 

ქვესიმრავლეა. შემოვიღოთ აღნიშვნა 𝜚(𝑥, 𝐴) = inf {𝜚(𝑥, 𝑦): 𝑦 ∈ 𝐴}  (მანძილი 𝑥 ∈ 𝑋 

წერტილიდან 𝐴  სიმრავლემდე). 𝜉  ასახვის ზომადობის დასამტკიცებლად საკმარისია 

ვაჩვენოთ, რომ 𝜉−1(𝑈) ∈ 𝒜 ყოველი ღია 𝑈 ⊂ 𝑋 ქვესიმრავლისთვის. აღვნიშნოთ 𝑈𝑘 = {𝑥 ∈

𝑋: 𝜚(𝑥, 𝑈𝑐) > 𝑘−1}, 𝑘 ∈ 𝑁. მაშინ, ⋃ 𝑈𝑘
∞
𝑘=1 = 𝑈 და ადვილი დასანახია, რომ  

ξ-1(U)=⋃lim
𝑛

ξ𝑛
−1

∞

k=1

(𝑈𝑘). 

აქედან ცხადია, 𝜉−1(𝑈) ∈ 𝒜. 

როგორც ქვემოთ მოყვანილი მაგალითი გვიჩვენებს, დამტკიცებული წინადადება 

საზოგადოდ, არ არის სწორი ზოგადი ტოპოლოგიური 𝑋 სივრცის შემთხვევაში. 

მაგალითი (რ. დადლი). ვთქვათ Ω = [0,1] არის სივრცე ჩვეულებრივი მეტრიკით, 

𝑋  არის ყველა 𝑥: [0,1] → [0,1]  ფუნქციების სიმრავლე წერტილოვანი კრებადობის 

ტოპოლოგიით. ტიხონოვის თეორემის თანახმად, 𝑋  ჰაუსდორფის კომპაქტური 

ტოპოლოგიური სივრცეა. განვიხილოთ 𝜉𝑛: Ω → 𝑋 , 𝑛 ∈ 𝑁 , ასახვები, განსაზღვრული 

ტოლობით: 𝜉𝑛(𝜔)(𝑡) = max (1 − 𝑛|𝜔 − 𝑡|, 0) , 𝑡, 𝜔 ∈ [0,1].  ცხადია, 𝜉𝑛 , 𝑛 ∈ 𝑁 , ზომადი 

(უფრო მეტიც, უწყვეტი) ასახვაა. ადვილი დასანახია, რომ lim
𝑛
𝜉𝑛(𝜔) = 𝜉(𝜔), 𝜔 ∈ Ω, სადაც 

𝜉(𝜔)(𝑡) = 1, თუ 𝜔 = 𝑡, და 𝜉(𝜔)(𝑡) = 0, თუ 𝜔 ≠ 𝑡. ვაჩვენოთ, რომ 𝜉 ასახვა არაზომადია. 
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ცხადია, ყოველი 𝜔 ∈ Ω-სთვის 𝑈𝜔 = {𝑥 ∈ 𝑋: 𝑥(𝜔) > 0} არის 𝑋-ის ღია ქვესიმრავლე. ახლა 

ვთქვათ, 𝐴 ⊂ Ω არ არის ბორელის სიმრავლე და ვთქვათ, 𝑈 = ⋃ 𝑈𝜔𝜔∈𝐴 . ცხადია, 𝑈 არის 𝑋-

ის ღია ქვესიმრავლე, თუმცა ξ-1(𝑈) = 𝐴 და ამის გამო 𝜉 არაზომადია. 

 ამბობენ, რომ 𝑋  ტოპოლოგიური სივრცის 𝐵  სიმრავლეს გააჩნია ბერის თვისება, 

თუ არსებობს ისეთი ღია სიმრავლე 𝑈 ⊂ 𝑋 , რომ 𝐵 △ 𝑈  სიმრავლე პირველი 

კატეგორიისაა. (𝐵 △ 𝑈 -ით 𝐵 და 𝑈 სიმრავლეების სიმეტრიული სხვაობაა აღნიშნული -   

𝐵 △𝑈 = (𝐵 ∖ 𝑈) ∪ (𝑈 ∖ 𝐵)). 

 წინადადება 1.2. 𝑋  ტოპოლოგიური სივრცის ბერის თვისების მქონე ქვესიმრა-

ვლეთა კლასი ქმნის 𝜎-ალგებრას. ყოველ ბორელის სიმრავლეს გააჩნია ბერის თვისება. 

 დამტკიცება. ვთქვათ 𝐵𝑛 , 𝑛 ∈ 𝑁 , 𝑋 -ის ქვესიმრავლეებია, რომელთაც გააჩნიათ 

ბერის თვისება. ადვილი შესამოწმებელია, რომ სიმრავლეს ⋃ 𝐵𝑛
∞
𝑛=1  აგრეთვე გააჩნია 

ბერის თვისება. ცხადია, 𝐵 სიმრავლეს გააჩნია ბერის თვისება მაშინ და მხოლოდ მაშინ, 

როცა 𝐵 = 𝑈 △ 𝐼 , სადაც 𝑈  ღია სიმრავლეა, ხოლო 𝐼  - პირველი კატეგორიის სიმრავლე. 

ჩვენ გვაქვს 𝐵𝑐 = 𝑈𝑐 △ 𝐼, სადაც 𝐹 = 𝑈𝑐 ჩაკეტილი სიმრავლეა. ვთქვათ, 𝑉 სიმრავლე 𝐹-ის 

შიგა წერტილთა სიმრავლეა და 𝐽 = 𝐹 ∖ 𝑉. მაშინ 𝐽 სიმრავლე პირველი კატეგორიისაა და 

𝐹 = 𝑉 ∪ 𝐽 = 𝑉 △ 𝐽 ; აქედან 𝐵𝑐 = 𝐹 △ 𝐼 = (𝑉 △ 𝐽) △ 𝐼 = 𝑉 △ (𝐽 △ 𝐼). ამრიგად, თუ 𝐵-ს გაა-

ჩნია ბერის თვისება, მაშინ 𝐵𝑐-საც აგრეთვე გააჩნია ბერის თვისება. მაშასადამე, ბერის 

თვისების მქონე სიმრავლეთა კლასი ქმნის 𝜎-ალგებრას. რადგან ყოველ ღია სიმრავლეს 

გააჩნია ბერის თვისება, ამიტომ ბორელის ყოველ სიმრავლეს გააჩნია ბერის თვისება. 

 ხშირად ჩნდება ასახვათა ოჯახებით წარმოქმნილი 𝜎 -ალგებრების განხილვის 

აუცილებლობა. ვთქვათ, Γ არის 𝑋 სიმრავლეზე განსაზღვრული ასახვების რაიმე ოჯახი 

მნიშვნელობებით ზომად სივრცეებში (რომლებიც, საზოგადოდ, შესაძლოა იყვნენ გან-

სხვავებული სხვადასხვა ასახვებისთვის). განვიხილოთ ის მინიმალური 𝜎 -ალგებრა, 

რომლის მიმართაც ზომადია ყველა განხილული ასახვა. ეს 𝜎 -ალგებრა აღვნიშნოთ 

𝒞̂(𝑋, Γ) სიმბოლოთი. ადვილი შესამჩნევია, რომ თუ (Ω,𝒜) ზომადი სივრცეა, მაშინ 𝜉: Ω →

𝑋 ასახვა (𝒞̂(𝑋, Γ),𝒜) ზომადია მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როცა ყოველი ასახვისათვის  𝑓 ∈
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Γ ასახვა 𝑓 ∘ 𝜉 არის ზომადი. ჩვეულებრივ, Γ წარმოადგენს რიცხვით ფუნქციათა ოჯახს, 

რომლებიც განსაზღვრულია 𝑋-ზე ე.ი. Γ ⊂ 𝑅𝑋. 

 ვთქვათ, 𝑋  სიმრავლეა და Γ ⊂ 𝑅𝑋  რიცხვით ფუნქციათა რაიმე ოჯახია. 

ცილინდრული სიმრავლეები ანუ ცილინდები (𝑋, Γ) წყვილის მიმართ ეწოდება შემდეგი 

სახის სიმრავლეებს 

𝐶𝑓1,…,𝑓𝑛,𝐵 = {𝑥 ∈ 𝑋: (𝑓1(𝑥), … , 𝑓𝑛(𝑥)) ∈ 𝐵}, სადაც {𝑓1, … , 𝑓𝑛} ⊂ Γ, 𝐵 ∈ ℬ(𝑅𝑛), 𝑛 ∈ 𝑁. 

𝐵  სიმრავლეს ეწოდება ცილინდრის ფუძე, ხოლო 𝑓1, … , 𝑓𝑛  არის მისი მსახველი. 

ყველა ცილინდრთა სიმრავლე აღინიშნება 𝒞(𝑋, Γ)  სიმბოლოთი. ადვილი შესამჩნევია, 

რომ 𝒞(𝑋, Γ) არის 𝑋-ის ქვესიმრავლეთა ალგებრა და ეს ალგებრა წარმოშობს 𝒞̂(𝑋, Γ) 𝜎-

ალგებრას. 𝒞(𝑋, Γ)  ალგებრას ეწოდება ცილინდრული ალგებრა, ხოლო მის მიერ 

წარმოქმნილ 𝒞̂(𝑋, Γ) 𝜎-ალგებრას - ცილინდრული 𝜎-ალგებრა. 

 ვთქვათ, 𝑋 ტოპოლოგიური სივრცეა. 𝐶(𝑋)-ით (შესაბამისად 𝐶𝑏(𝑋)-ით) აღვნიშნოთ 

𝑋-ზე განსაზღვრული უწყვეტი (შესაბამისად, უწყვეტი და შემოსაზღვრული) ნამდვილი 

ფუნქციების სიმრავლე. 𝑋 -ის ქვესიმრავლეებისაგან შედგენილ იმ მინიმალურ 𝜎 -

ალგებრას, რომლის მიმართაც ზომადია ყველა 𝑓 ∈ 𝐶(𝑋) ფუნქცია, ეწოდება 𝑋  სივრცის 

ბერის 𝜎-ალგებრა და აღინიშნება სიმბოლოთი ℬ0(𝑋). ადვილი შესამჩნევია, რომ ℬ0(𝑋) =

𝒞̂(𝑋, 𝐶𝑏(𝑋)) . თუ 𝑋 -ში მოცემულია სხვადასხვა ტოპოლოგიები, მაშინ ℬ0(𝑋, 𝜏) -ით 

აღინიშნება ბერის 𝜎-ალგებრა 𝜏 ტოპოლოგიის მიმართ. ცხადია, ყოველი 𝑋 ტოპოლოგი-

ური სივრცისთვის ადგილი აქვს ჩართვას ℬ0(𝑋) ⊂ ℬ(𝑋). 

წინადადება 1.3. ვთქვათ, 𝑋 მეტრიკული სივრცეა. 

ა) ყოველი ჩაკეტილი 𝐹 ⊂ X სიმრავლისთვის არსებობს ისეთი ფუნქცია 𝑓 ∈ 𝐶(𝑋), 

რომ 𝐹 = 𝑓−1({0}). 

ბ) ℬ0(𝑋) = ℬ(𝑋). 

 დამტკიცება. ა) 𝑓(𝑥)-ად შეგვიძლია ავიღოთ მანძილი 𝑥-დან 𝐹 სიმრავლემდე; 
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ბ) გამომდინარეობს ა)-დან. 

 შედეგი. ყოველ ტოპოლოგიურ X სივრცეში ℬ0(𝑋) 𝜎-ალგებრა წარმოიშობა შემდე-

გი სახის სიმრავლეებით: 𝑓−1({0}), 𝑓 ∈ 𝐶(𝑋). 

 დამტკიცება. საკმარისია ვაჩვენოთ, რომ ყოველი ჩაკეტილი 𝐸 ∈ 𝑅1  ქვესიმრა-

ვლისთვის და ყოველი 𝑔 ∈ 𝐶(𝑋)  ფუნქციისთვის მოიძებნება ისეთი 𝑓 ∈ 𝐶(𝑋) ფუნქცია, 

რომ 𝑔−1(𝐸) = 𝑓−1({0}). რიცხვითი ღერძის შემთხვევაში 1.3 ა) წინადადების გამოყენე-

ბით, ვიპოვით ისეთ ℎ ∈ 𝐶(𝑅1) ფუნქციას, რომ ℎ−1({0}) = 𝐸 . ახლა საკმარისია ავიღოთ 

𝑓(𝑥) = ℎ(𝑔(𝑥)), 𝑥 ∈ 𝑋. 

ვთქვათ, (𝑋𝑡, ℬ𝑡)𝑡∈Λ - ზომადი სივრცეების არაცარიელი ოჯახია. აღვნიშნოთ Π𝑋𝑡-

ით 𝑋𝑡 სივრცეების პირდაპირი ნამრავლი, 𝑡 ∈ Λ, და ვთქვათ, 𝜋𝑡 არის Π𝑋𝑡-ს პროექცია 𝑋𝑡-

ზე, ანუ 𝜋𝑡 ასახავს Π𝑋𝑡-ს 𝑋𝑡-ზე და ის განისაზღვრება ტოლობით 𝜋𝑡(𝑥) = 𝑥𝑡, 𝑥 ∈ Π𝑋𝑡, 𝑥𝑡 ∈

𝑋𝑡. სივრცეთა Π𝑋𝑡 ნამრავლის იმ მინიმალურ 𝜎-ალგებრას, რომლის მიმართაც ყველა 𝜋𝑡 

პროექცია ზომადია 𝑡 ∈ Λ , ეწოდება ℬ𝑡  𝜎 -ალგებრების ნამრავლი და აღინიშნება Πℬ𝑡 

სიმბოლოთი. ზომად (Π𝑋𝑡, Πℬ𝑡)  სივრცეს ეწოდება ზომადი (𝑋𝑡, ℬ𝑡)  სივრცეების ნამ-

რავლი. თუ (𝑋𝑡, ℬ𝑡) = (𝑋, ℬ) ყოველი 𝑡 ∈ Λ-სთვის, მაშინ (Π𝑋𝑡, Πℬ𝑡) აღნიშვნის ნაცვლად 

ხშირად გამოიყენება (𝑋Λ, ℬΛ) აღნიშვნა.  

𝜎-ალგებრა Πℬ𝑡 წარმოიქმნება ზომადი მართკუთხედებით, ანუ 𝐵 = Π𝐵𝑡 სახის 𝐵 ⊂

Π𝑋𝑡  ქვესიმრავლეებით, სადაც 𝐵𝑡 ∈ ℬ𝑡  და 𝐵𝑡 ≠ 𝑋𝑡  ინდექსთა 𝑡 ∈ Λ  მხოლოდ სასრული 

რაოდენობისათვის. 

ვთქვათ, (𝑋, ℬ), (𝑋𝑡, ℬ𝑡)𝑡∈Λ  - ზომადი სივრცეებია და 𝑓𝑡: 𝑋 → 𝑋𝑡 , 𝑡 ∈ Λ , - ზომადი 

ასახვებია. მაშინ, 𝑓(𝑥) = (𝑓𝑡(𝑥))𝑡∈Λ , 𝑥 ∈ 𝑋  ტოლობით განსაზღვრული 𝑓: 𝑋 → Π𝑋𝑡  ასახვა 

აგრეთვე ზომადია (𝜎-ალგებრების (Πℬ𝑡 , ℬ) წყვილის მიმართ). ეს უშუალოდ გამომდი-

ნარეობს Πℬ𝑡-ს განსაზღვრებიდან. 

ვთქვათ, 𝑋𝑡, 𝑡 ∈ Λ, ტოპოლოგიური სივრცეა. ვუპასუხოთ კითხვას, თუ რა დამოკი-

დებულებაა სივრცეთა ნამრავლის ბორელის ℬ(Π𝑋𝑡)  𝜎 -ალგებრასა და ბორელის 𝜎 -

ალგებრათა Πℬ(𝑋𝑡) ნამრავლს შორის. 
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წინადადება 1.4. ა) Πℬ(𝑋𝑡) ⊂ ℬ(Π𝑋𝑡). 

ბ) თუ Λ  სასრული ან თვლადი სიმრავლეა, ხოლო ყოველ 𝑋𝑡  სივრცეს გააჩნია 

თვლადი ბაზა, 𝑡 ∈ Λ (კერძოდ, თუ ყოველი 𝑡 ∈ Λ-თვის 𝑋𝑡  სეპარაბელური მეტრიკული 

სივრცეა), მაშინ ℬ(Π𝑋𝑡) = Πℬ(𝑋𝑡). 

დამტკიცება. ა) დებულების სამართლიანობა გამომდინარეობს Πℬ(𝑋𝑡)-ს განსაზღ-

ვრებიდან და იქიდან, რომ 𝜋𝑡: Π𝑋𝑡 → 𝑋𝑡, 𝑡 ∈ Λ, პროექციები უწყვეტი ასახვებია. 

ბ) ვთქვათ 𝔖𝑡  არის 𝑋𝑡  სივრცის თვლადი ღია ბაზა. განვიხილოთ 𝑈 = Π𝑈𝑡 

სიმრავლეთა ოჯახი, სადაც 𝑈𝑡 = 𝑋𝑡  ინდექსთა ყველა მნიშვნელობისათვის, გარდა, 

შესაძლოა, მათი სასრული რაოდენობისა. ხოლო, თუ 𝑈𝑡 ≠ 𝑋𝑡, მაშინ 𝑈𝑡 ∈ 𝔖𝑡. რადგან ეს 

ოჯახი წარმოადგენს Πℬ𝑡-ს ნაწილს და ქმნის Π𝑋𝑡  სივრცის თვლად ღია ბაზას, ამიტომ 

ℬ(Π𝑋𝑡) ⊂ Πℬ(𝑋𝑡). შებრუნებულ ჩართვას ადგილი აქვს ა)-ს თანახმად. 

 

§2. ალბათური ზომები, ალბათური სივრცე 

ბანახის სივრცე მეტრიკული სივრცის კერძო შემთხვევაა, ამიტომ მასზე 

ვრცელდება წინა პარაგრაფში მიღებული შედეგები. მეტრიკული სტრუქტურის გარდა 

ბანახის სივრცეს გააჩნია ალგებრული სტრუქტურაც. ჩვენ განვიხილავთ ამ სტრუქტუ-

რების კავშირს ზომად სტრუქტურებთან. 

ვთქვათ, 𝑋  ჯგუფია. ზომად (𝑋, ℬ)  სტრუქტურას ეწოდება ზომადი ჯგუფი, თუ 

ასახვები (𝑥, 𝑦) → 𝑥 + 𝑦 და 𝑥 → −𝑥 წარმოადგენენ ზომად ასახვებს, შესაბამისად, 𝜎-ალგე-

ბრათა (ℬ, ℬ × ℬ) და (ℬ, ℬ)  წყვილების მიმართ. 

ვთქვათ, 𝑋 ვექტორული სივრცეა. თუ საწინააღმდეგო არ იქნება ნათქვამი, ქვემოთ 

განვიხილავთ ნამდვილ ვექტორულ სივრცეს (ანუ ვექტორულ სივრცეს ნამდვილი 

სკალარების მიმართ). ვთქვათ, ℬ  არის  𝑋-ის ქვესიმრავლეთა რაიმე 𝜎 -ალგებრა. (𝑋, ℬ) 

წყვილს ეწოდება ზომადი ვექტორული სივრცე, თუ 



22 
 

ა) 𝑋 ზომადი ჯგუფია შეკრების ოპერაციის მიმართ. 

ბ) ასახვა (𝛼, 𝑥) → 𝛼𝑥 წარმოადგენს (ℬ, ℬ(𝑅1) × ℬ) ზომად ასახვას. 

ადვილი შესამჩნევია, რომ თუ (𝑋, ℬ) ზომადი ვექტორული სივრცეა, მაშინ ყოველი 

𝛼 ∈ 𝑅1 , 𝛼 ≠ 0 , რიცხვისათვის ჰომოთეტია 𝑥 → 𝛼𝑥  წარმოადგენს 𝑋 -ის ზომად ასახვას 

საკუთარ თავზე. 

დაუმტკიცებლად ჩამოვაყალიბოთ შემდეგი დებულება. 

წინადადება 1.5. ა) თუ 𝑋 მეტრიზებადი სეპარაბელური ტოპოლოგიური ჯგუფია, 

მაშინ (𝑋, ℬ(𝑋)) ზომადი ჯგუფია. 

ბ) თუ 𝑋  სეპარაბელური მეტრიზებადი ტოპოლოგიური ვექტორული სივრცეა, 

მაშინ (𝑋, ℬ(𝑋)) ზომადი ვექტორული სივრცეა.  

შემდეგი დებულება გვიჩვენებს, რომ წინადადება 1.5-ში სეპარაბელობის მო-

თხოვნა არსებითია. 

წინადადება 1.6. ა) თუ 𝑋 ტოპოლოგიური ჯგუფია, მაშინ, გადაადგილება 𝑥 → 𝑥 +

𝑎 , 𝑎 ∈ 𝑋 , და საწინააღმდეგო ნიშანზე გადასვლის ოპერაცია 𝑥 → −𝑥 , არის ბორელის 

აზრით ზომადი ასახვები; თუ 𝑋  ტოპოლოგიური ვექტორული სივრცეა, მაშინ 𝑥 → 𝛼𝑥 , 

𝛼 ∈ 𝑅1, 𝛼 ≠ 0, ჰომოთეტია ზომადია ბორელის აზრით. 

ბ) თუ 𝑋 ჰაუსდორფის ტოპოლოგიური ჯგუფია და 𝑐𝑎𝑟𝑑 𝑋 > 𝑐, მაშინ (𝑋, ℬ(𝑋)) არ 

არის ზომადი ჯგუფი. ამრიგად, თუ 𝑋  მეტრ იზებადი ტოპოლოგიური ვექტორული 

სივრცეა და 𝑐𝑎𝑟𝑑 𝑋 > 𝑐, მაშინ (𝑋, ℬ(𝑋)) არ არის ზომადი ვექტორული სივრცე. 

დამტკიცება. ა) გამომდინარეობს იქიდან, რომ ღია სიმრავლეთა ოჯახი ინვარი-

ანტულია მითითებული ოპერაციების მიმართ. 

ბ) განვიხილოთ 𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑥 − 𝑦  ტოლობით განსაზღვრული 𝑓: 𝑋 × 𝑋 → 𝑋  ასახვა. 

([27] გვ.18 ლემა 1.1-ის) შედეგის თანახმად, 𝑓−1({0}) = ∆𝑋∉ ℬ(𝑋) × ℬ(𝑋).  
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შენიშვნა. ბ)-დან გამომდინარეობს, რომ არსებობს არაზომადი კომპაქტური ჯგუ-

ფები. 

წინადადება 1.7. ვთქვათ, 𝑋  ვექტორული სივრცეა, Γ  კი - 𝑋 -ზე განსაზღვრული 

წრფივი ფუნქციონალების რაიმე არაცარიელი სიმრავლეა. მაშინ (𝑋, 𝒞̂(𝑋, Γ))  ზომადი 

ვექტორული სივრცეა. 

ეს წინადადება არის უშუალო შედეგი იმისა, რომ (𝑅1, ℬ(𝑅1))  არის ზომადი 

ვექტორული სივრცე. 

ვთქვათ, 𝑋 ნორმირებული სივრცეა ‖∙‖ ნორმით. 𝑋∗-ით აღვნიშნოთ 𝑋 სივრცის შე-

უღლებული სივრცე, ანუ ყველა უწყვეტ წრფივ ფუნქციონალთა სიმრავლე, რომელიც 

განსაზღვრულია 𝑋-ზე. 𝑋∗-ს გააჩნია ვექტორული სივრცის სტრუქტურა და მისი ნორმა 

განისაზღვრება ტოლობით: ‖𝑥∗‖ = sup {|𝑥∗(𝑥)|: 𝑥 ∈ 𝑋, ‖𝑥‖ = 1}, 𝑥∗ ∈ 𝑋∗ ; აქ 𝑥∗(𝑥) არის 𝑥∗ 

წრფივი ფუნქციონალის მნიშვნელობა 𝑥  ელემენტზე. მას ჩვენ ხშირად ასეც ჩავწერთ 

〈𝑥, 𝑥∗〉. 

𝑋  სივრცეს ჩვენ გავაიგივებთ მისი ბუნებრივ სახესთან 𝑋∗∗ -ში. 𝑋  სივრცის 

ერთეულოვან ბურთს {𝑥 ∈ 𝑋: ‖𝑥‖ ≤ 1} აღვნიშნავთ 𝐵𝑋-ით. 

𝒞̂(𝑋, 𝑋∗) 𝜎-ალგებრას, ანუ 𝑋-ის ქვესიმრავლეებისაგან შედგენილ იმ მინიმალურ 𝜎-

ალგებრას, რომლის მიმართაც ზომადია ყველა 𝑥∗ ∈ 𝑋∗ ფუნქციონალი, ვუწოდებთ 𝑋 სი-

ვრცის ცილინდრულ 𝜎-ალგებრას. წერის სიმოკლისთვის ამ 𝜎-ალგებრას ხშირად 𝒞̂(𝑋)-

ით აღვნიშნავთ. ცხადია, რომ 𝒞̂(𝑋) ⊂ ℬ(𝑋). 

შეუღლებულ 𝑋∗  სივრცეში, 𝒞̂(𝑋∗) = 𝒞̂(𝑋∗, 𝑋∗∗)  და ℬ(𝑋∗)  𝜎 -ალგებრებთან ერთად 

განიხილება 𝜎-ალგებრა 𝒞̂(𝑋∗, 𝑋). ცხადია, 𝒞̂(𝑋∗, 𝑋) ⊂ 𝒞̂(𝑋∗) ⊂ ℬ(𝑋∗). ქვემოთ ჩვენ დავრ-

წმუნდებით, რომ ეს ჩართვები შეიძლება იყოს მკაცრი. შემდეგი თეორემა 

ჩამოვაყალიბოთ დაუმტკიცებლად. 
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თეორემა 1.1. ვთქვათ, 𝑋  ბანახის სეპარაბელური სივრცეა, Γ ⊂ 𝑋∗  რაიმე ქვესიმ-

რავლეა, რომელიც განაცალებს 𝑋 -ის წერტილებს. მაშინ 𝒞̂(𝑋, Γ) = ℬ(𝑋)  და კერძოდ, 

𝒞̂(𝑋) = ℬ(𝑋). 

თეორემა 1.1-ის კერძო შემთხვევა - ბორელის და ცილინდრული 𝜎-ალგებრების 

დამთხვევის დამტკიცება - შეიძლება უფრო ზოგად სიტუაციაში. 

თეორემა 1.2 (ე. მურიე).  

ა) თუ 𝑋 სეპარაბელური ნორმირებული სივრცეა, მაშინ 𝒞̂(𝑋) = ℬ(𝑋). 

ბ) თუ 𝑋∗ სეპარაბელური სივრცეა, მაშინ 𝒞̂(𝑋∗, 𝑋) = 𝒞̂(𝑋∗) = ℬ(𝑋∗). 

დამტკიცება. ა) თავიდან ვაჩვენოთ, რომ 𝐵𝑋 ∈ 𝒞̂(𝑋). ვთქვათ, (𝑥𝑛) ყველგან მკვრივი 

მიმდევრობაა 𝑋-ში. ჰანი-ბანახის ცნობილი თეორემის თანახმად,  𝑋∗-ში  არსებობს ისეთი 

(𝑥𝑛
∗)  მიმდევრობა, რომ ‖𝑥𝑛

∗‖ = 1  და 〈𝑥𝑛, 𝑥𝑛
∗〉 = ‖𝑥𝑛‖ , 𝑛 ∈ 𝑁 . ადვილი შესამჩნევია, რომ 

ყოველი 𝑥 ∈ 𝑋-თვის ‖𝑥‖ = sup
𝑛
|〈𝑥, 𝑥𝑛

∗〉|. აქედან ვღებულობთ, რომ 

𝐵𝑋 = ⋃ {𝑥 ∈ 𝑋: |〈𝑥, 𝑥𝑛
∗〉| ≤ 1}∞

𝑛=1 ∈ 𝒞̂(𝑋). 

რადგან (𝑋, 𝒞̂(𝑋)) ზომადი ვექტორული სივრცეა, ამიტომ ყველა ბურთი ეკუთვნის 

𝒞̂(𝑋)-ს. აქედან და 𝑋-ის სეპარაბელურობიდან გამომდინარეობს, რომ ℬ(𝑋) ⊂ 𝒞̂(𝑋). 

ბ) დამტკიცება ანალოგიურია, თუ გავითვალისწინებთ, რომ 𝑋  არის 𝑋∗ -ის 

მანორმირებელი სიმრავლე. შევნიშნოთ, რომ ბ) ასევე არის თეორემა 1.1-ის კერძო 

შემთხვევა. 

წინადადება 1.8. ვთქვათ, 𝑋  ბანახის რეფლექსური (არა აუცილებლად სეპარაბე-

ლური) სივრცეა და Γ ⊂ 𝑋∗  - ფუნქციონალების რაიმე განმაცალებელი ოჯახია. მაშინ, 

𝒞̂(𝑋, Γ) = 𝒞̂(𝑋). 

დამტკიცება. ვთქვათ, 𝐸  არის ყველა იმ 𝑥∗ ∈ 𝑋∗ -ების სიმრავლე, რომლებიც 

ზომადია 𝒞̂(𝑋, Γ)  𝜎 -ალგებრის მიმართ. მაშინ 𝐸  წარმოადგენს 𝑋∗  ბანახის სივრცის 

ჩაკეტილ ქვესივრცეს, რომელიც შეიცავს Γ-ს. ვაჩვენოთ, რომ 𝐸 = 𝑋∗. დავუშვათ 𝐸 ≠ 𝑋∗. 
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მაშინ ჰანი-ბანახის თეორემის თანახმად არსებობს ისეთი ელემენტი 𝑥 ∈ 𝑋, 𝑥 ≠ 0, რომ 

〈𝑥, 𝑥∗〉 = 0  ყოველი 𝑥∗ ∈ 𝐸 -სთვის. კერძოდ 〈𝑥, 𝑥∗〉 = 0  ყოველი 𝑥∗ ∈ Γ -სათვის, რაც 

შეუძლებელია, რადგან Γ განაცალებს 𝑋-ის წერტილებს. 

შენიშვნა. ([27] გვ. 16 წინადადება 1.5)-დან გამომდინარეობს, რომ თეორემა 1.1-ში 

და წინადადება 1.8-ში Γ -ს თვისება - განაცალოს 𝑋 -ის წერტილები, აუცილებელია. 

საზოგადოდ, არარეფლექსური 𝑋-ისთვის წინადადება 1.8 არ არის სწორი. 

წინადადება 1.9. ვთქვათ, 𝑋, 𝑌 ნორმირებული სივრცეებია. ადგილი აქვს შემდეგ 

დებულებებს. 

ა) 𝒞̂(𝑋 × 𝑌) = 𝒞̂(𝑋) × 𝒞̂(𝑌). 

ბ) თუ 𝑐𝑎𝑟𝑑 𝑋 > 𝑐, მაშინ  (𝑋, ℬ(𝑋)) არ არის ზომადი ვექტორული სივრცე. 

დამტკიცება. ა) დებულება გამომდინარეობს იქიდან, რომ 𝑋 × 𝑌  ნორმირებული 

სივრცის შეუღლებული არის 𝑋∗ × 𝑌∗. ხოლო დებულება ბ) კი არის წინადადება 1.6 ბ)-ს  

კერძო შემთხვევა. 

ვთქვათ, 𝑋 ტოპოლოგიური სივრცეა. ბორელის ℬ(𝑋) 𝜎-ალგებრაზე განსაზღვრულ 

𝜇  ზომას ეწოდება ბორელის ზომა. ბორელის 𝜇  ზომას ეწოდება რეგულარული, თუ 

ყოველი 𝐵 ∈ ℬ(𝑋)-სათვის 

𝜇(𝐵) = sup  {𝜇(𝐹): 𝐹 ⊂ 𝐵 , 𝐹 − ჩაკეტილია}. 

ცნობილია, რომ თუ 𝑋 მეტრიკული სივრცეა, მაშინ ყოველი სასრული ბორელის ზომა 

რეგულარულია. 

ჰაუსდორფის ტოპოლოგიურ 𝑋  სივრცეში ბორელის სასრულ 𝜇  ზომას ეწოდება 

რადონის, თუ ყოველი 𝐵 ∈ ℬ(𝑋)-სათვის 

𝜇(𝐵) = sup{𝜇(𝐾): 𝐾 ⊂ 𝐵,  𝐾 − კომპაქტია}.                                                                   (1.1) 
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ბორელის სასრულ 𝜇  ზომას ეწოდება მკვრივი, თუ (1.1) შესრულებულია 𝐵 = 𝑋-

სათვის. ცხადია, ყოველი რადონის ზომა რეგულარული და მკვრივია; შებრუნებული 

აგრეთვე სწორია. მაგრამ, ყოველი მკვრივი ზომა არ არის რადონის ზომა. 

თეორემა 1.3 (ს. ულამი). ა) ვთქვათ, 𝜇 ბორელის ალბათური ზომაა 𝑋 სეპარაბელურ 

მეტრიკულ სივრცეში. მაშინ ყოველი 𝜀 > 0-სთვის არსებობს ისეთი ჩაკეტილი სავსებით 

შემოსაზღვრული სიმრავლე 𝐶𝜀 ⊂ 𝑋, რომ 𝜇(𝐶𝜀) > 1 − 𝜀. 

ბ) პოლონურ 𝑋 სივრცეში ყოველი ბორელის ალბათური 𝜇 ზომა რადონისაა. 

დამტკიცება. ა). ვთქვათ, (𝑥𝑛) ყველგან მკვრივი მიმდევრობაა 𝑋-ში და ვთქვათ, 𝜌 

არის 𝑋  სივრცის მეტრიკა. შემოვიღოთ აღნიშვნა 𝐶𝑛,𝑘 = {𝑥 ∈ 𝑋: 𝜌(𝑥, 𝑥𝑘) ≤ 1 𝑛⁄ } , 𝑛, 𝑘 ∈ 𝑁 . 

მაშინ ყოველი 𝑛 ∈ 𝑁 -სათვის ⋃ 𝐶𝑛,𝑘
∞
𝑘=1 = 𝑋 . ამიტომ, ყოველი 𝜀 > 0 -სთვის არსებობს 

ისეთი 𝑘𝑛𝜀 ∈ 𝑁 , რომ 𝜇(⋃ 𝐶𝑛,𝑖
𝑘𝑛𝜀
𝑖=1 ) > 1 − 𝜀 2𝑛⁄ . აქედან გამომდინარეობს, რომ ჩაკეტილი 

სავსებით შემოსაზღვრული 𝐶𝜀 = ⋂ (⋃ 𝐶𝑛,𝑖
𝑘𝑛𝜀
𝑖=1 )∞

𝑛=1  სიმრავლისათვის შესრულებულია 

უტოლობა 1 − 𝜇(𝐶𝜀) < 𝜀. 

ბ). მოცემული თეორემის ა) დებულებიდან გამომდინარეობს, რომ ბორელის 

ყოველი ალბათური ზომა 𝑋 პოლონურ სივრცეში მკვრივია და მაშასადამე, რადონისაა 

(რადგანაც ბორელის ზომა მეტრიკულ სივრცეში რეგულარულია). 

შედეგი. ბორელის ალბათური ზომა სრულ მეტრიკულ 𝑋  სივრცეში რადონისაა 

მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როდესაც არსებობს ისეთი სეპარაბელური ქვესიმრავლე 𝑌 ∈

ℬ(𝑋), რომ 𝜇(𝑌) = 1. 

(Ω,𝒜, 𝑃) სამეულს, სადაც Ω არაცარიელი სიმრავლეა, 𝒜 - მასზე მოჭიმული რაიმე 

𝜎-ალგებრა, 𝑃 - კი 𝒜-ზე მოცემული ალბათური ზომა, ეწოდება ალბათური სივრცე. 𝒜 𝜎-

ალგებრის ელემენტებს ეწოდებათ ხდომილებები. თუ 𝐴 ∈ 𝒜 -ს, მაშინ 𝑃(𝐴)  რიცხვს 

ეწოდება 𝐴  ხდომილების ალბათობა. თუ Ω -ს ელემენტებისთვის რაიმე დებულება 

სრულდება 𝑃-თითქმის ყველგან (ანუ Ω-ს ყველა იმ ელემენტებისათვის, რომელთა 𝑃-

ალბათობა ერთის ტოლია), მაშინ ამბობენ, რომ ეს დებულება სრულდება თითქმის 

უეჭველად (თ.უ.). 
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(Ω,𝒜, 𝑃) ალბათურ სივრცეს ეწოდება სრული, თუ პირობებიდან 𝐴 ∈ 𝒜 და 𝑃(𝐴) =

0  გამომდინარეობს, რომ 𝐴 -ს ყოველი ქვესიმრავლე ასევე ეკუთვნის 𝒜 -ს. ყოველი 

(არასრული) ალბათური სივრცე ადვილად შეიძლება გასრულდეს. 

(Ω,𝒜, 𝑃) ალბათურ სივრცეს ეწოდება სეპარაბელური, თუ 𝜎-ალგებრა 𝒜  სეპარა-

ბელურია შემდეგი ფსევდომეტრიკის მიმართ: 𝜌(𝐴, 𝐵) = 𝑃(𝐴 △ 𝐵), 𝐴, 𝐵 ∈ 𝒜. თუ 𝜎-ალგე-

ბრა 𝒜 წარმოიშობა თავისი რაიმე თვლადი ქვეკლასით, მაშინ (Ω,𝒜, 𝑃) - სეპარაბელური 

ალბათური სივრცეა. სამართლიანია შებრუნებული დებულებაც: თუ (Ω,𝒜, 𝑃) - სეპარა-

ბელურია, მაშინ თვლადად წარმოქმნილია 𝑃 მოდულით, ე.ი. არსებობს ისეთი თვლა-

დად წარმოქმნილი 𝜎-ალგებრა ℱ ⊂ 𝒜, რომ 𝒜 = {𝐴 △ 𝐵: 𝐴 ∈ ℱ, 𝐵 ∈ 𝒜 და 𝑃(𝐵) = 0}. 

(Ω,𝒜, 𝑃)  ალბათურ სივრცეს ეწოდება სრულყოფილი, თუ ყოველი (ℬ(𝑅1),𝒜)  - 

ზომადი 𝑓: Ω → 𝑅1 ფუნქციისთვის მოიძებნება ისეთი ქვესიმრავლე 𝐵 ⊂ 𝑓(Ω), 𝐵 ∈ ℬ(𝑅1), 

რომ 𝑃(𝑓−1(𝐵)) = 1. 

 

§3. შემთხვევითი ელემენტები. შემთხვევით ელემენტთა მიმდევრობის 

კრებადობა. მათემატიკური მოლოდინი 

ვთქვათ, (Ω,𝒜, 𝑃)  ალბათური სივრცეა და (𝑋, ℬ)  - ზომადი სივრცეა. 𝜉: Ω → 𝑋 

ზომად ასახვას ეწოდება შემთხვევითი ელემენტი მნიშვნელობებით (𝑋, ℬ)-ში. 

შემდგომში, თუ არ იქნება საწინააღმდეგო ნათქვამი, ჩვენ განვიხილავთ რაიმე 

ფიქსირებულ „ძირითად“ (Ω,𝒜, 𝑃) ალბათური სივრცეს და ყოველთვის არ აღვნიშნავთ, 

რომ განხილული შემთხვევითი ელემენტები განსაზღვრულია მასზე. ამასთან, ამ ალბა-

თური სივრცის ბუნებას, როგორც წესი,  არა აქვს არავითარი მნიშვნელობა. 

(𝑅1, ℬ(𝑅1))-ში მნიშვნელობების მქონე შემთხვევით ელემენტს ეწოდება შემთხვე-

ვითი სიდიდე, ხოლო შემთხვევით ელემენტს მნიშვნელობებით (𝑅𝑛, ℬ(𝑅𝑛))-ში, 𝑛 > 1, 

ეწოდება (𝑛-განზომილებიანი) შემთხვევითი ვექტორი. 
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თუ 𝑋  ტოპოლოგიური სივრცეა, მაშინ შემთხვევით ელემენტს (𝑋, ℬ(𝑋))-ში ეწო-

დება ბორელის შემთხვევითი ელემენტი მნიშვნელობებით 𝑋-ში. 

ვთქვათ, 𝑋  ნორმირებული სივრცეა. თუ 𝜉  შემთხვევითი ელემენტია (𝑋, 𝒞̂(𝑋))-ში 

(𝒞̂(𝑋) - ცილინდრული 𝜎-ალგებრაა 𝑋-ში), მაშინ ამბობენ, რომ 𝜉 შემთხვევითი ელემენ-

ტია მნიშვნელობებით 𝑋-ში. ასახვა 𝜉: Ω → 𝑋 წარმოადგენს შემთხვევით ელემენტს 𝑋-ში 

მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როცა ყოველი 𝑥∗ ∈ 𝑋∗ -სათვის ფუნქცია 〈𝜉, 𝑥∗〉  წარმოადგენს 

შემთხვევით სიდიდეს. ცხადია, რომ თუ 𝜉  ბორელის შემთხვევითი ელემენტია 𝑋 -ში, 

მაშინ 𝜉 შემთხვევითი ელემენტია 𝑋-ში. შებრუნებული არ არის სამართლიანი (იხ. [27] 

წინადადება 1.2.9). 

შემთხვევით ელემენტს (𝑋∗, 𝒞̂(𝑋∗, 𝑋))-ში ეწოდება ∗-შემთხვევითი ელემენტი 𝑋∗ -

ში. ცხადია, რომ ყოველი შემთხვევითი ელემენტი 𝑋∗-ში (მით უმეტეს ყოველი ბორელის 

შემთხვევითი ელემენტი 𝑋∗-ში), წარმოადგენს ∗-შემთხვევით ელემენტს 𝑋∗-ში. შებრუ-

ნებული დებულება, საზოგადოდ,  სწორი არ არის. შევნიშნოთ, რომ ყოველი შემთხვე-

ვითი ელემენტი 𝑋 -ში შეიძლება განიხილებოდეს როგორც ∗-შემთხვევითი ელემენტი 

𝑋∗∗-ში. 

ვთქვათ, 𝑋 მეტრიკული სივრცეა. 𝜉: Ω → 𝑋 ასახვას ეწოდება სეპარაბელურ მნიშვნე-

ლობებიანი, თუ 𝜉(Ω)  არის 𝑋 -ის სეპარაბელური ქვესიმრავლე. 𝜉  ასახვას ეწოდება 

თითქმის სეპარაბელურ მნიშვნელობებიანი, თუ არსებობს ისეთი Ω0 ∈ 𝒜, რომ 𝑃(Ω0) = 1 

და 𝜉(Ω0) არის 𝑋-ის სეპარაბელური ქვესიმრავლე. 

თეორემა 1.2-დან გამომდინარეობს, რომ ყოველი სეპარაბელურ მნიშვნელობები-

ანი შემთხვევითი ელემენტი ნორმირებულ სივრცეში არის ბორელის. ბანახის სივრცის 

შემთხვევაში ადგილი აქვს შემდეგ დებულებას (მისი სამართლიანობა გამომდინარეობს 

თეორემა 1.1-დან). 

თეორემა 1.4. ვთქვათ, 𝑋 ბანახის სივრცეა. სეპარაბელურ მნიშვნელობებიანი 𝜉: Ω →

𝑋 ასახვისთვის შემდეგი დებულებები ეკვივალენტურია: 

ა) 𝜉 ბორელის შემთხვევითი ელემენტია; 
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ბ) 𝜉 შემთხვევითი ელემენტია; 

გ) ნებისმიერი განცალებადი Γ ⊂ 𝑋∗ ქვესიმრავლისთვის ფუნქციები 〈𝜉, 𝑥∗〉, 𝑥∗ ∈ Γ, 

წარმოადგენენ შემთხვევით სიდიდეებს. 

შედეგი. ვთქვათ, 𝑋  ნორმირებული სივრცეა. ყოველი სეპარაბელურ 

მნიშვნელობებიანი ∗ -შემთხვევითი ელემენტი მნიშვნელობებით 𝑋∗ -ში წარმოადგენს 

ბორელის შემთხვევით ელემენტს. 

(𝑋, ℬ)  ზომად სივრცეში მნიშვნელობების მქონე 𝜉  შემთხევითი ელემენტის 𝑃𝜉 

განაწილება (ალბათური განაწილება, განაწილების კანონი) ეწოდება 𝑃  ზომის სახეს 

𝜉: Ω → 𝑋  ასახვისთვის. სხვა სიტყვებით, 𝑃𝜉  ალბათური ზომაა ℬ -ზე, განსაზღვრული 

შემდეგი ტოლობით 

𝑃𝜉(𝐵) = 𝑃(𝜉
−1(𝐵)),         𝐵 ∈ ℬ. 

𝜉−1(𝐵)  სიმრავლისთვის ჩვენ გამოვიყენებთ ალბათობის თეორიაში მიღებულ 

აღნიშვნას 𝜉−1(𝐵) ≡ [𝜉 ∈ 𝐵]. 

ალბათობის თეორია ძირითადად შეისწავლის შემთხვევითი ელემენტების იმ 

თვისებებს, რომლებიც გამოითქმება მათი განაწილებების ტერმინებში. ამიტომ, 

შემთხვევითი ელემენტების შესახებ  დებულებები ხშირად გამოითქმება მათი განაწილე-

ბების ტერმინებში. 

ყოველი ალბათური 𝜇 ზომა, მოცემული რაიმე ზომად (𝑋, ℬ) სივრცეზე, შეიძლება 

აღვიქვათ როგორც რაიმე შემთხვევითი ელემენტის განაწილება (მაგალითად, (𝑋, ℬ, 𝜇) 

ალბათურ სივრცეზე განსაზღვრულ შემთხვევით ელემენტად შეგვიძლია განვიხილოთ 

𝑋 -ის თავის თავში იგივური ასახვა). ამ მიზეზის გამო ალბათურ ზომებს ალბათურ 

განაწილებებსაც უწოდებენ. 

აღნიშნულიდან გამომდინარეობს, რომ მოცემულ ალბათურ სივრცეზე შეიძლება 

არ არსებობდეს შემთხვევითი ელემენტი, რომლის განაწილებაც ემთხვევა მოცემულ 

ზომას. მაგრამ, თუ (Ω,𝒜, 𝑃) არის [0,1] სეგმენტი, მასზე მოჭიმული ბორელის 𝜎-ალგე-
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ბრით და მასზე განსაზღვრული ლებეგის ზომით, ხოლო 𝑋  პოლონური (სრული, 

მეტრიზებადი) სივრცეა ბორელის 𝜎-ალგებრით, მაშინ, ასეთი შემთხვევითი ელემენტი 

ყოველთვის არსებობს. 

ვთქვათ, 𝜉 შემთხვევითი ელემენტია ნორმირებულ 𝑋 სივრცეში. მისი განაწილება 

𝑃𝜉 წარმოადგენს ალბათურ ზომას ცილინდრულ 𝒞̂(𝑋) 𝜎-ალგებრაზე. თუ 𝜉 შემთხვევითი 

ელემენტი სეპარაბელურ მნიშვნელობებიანია, მაშინ ის წარმოადგენს ბორელის 

შემთხვევით ელემენტს 𝑋-ში და მისი განაწილება არის ბორელის ზომა 𝑋-ში, რომელიც 

𝑃𝜉  ზომის ერთადერთი გაგრძელებაა (რა თქმა უნდა, თუ 𝑋  სეპარაბელურია, მაშინ ეს 

კითხვა არ ჩნდება, რადგან ამ შემთხვევაში 𝒞̂(𝑋) = ℬ(𝑋)). 

წინადადება 1.10. ვთქვათ, 𝑋 ბანახის სივრცეა და 𝜉 - შემთხვევითი ელემენტია 𝑋-

ში. თუ 𝜉 თითქმის სეპარაბელურ მნიშვნელობებიანია, მაშინ 𝑃𝜉-ს გააჩნია (ერთადერთი) 

რადონის გაგრძელება. პირიქით, თუ 𝑃𝜉  უშვებს რადონის გაგრძელებას და 𝑋∗  შეიცავს 

რაიმე თვლად განცალებად ქვესიმრავლეს, მაშინ 𝜉 თითქმის სეპარაბელურ მნიშვნელო-

ბებიანია. 

დამტკიცება. თუ 𝜉 თითქმის სეპარაბელურ მნიშვნელობებიანია, მაშინ არსებობს 

ისეთი სეპარაბელური ქვესივრცე 𝑋0 ⊂ 𝑋 , რომ 𝑃𝜉
∗(𝑋0) = 1 . ([27] წინადადება 1.3.6)-ის 

თანახმად 𝑃𝜉  უშვებს რადონის გაგრძელებას. პირიქით, ვთქვათ, 𝑃𝜉  უშვებს რადონის 𝜇 

გაგრძელებას. მაშინ ყოველი 𝑛 ∈ 𝑁 -სთვის შეგვიძლია მივუთითოთ ისეთი კომპაქტი 

𝐾𝑛 ⊂ 𝑋 , რომ 𝜇(𝐾𝑛) > 1 − 1 𝑛⁄ . აღვნიშნოთ 𝐾 = ⋃ 𝐾𝑛
∞
𝑛=1 . რადგან 𝑋∗  შეიცავს თვლად 

განცალებად ქვესიმრავლეს, ამიტომ 𝐾 ∈ 𝒞̂(𝑋) . შესაბამისად 𝑃𝜉(𝐾) = 𝜇(𝐾) = 1 . აქედან 

𝑃(𝜉−1(𝐾)) = 1  და იმის გათვალისწინებით, რომ 𝐾  სიმრავლე სეპარაბელურია, 𝜉  არის 

თითქმის სეპარაბელურ მნიშვნელობებიანი შემთხვევითი ელემენტი. 

ვთქვათ, (𝑋𝑘, ℬ𝑘) ზომადი სივრცეა და 𝜉𝑘: Ω → 𝑋𝑘  შემთხვევითი ელემენტებია, 𝑘 =

1,2, … , 𝑛 . ასახვა 𝜔 → (𝜉1(𝜔),… , 𝜉𝑛(𝜔))  არის შემთხვევითი ელემენტი ზომად სივრცეში 

(∏ 𝑋𝑘
𝑛
𝑘=1 , ∏ ℬ𝑘

𝑛
𝑘=1 ) . მის 𝑃𝜉1,…,𝜉𝑛  განაწილებას ეწოდება 𝜉1, … , 𝜉𝑛  შემთხვევითი ელემენტე-
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ბის ერთობლივი განაწილება. ცხადია, ერთობლივი განაწილება ცალსახად 

განსაზღვრავს კომპონენტების  განაწილებებს. შებრუნებული დებულება სწორი არ არის. 

𝜉1  და  𝜉2  შემთხვევით ელემენტებს ზომად (𝑋, ℬ) სივრცეში ეწოდება ერთნაირად 

განაწილებული, თუ 𝑃𝜉1 = 𝑃𝜉2 . ორი, 𝜉1  და  𝜉2  შემთხვევით ელემენტების ერთნაირად 

განაწილებულობის შესამოწმებლად საკმარისია ვაჩვენოთ, რომ 𝑃[𝜉1 ∈ 𝐵] = 𝑃[𝜉2 ∈ 𝐵] 

ყოველი 𝐵-სთვის რაიმე ℱ ⊂ ℬ ქვეკლასიდან, რომელიც ჩაკეტილია სასრული თანაკვე-

თების მიმართ და რომელიც წარმოქმნის 𝜎-ალგებრა ℬ-ს. 

ვთქვათ, 𝜉 არის 𝑃 ზომის მიმართ ინტეგრებადი (ან არაუარყოფითი) შემთხვევითი 

სიდიდე. აღვნიშნოთ 𝐸𝜉 = ∫
Ω
𝜉(𝜔)𝑑𝑃(𝜔). 𝐸𝜉  რიცხვს ეწოდება 𝜉  შემთხვევითი სიდიდის 

საშუალო მნიშვნელობა (ან მათემატიკური მოლოდინი). 

ვთქვათ, 𝑋  მეტრიკული სივრცეა, 𝜌  მასზე მოცემული მეტრიკაა და 𝜉, 𝜂: Ω → 𝑋 

რაიმე ასახვებია. 𝜔 → 𝜌(𝜉(𝜔), 𝜂(𝜔)) ფუნქციას მოკლედ ასე ჩავწერთ 𝜌(𝜉, 𝜂). ნორმირებუ-

ლი სივრცის შემთხვევაში 𝜔 → ‖𝜉(𝜔)‖  ფუნქციას აღვნიშნავთ ‖𝜉‖ -თი. თუ 𝜉  და 𝜂 

ბორელის შემთხვევითი ელემენტებია მნიშვნელობებით 𝑋 -ში და ერთ-ერთი მათგანი 

სეპარაბელურ მნიშვნელობებიანია, მაშინ მტკიცდება, რომ 𝜌(𝜉, 𝜂)  შემთხვევითი 

სიდიდეა. 

ვთქვათ, (𝜉𝛼) ბორელის შემთხვევითი ელემენტების განზოგადებული მიმდევრო-

ბაა 𝑋-ში. ამბობენ, რომ (𝜉𝛼) ალბათურად კრებადია 𝑋-ში სეპარაბელურ მნიშვნელობები-

ანი ბორელის შემთხვევითი 𝜉 ელემენტისაკენ (და წერენ 𝜉𝛼
𝑃
→ 𝜉), თუ lim𝑃 [𝜌(𝜉𝛼, 𝜉) > 𝜀] =

0, ყოველი 𝜀 > 0-სთვის. 

ბორელის შემთხვევითი ელემენტების განზოგადებულ (𝜉𝛼)  მიმდევრობას 𝑋 -ში, 

ეწოდება განაწილებით კრებადი ბორელის 𝜉  შემთხვევითი ელემენტისაკენ (და აღინი-

შნება 𝜉𝛼
𝒟
→ 𝜉), თუ 𝑃𝜉𝛼  

სუსტად
→      𝑃𝜉. 

თუ 𝜉𝛼
𝑃
→ 𝜉 , მაშინ 𝜉𝛼

𝒟
→ 𝜉 . შებრუნებული დებულება საზოგადოდ, ჭეშმარიტი არ 

არის. მაგრამ, თუ 𝑥0 ∈ 𝑋 ფიქსირებული ელემენტია და 𝜉𝛼
𝒟
→ 𝑥0, მაშინ 𝜉𝛼

𝑃
→ 𝑥0. 
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თანაფარდობა ≪ 𝜉 = 𝜂 ≫  (თ.უ.), არის ეკვივალენტობის თანაფარდობა (Ω,𝒜, 𝑃) 

ალბათურ სივრცეზე განსაზღვრული 𝑋  მეტრიკულ სივრცეში მნიშვნელობების მქონე, 

ყველა სეპარაბელურ მნიშვნელობებიან ბორელის შემთხვევითი ელემენტების სიმრავ-

ლეზე. ეკვივალენტობის ყველა კლასის სიმრავლე აღინიშნება 𝐿0(Ω,𝒜, 𝑃; 𝑋) სიმბოლო-

თი, ან მოკლედ 𝐿0(Ω; 𝑋)-ით. ეს სიმრავლე აღჭურვილია მეტრიკით  

𝜒(𝜉, 𝜂) = 𝐸
𝜌(𝜉,𝜂)

1+𝜌(𝜉,𝜂)
 ,                 𝜉, 𝜂 ∈ 𝐿0(Ω; 𝑋), 

რომლის მიმართაც კრებადობა, ალბათური კრებადობის ტოლფასია. 𝐿0(Ω;𝑋) 

მეტრიკული სივრცის ტოპოლოგიას, ეწოდება ალბათური კრებადობის ტოპოლოგია. თუ 

𝑋  სივრცე სრულია, მაშინ მეტრიკული 𝐿0(Ω;𝑋)  სივრცეც სრულია. ხოლო თუ 𝑋 

სეპარაბელურია, და ამასთან (Ω,𝒜, 𝑃)  ალბათური სივრცეც სეპარაბელურია, მაშინ 

𝐿0(Ω; 𝑋) აგრეთვე სეპარაბელურია. 

თუ 𝑋 ნორმირებული სივრცეა, მაშინ 𝐿0(Ω;𝑋) წარმოადგენს ვექტორულ სივრცეს 

და 𝜒 მეტრიკა წარმოქმნილია კვაზინორმით 

‖𝜉‖0 = ∫Ω
‖𝜉(𝜔)‖

1+‖𝜉(𝜔)‖
𝑑𝑃(𝜔),    𝜉 ∈ 𝐿0(Ω;𝑋). 

𝐿0(Ω;𝑋) სივრცე ალბათური კრებადობის ტოპოლოგიასთან მიმართებაში წარმო-

ადგენს მეტრიზებად ტოპოლოგიურ ვექტორულ სივრცეს. ნულის მიდამოს ფუნდამე-

ნტური სისტემა ქმნის შემდეგი სახის სიმრავლეს - 

𝑉𝜀 = {𝜉 ∈ 𝐿0(Ω;𝑋): 𝑃[‖𝜉‖ > 𝜀] < 𝜀},    0 < 𝜀 < 1. 

𝑀 ⊂ 𝐿0(Ω;𝑋) ქვესიმრავლეს ეწოდება ალბათურად შემოსაზღვრული (ან სტოქას-

ტურად შემოსაზღვრული), თუ ის შემოსაზღვრულია როგორც სიმრავლე 𝐿0(Ω;𝑋) ტოპო-

ლოგიურ ვექტორულ სივრცეში. 

წინადადება 1.11. ვთქვათ, 𝑋 ნორმირებული სივრცეა და 𝑀 ⊂ 𝐿0(Ω; 𝑋) რაიმე ქვესი-

მრავლეა. შემდეგი დებულებები ეკვივალენტურია 

ა) 𝑀 შემოსაზღვრულია ალბათურად; 
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ბ) ყოველი 𝜀 > 0-სთვის არსებობს ისეთი 𝑟 > 0, რომ ‖𝑟𝜉‖0 < 𝜀, ყოველი 𝜉 ∈ 𝑀-სა-

თვის; 

გ) ყოველი 𝜀 > 0-სთვის არსებობს ისეთი 𝛽 > 0, რომ 𝑃[‖𝜉‖ > 𝛽] < 𝜀, ყოველი 𝜉 ∈

𝑀-სათვის. 

დამტკიცება. ა) და ბ) დებულებები ეკვივალენტურია ტოპოლოგიურ ვექტორულ 

სივრცეში სიმრავლის შემოსაზღვრულობის განსაზღვრების თანახმად. იმპლიკაცია ბ) ⇒ 

გ) გამომდინარეობს შემდეგი თანაფარდობიდან 𝑃[‖𝜉‖ > 𝑟−1] ≤ 2‖𝑟𝜉‖0. ვაჩვენოთ, რომ 

გ)-დან გამომდინარეობს ბ). მართლაც, თუ ბ) არ არის შესრულებული, მაშინ მოიძებნება 

ისეთი 𝜀0 > 0 , რომ ყოველი 𝑛 ∈ 𝑁 -სათვის და რაიმე 𝜉𝑛 ∈ 𝑀 -სათვის ადგილი აქვს 

უტოლობას ‖
1

𝑛
𝜉𝑛‖

0
≥ 𝜀0 . მაშასადამე, 

1

𝑛
𝜉𝑛  არ არის კრებადი ნულისაკენ ალათურად 

მაშინ, როცა გ)-დან გამომდინარეობს, რომ 
1

𝑛
𝜉𝑛

𝑃
→ 0 ყოველი (𝜉𝑛) მიმდევრობისთვის 𝑀-

დან. 

ამ წინადადებიდან გამომდინარეობს, რომ თუ 𝑀 ⊂ 𝐿0(Ω; 𝑋)  სიმრავლე თ.უ. 

შემოსაზღვრულია, ე.ი. თუ sup{‖𝜉(𝜔)‖: 𝜉 ∈ 𝑀} < ∞  (თ.უ.), მაშინ, 𝑀  შემოსაზღვრულია 

ალბათურად. შებრუნებული  სწორი არ არის. 

ბანახის 𝑋  სივრცეში ზომის რიგი შეიძლება განისაზღვროს სხვადასხვაგვარად. 

ვთქვათ, 0 < 𝑝 < ∞. ამბობენ, რომ 𝒞̂(𝑋)-ზე 𝜇 ზომას აქვს სუსტი 𝑝 რიგი, თუ 

∫ |〈𝑥, 𝑥∗〉|𝑝𝑑𝜇(𝑥) < ∞ ყოველი 𝑥∗ ∈ 𝑋∗-სათვის. 

ვიტყვით, რომ ბორელის 𝜇 ზომას 𝑋 სივრცეში აქვს ძლიერი 𝑝 რიგი, თუ 

∫ ‖𝑥‖𝑝𝑑𝜇(𝑥) < ∞. 

ცხადია, ძლიერი რიგის არსებობა ყოველთვის იწვევს სუსტი რიგის არსებობას. 

შებრუნებული დებულება სწორია მხოლოდ სასრულგანზომილებიან შემთხვევაში. ამ 

დებულებას დავამტკიცებთ დვორეცკის შემდეგი თეორემის გამოყენებით. 
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ლემა 1.1. ვთქვათ, 𝑋  არის უსასრულოგანზომილებიანი ნორმირებული სივრცე. 

მაშინ, ყოველი ნატურალური 𝑛  და ყოველი 𝜀 > 0 -სათვის არსებობს 𝑋 -ის ისეთი 

𝑥𝑛1, … , 𝑥𝑛𝑛 ელემენტები, რომ 

(∑𝑡𝑘
2

𝑛

𝑘=1

)

1 2⁄

≤ ‖∑𝑡𝑘𝑥𝑛𝑘

𝑛

𝑘=1

‖ ≤ (1 + 𝜀) (∑𝑡𝑘
2

𝑛

𝑘=1

)

1 2⁄

 

ნებისმიერი ნამდვილი 𝑡1, … , 𝑡𝑛-სათვის. 

ახლა დავამტკიცოთ შემდეგი დებულება. 

თეორემა 1.5. ყოველ უსასრულოგანზომილებიან ნორმირებულ 𝑋 სივრცეში არსე-

ბობს (დისკრეტული) 𝜇 ალბათური ზომა, რომელსაც, ნებისმიერი 𝑝 > 0-სათვის გააჩნია 

სუსტი 𝑝 რიგი და არ გააჩნია ძლიერი 𝑞 რიგი არც ერთი დადებითი 𝑞-სათვის. 

დამტკიცება. ჩავთვალოთ, რომ 𝜀 = 1 და ყოველი 𝑛-ისათვის ლემა 1.1-ის თანახმად 

შევარჩიოთ 𝑥𝑛1, … , 𝑥𝑛𝑛  ელემენტები. ვთქვათ, 𝜇  დისკრეტული ზომაა, რომელიც 

ღებულობს 𝛽𝑘𝑥𝑛𝑘 -ს ტოლ მნიშვნელობას ალბათობით 𝑐𝛼𝑘𝛼𝑛 , სადაც 𝛼𝑘 =
1

𝑚 ln𝑚(ln ln𝑚)2
 , 

𝛽𝑘 = ln𝑘  და 𝑐  - მანორმირებელი კონსტანტაა, 𝑘 = 3,4, … , 𝑛 , 𝑛 = 3,4, … . 𝜇  ზომას გააჩნია 

რაგინდ მაღალი სუსტი რიგი. მართლაც, თუ აღვნიშნავთ, 𝑎 = sup{𝛼𝑛𝛽𝑛
𝑝;  𝑛 ≥ 3} გვაქვს 

∫|〈𝑥, 𝑥∗〉|𝑝𝑑𝜇(𝑥) = 𝑐∑𝛼𝑛

∞

𝑛=3

∑𝛼𝑘𝛽𝑘
𝑝

𝑛

𝑘=3

|〈𝑥𝑛𝑘, 𝑥
∗〉|𝑝

≤ 𝑎𝑐∑𝛼𝑛

∞

𝑛=3

∑|〈𝑥𝑛𝑘, 𝑥
∗〉|𝑝 ≤ 𝑎𝑐2𝑝‖𝑥∗‖𝑝

𝑛

𝑘=3

∑𝛼𝑛

∞

𝑛=3

< ∞. 

აქ ჩათვლილია, რომ 𝑝 > 2, და გამოყენებულია შემდეგი თანაფარდობები, რომელთაგან 

უკანასკნელი ლემა 1.1-დან გამომდინარეობს 

(∑|〈𝑥𝑛𝑘, 𝑥
∗〉|𝑝

∞

𝑘=3

)

1 𝑝⁄

≤ (∑|〈𝑥𝑛𝑘, 𝑥
∗〉|2

𝑛

𝑘=3

)

1 2⁄

= sup {|∑〈𝑥𝑛𝑘 , 𝑥
∗〉𝑡

𝑛

𝑘=3

|: ∑ 𝑡𝑘
2 = 1

𝑛

𝑘=3

} ≤ 
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≤ ‖𝑥∗‖ sup {‖∑𝑥𝑛𝑘𝑡𝑘

𝑛

𝑘=3

‖: ∑ 𝑡𝑘
2 = 1

𝑛

𝑘=3

} ≤ 2 ‖𝑥∗‖. 

ახლა ვაჩვენოთ, რომ 𝜇-ს არ გააჩნია არავითარი ძლიერი რიგი. იმის გათვალისწი-

ნებით, რომ ‖𝑥𝑛𝑘‖ ≥ 1, გვაქვს 

∫‖𝑥‖𝑞𝑑𝜇(𝑥) = 𝑐∑𝛼𝑛

∞

𝑛=3

∑𝛼𝑘𝛽𝑘
𝑞

𝑛

𝑘=3

‖𝑥𝑛𝑘‖
𝑞 ≥ 𝑐∑𝛼𝑛

∞

𝑛=3

∑𝛼𝑘𝛽𝑘
𝑞

𝑛

𝑘=1

= ∞. 

დამტკიცებული თეორემის შედეგის როლში აღვნიშნავთ ერთ ცნობილ წინადა-

დებას. ნორმირებული 𝑋 სივრცის (𝑥𝑛) მიმდევრობას ეწოდება სუსტად 𝑝 ჯამებადი, თუ 

∑ |〈𝑥𝑛, 𝑥
∗〉|𝑝∞

𝑛=1 < ∞ ყოველი 𝑥∗ ∈ 𝑋∗-სათვის და ძლიერად 𝑝 ჯამებადი, თუ ∑ ‖𝑥‖𝑝∞
𝑛=1 < ∞. 

შედეგი. ყოველ უსასრულოგანზომილებიან 𝑋 სივრცეში, ნებისმიერი 𝑝-სთვის, 0 <

𝑝 < ∞, არსებობს სუსტად 𝑝 ჯამებადი მიმდევრობა, რომელიც არ არის ძლიერად 𝑝 ჯამე-

ბადი. 

დამტკიცება. ვთქვათ, 𝜇 სუსტი 𝑝 რიგის დისკრეტული ზომაა, რომელიც არ არის 

ძლიერი 𝑝 რიგის. ვთქვათ, რომ 𝑦1, 𝑦2, … არის 𝑋-ის ის ელემენტები, რომლებზედაც არის 

თავმოყრილი 𝜇 ზომა და დავუშვათ, რომ 𝜇𝑛 = 𝜇{𝑦𝑛}. (𝜇𝑛
1 𝑝⁄ ) მიმდევრობას ცხადია, აქვს 

საჭირო თვისებები. 

შევნიშნოთ, რომ შეგვიძლია აგრეთვე განვიხილოთ შემთხვევა 𝑝 = ∞ , თუ 𝑝 -

ხარისხში კრებადობას ბუნებრივად შევცვლით შესაბამისი მიმდევრობის შემოსაზღვ-

რულობით. ამ შემთხვევისათვის ძალას კარგავს დამტკიცებული შედეგი, ვინაიდან 

ბანახ-შტეინჰაუსის თეორემის ძალით, ნორმირებულ სივრცეში ყოველი სუსტად 

შემოსაზღვრული მიმდევრობა შემოსაზღვრულია. 

ვთქვათ, 𝑋 და 𝑌 ნორმირებული სივრცეებია. წრფივ 𝑇: X → 𝑌 ოპერატორს ეწოდება 

𝑝 -ჯამებადი, თუ ∑‖𝑇𝑥𝑛‖
𝑝 < ∞  ყოველი სუსტად 𝑝 -ჯამებადი (𝑥𝑛) ⊂ 𝑋  მიმდევრობისა-

თვის. 
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თეორემა 1.5-ის შედეგის თანახმად უსასრულოგანზომილებიან 𝑋 სივრცეში იგი-

ვური ოპერატორი, არ არის 𝑝-ჯამებადი არცერთი 𝑝-სათვის, 0 < 𝑝 < ∞. 

ვთქვათ, 𝑋  სივრცეში (Ω,𝒜, 𝑃)  ალბათური სივრცეა, 𝑋  - ნორმირებული სივრცე, 

ხოლო 𝜉: Ω → 𝑋  - სუსტი პირველი რიგის მქონე შემთხვევითი ელემენტია. დავუშვათ, 

რომ არსებობს ისეთი 𝑚 ∈ 𝑋  ელემენტი, რომ ყოველი 𝑥∗ ∈ 𝑋∗ -სათვის ადგილი აქვს 

ტოლობას 

∫
Ω
〈𝜉(𝜔), 𝑥∗〉𝑑𝑃(𝜔) = 〈𝑚, 𝑥∗〉. 

𝑚 ელემენტს ეწოდება პეტისის ინტეგრალი (ან უბრალოდ ინტეგრალი), 𝜉 შემთხვევითი 

ელემენტიდან 𝑃  ზომის მიმართ. მას აგრეთვე უწოდებენ 𝜉  შემთხვევითი ელემენტის 

საშუალო მნიშვნელობას ან მათემატიკურ მოლოდინს. ინტეგრალისთვის გამოვიყენებთ 

აღნიშვნას ∫
Ω
𝜉(𝜔)𝑑𝑃(𝜔) ან 𝐸𝜉. 

ვთქვათ, 𝜇  არის 𝒞̂(𝑋)-ზე მოცემული სუსტი პირველი რიგის მქონე ალბათური 

ზომა. პეტისის ინტეგრალს 𝜇 ზომის მიმართ 𝑋-ის 𝑋-ში იგივური ასახვიდან (თუკი ის 

არსებობს), ეწოდება 𝜇 ზომის საშუალო (ან ბარიცენტრი) და აღინიშნება 𝑚𝜇 სიმბოლოთი. 

ცხადია, რომ 𝑚𝜇 = 𝐸𝜉 , სადაც 𝜉  არის 𝜇  განაწილების მქონე ნებისმიერი შემთხვევითი 

ელემენტი 𝑋-ში. 

ინტეგრალის შემდეგი თვისებები გამომდინარეობს განსაზღვრებიდან. 

ა) თუ 𝐸𝜉 ინტეგრალი არსებობს, მაშინ ის ცალსახად არის განსაზღვრული. 

ბ) თუ 𝜉1, 𝜉2 შემთხვევითი ელემენტებია და არსებობს 𝐸𝜉1 და 𝐸𝜉2, მაშინ აგრეთვე 

არსებობს 𝐸(𝜉1 + 𝜉2) და 𝐸(𝜉1 + 𝜉2) = 𝐸𝜉1 + 𝐸𝜉2. 

გ) თუ 𝜉 ისეთი შემთხვევითი ელემენტია, რომ მისი ნორმა ზომადია და არსებობს 

𝐸𝜉, მაშინ ‖𝐸𝜉‖ ≤ 𝐸‖𝜉‖. 
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დ) თუ 𝑋 -ის 𝜉  შემთხვევითი ელემენტისთვის არსებობს 𝐸𝜉  და თუ, 𝑢  წრფივი 

უწყვეტი ოპერატორია 𝑋  ნორმირებული სივრციდან 𝑌  ნორმირებულ სივრცეში, მაშინ, 

აგრეთვე არსებობს 𝐸(𝑢𝜉) და 𝐸(𝑢𝜉) = 𝑢𝐸(𝜉). 

აგრეთვე, აღვნიშნოთ ინტეგრალის ერთი თვისება. 

ე) ვთქვათ Ω0 ∈ 𝒜  და 𝑃(Ω0) = 1 . 𝜉(Ω0)  სიმრავლის ამოზნექილი გარსის ჩაკეტვა 

აღვნიშნოთ 𝐵-თი. თუ 𝐸𝜉 არსებობს, მაშინ 𝐸𝜉 ∈ 𝐵. 

დავუშვათ საწინააღმდეგო, ე.ი. 𝐸𝜉 = 𝑚 ∉ 𝐵. მაშინ განცალების თეორემის თანა-

ხმად არსებობს ისეთი 𝑥0
∗ ∈ 𝑋∗ , რომ რომელიმე 𝛼 ∈ 𝑅1 -სათვის გვაქვს 〈𝜉(𝜔), 𝑥0

∗〉 ≤ 𝛼 

ყოველი 𝜔 ∈ Ω0 -სათვის და 〈𝑚, 𝑥0
∗〉 > 𝛼 . მაშინ 𝐸〈𝜉, 𝑥0

∗〉 = 〈𝑚, 𝑥0
∗〉  ტოლობას მივყავართ 

წინააღმდეგობამდე. 

ახლა, განვიხილოთ ინტეგრალის არსებობის საკითხი. 

სუსტი პირველი რიგის მქონე 𝜉  შემთხვევითი ელემენტისათვის განვსაზღვროთ 

წრფივი ფუნქციონალი 𝑔𝜉: 𝑋
∗ → 𝑅1  შემდეგი  ტოლობით 

𝑔𝜉(𝑥
∗) = ∫

Ω
〈𝜉(𝜔), 𝑥∗〉𝑑𝑃(𝜔). 

მტკიცდება, რომ 𝑔𝜉  უწყვეტი ოპერატორია, ე.ი. 𝑔𝜉 ∈ 𝑋
∗∗  (გელფანდ-პეტისის თეორემა). 

აქედან გამომდინარეობს, რომ 𝜉-დან პეტისის ინტეგრალი არსებობს, მაშინ და მხოლოდ 

მაშინ, როცა 𝑔𝜉  განისაზღვება 𝑋 -ის რაიმე ელემენტით (ე.ი. როცა 𝑔𝜉  ეკუთვნის 𝑋 -ის 

ბუნებრივ სახეს 𝑋∗∗-ში). აქედან გამომდინარეობს 

წინადადება 1.12. ვთქვათ, 𝑋 რეფლექსური ბანახის სივრცეა. ყოველი სუსტი პირ-

ველი რიგის შემთხვევითი 𝜉: Ω → 𝑋 ელემენტისთვის არსებობს პეტისის 𝐸𝜉 ინტეგრალი. 

ზოგად შემთხვევაში 𝜉-ს სუსტი პირველი რიგი არ არის ინტეგრალის არსებობის 

საკმარისი პირობა. 

მაგალითი. ვთქვათ, 𝑋 = 𝑐0 , (𝑒𝑛)  – ბუნებრივი ბაზისია, (𝐴𝑛)  წყვილ-წყვილად 

თანაუკვეთ სიმრავლეთა მიმდევრობაა 𝒜-დან და ⋃𝐴𝑛 = Ω, 𝜇𝑛 = 𝑃(𝐴𝑛) > 0. დავუშვათ, 
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𝜉0 =∑(
1

𝜇2𝑛
𝐼𝐴2𝑛 −

1

𝜇2𝑛−1
𝐼𝐴2𝑛−1) 𝑒𝑛. 

ცხადია, 𝜉0  სუსტი პირველი რიგის მქონე შემთხვევითი ელემენტია და 𝐸𝜉0 = 0 . ახლა 

განვიხილოთ 𝜉 = 𝜉0𝐼𝐴0  შემთხვევითი ელემენტი, სადაც 𝐴0 = ⋃𝐴2𝑘 . ადვილი შესამოწმე-

ბელია, რომ 𝜉-ს გააჩნია სუსტი პირველი რიგი, მაგრამ 𝐸𝜉 არ არსებობს. 

ეს მაგალითი გვიჩვენებს, რომ შეიძლება არსებობდეს სიტუაცია, როცა 𝐸𝜉  არსებობს, 

მაგრამ 𝐸𝜉𝐼𝐴 არ არსებობს ზოგიერთი ზომადი 𝐴 ⊂ Ω-სათვის. 

𝜉: Ω → 𝑋  შემთხვევით ელემენტს ეწოდება პეტისის აზრით ინტეგრებადი, თუ 

ყოველი 𝐴 ∈ 𝒜 -სათვის ინტეგრალი 𝐸𝜉𝐼𝐴  არსებობს. წინადადება 1.12 გვიჩვენებს, რომ 

რეფლექსურ 𝑋 სივრცეში ყოველი 𝜉 შემთხვევითი ელემენტი, რომელსაც გააჩნია სუსტი 

პირველი რიგი, არის პეტისის აზრით ინტეგრებადი. 

ინტეგრების საკმარის პირობას შემთხვევით ელემენტზე იძლევა შემდეგი 

წინადადება 1.13. ბანახის 𝑋  სივრცეში, ძლიერი პირველი რიგის მქონე ყოველი 

სეპარაბელურ მნიშვნელობებიანი შემთხვევითი 𝜉 ელემენტი პეტისის აზრით ინტეგრე-

ბადია. 

დამტკიცება. მარტივი 𝜉  შემთხვევითი ელემენტისთვის, 𝐸𝜉 -ს არსებობა ცხადია. 

ახლა ვთქვათ, 𝜉 ისეთი სეპარაბელურ მნიშვნელობებიანი შემთხვევითი ელემენტია, რომ 

𝐸‖𝜉‖ < ∞. ავარჩიოთ მარტივი შემთხვევითი ელემენტების ისეთი (𝜉𝑛) მიმდევრობა, რომ 

lim𝐸‖𝜉 − 𝜉𝑛‖ = 0 . მაშინ ‖𝐸(𝜉𝑛 − 𝜉𝑚)‖ ≤ 𝐸‖𝜉 − 𝜉𝑛‖ → 0  როცა 𝑛,𝑚 → ∞ . ამრიგად, (𝐸𝜉𝑛) 

ფუნდამენტალური მიმდევრობაა და ადვილი შესამჩნევია, რომ 𝐸𝜉 = lim𝐸𝜉𝑛. ანალოგი-

ური მსჯელობით (𝜉𝐼𝐴-სთვის, 𝐴 ∈ 𝒜) შეიძლება ვაჩვენოთ, რომ 𝐸𝜉𝐼𝐴-ც აგრეთვე არსე-

ბობს. 

შენიშვნა. სეპარაბელურ მნიშვნელობებიან შემთხვევით ელემენტებს, რომელთაც 

გააჩნიათ ძლიერი პირველი რიგი, ზოგჯერ უწოდებენ ბოხნერის აზრით ინტეგრებადს, 

ხოლო ინტეგრალს - ბოხნერის ინტეგრალს. ქრონოლოგიურად, პირველი ინტეგრალი 

ბანახის სივრცეში მნიშვნელობების მქონე ფუნქციიდან, იყო ბოხნერის ინტეგრალი. 
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შემდეგი დებულება აღწერს პეტისის აზრით ინტეგრებად შემთხვევითი ელემენტების 

ფართო კლასს. 

თეორემა 1.6. ვთქვათ, 𝜉 სეპარაბელურ მნიშვნელობებიანი შემთხვევითი ელემენ-

ტია ბანახის 𝑋 სივრცეში სუსტი 𝑝-რიგით, 1 < 𝑝 < ∞ და ვთქვათ, 𝑓 - რიცხვითი შემთხვე-

ვითი სიდიდეა 𝐿𝑝′ -დან 𝑝′ = 𝑝 (𝑝 − 1)⁄ . მაშინ 𝜉𝑓  ნამრავლი პეტისის აზრით ინტეგრე-

ბადია. 

დამტკიცება. აღვნიშნოთ 𝐴𝑛 = {𝜔: ‖𝜉(𝜔)‖ ≤ 𝑛}  და ვთქვათ, 𝜂𝑛 = 𝜉𝑓𝐼𝐴𝑛 . მაშინ 𝜂𝑛 

სეპარაბელურ მნიშვნელობებიანი შემთხვევითი ელემენტია და 𝐸‖𝜂𝑛‖ ≤ 𝑛𝐸|𝑓|𝐼𝐴𝑛 < ∞ . 

წინადადება 1.13-ის ძალით 𝐸𝜂𝑛 არსებობს. გარდა ამისა გვაქვს 

|〈𝐸𝜂𝑚 − 𝐸𝜂𝑛, 𝑥
∗〉| = |𝐸〈𝜉, 𝑥∗〉(𝑓𝐼𝐴𝑚 − 𝑓𝐼𝐴𝑛)| ≤ (𝐸|〈𝜉, 𝑥

∗〉|𝑝)1 𝑝⁄ (𝐸|𝑓𝐼𝐴𝑚 − 𝑓𝐼𝐴𝑛|
𝑝′

)
1 𝑝′⁄

,  

𝑥∗ ∈ 𝑋∗. 

აქედან ვღებულობთ 

‖𝐸𝜂𝑚 − 𝐸𝜂𝑛‖ ≤ ‖𝑇𝜉‖‖𝑓𝐼𝐴𝑚 − 𝑓𝐼𝐴𝑛‖𝑝′
→ 0 როცა 𝑛,𝑚 → ∞. 

მაშასადამე, 𝐸𝜂𝑛 მიმდევრობა კრებადია და ადვილი შესამჩნევია, რომ მისი ზღვარია 𝐸𝜉𝑓. 

შედეგი. სეპარაბელურ მნიშვნელობებიანი შემთხვევითი ელემენტი სუსტი 𝑝 -

რიგით პეტისის აზრით ინტეგრებადია, თუ 𝑝 > 1. 
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თავი II 

კორელაციის კოეფიციენტი და კოვარიაციული ოპერატორი 

§1. ურთიერთკორელაციის ოპერატორი. 

ვთქვათ 𝑋 ბანახის სივრცეა, 𝑋∗ მისი შეუღლებული სივრცე, ხოლო 𝜉 - შემთხვევი-

თი ელემენტი მნიშვნელობებით 𝑋 -ში. 𝜉  შემთხვევითი ელემენტის განაწილება 𝜇 -თი 

აღვნიშნოთ (ე.ი. 𝜇 წარმოადგენს 𝑋-ის ბორელის 𝜎-აგლებრაზე განსაზღვრულ ალბათურ 

რადონის ზომას). ბანახის 𝑋  სივრცეში მნიშვნელობების მქონე 𝜉  შემთხვევითი ელემე-

ნტის (რომლის მათემატიკური მოლოდინი 𝐸𝜉 = 𝑚 ) 𝑅  კოვარიაციული ოპერატორი  

განისაზღვრება ტოლობით 

〈𝑅𝑥∗, 𝑥∗〉 = 𝐸〈𝑥∗, 𝜉 − 𝑚〉2 = ∫〈𝑥∗, 𝑥 − 𝑚〉2

𝑋

𝑑𝜇(𝑥),   𝑥∗ ∈ 𝑋∗. 

ცხადია, რომ ბანახის 𝑋 სივრცის ნებისმიერი სუსტი მეორე რიგის მქონე 𝜇 ზომას გააჩნია 

კოვარიაციული ოპერატორი. კოვარიაციული ოპერატორი წარმოადგენს წრფივ, 

შემოსაზღვრულ, სიმეტრიულ ( 〈𝑅𝑥∗, 𝑦∗〉 = 〈𝑅𝑦∗, 𝑥∗〉  ყოველი 𝑥∗, 𝑦∗ ∈ 𝑋∗ ) და დადებით 

( 〈𝑅𝑥∗, 𝑥∗〉 ≥ 0  ყოველი 𝑥∗ ∈ 𝑋∗ ) ოპერატორს, რომელიც 𝑋∗ -ს ასახავს 𝑋∗∗ -ში. თუ 𝜉 

სეპარაბელურმნიშვნელობებიანი შემთხვევითი ელემენტია, ანუ თუ 𝜇 რადონის ზომაა, 

მაშინ, კოვარიაციული ოპერატორი მნიშვნელობებს იღებს საწყის სივრცეში. ანუ, თუ 𝑅 

არის რადონის ზომის კოვარიაციული ოპერატორი ბანახის 𝑋  სივრცეში, მაშინ, 𝑅 ∈

𝐿(𝑋∗, 𝑋). პირიქით, თუკი ბანახის 𝑋 სივრცეა, მაშინ, ყოველი სიმეტრიული და დადებითი 

ოპერატორი 𝑅 ∈ 𝐿(𝑋∗, 𝑋) წარმოადგენს ამ სივრცის,  რაიმე სუსტი მეორე რიგის რადონის 

ზომის კოვარიაციულ ოპერატორს. ადვილი შესამჩნევია, რომ 𝑅-ის სიმეტრიულობიდან 

გამომდინარეობს მისი შემოსაზღვრულობა და წრფივობა. ბანახის სივრცეში სუსტი 

მეორე რიგის მქონე ზომებისათვის კოვარიაციული ოპერატორის ცნება შემოღებულია 

გამოჩენილი ქართველი მათემატიკოსის, ნიკოლოზ ვახანიას ნაშრომში [24]. მანამდე ეს 

ცნება გამოიყენებოდა მხოლოდ ჰილბერტის სივრცის ძლიერი მეორე რიგის მქონე 

ზომებისათვის. 
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ამბობენ, რომ 𝜉  შემთხვევით ელემენტს, მნიშვნელობებით 𝑋  ბანახის სივრცეში, 

გააჩნია სუსტი მეორე რიგი, თუ ყოველი 𝑥∗ ∈ 𝑋∗-ისათვის 𝐸|〈𝑥∗, 𝜉〉|2 < ∞. თუ, 𝜉 შემთხვე-

ვით ელემენტს გააჩნია სუსტი მეორე რიგი, მაშინ, 𝐸𝜉 მათემატიკური მოლოდინი არსე-

ბობს და ის განისაზღვრება როგორც 𝜉  შემთხვევითი ელემენტის პეტისის ინტეგრალი 

[27]. 𝜉  შემთხვევით ელემენტს ეწოდება ცენტრირებული, თუ მისი მათემატიკური 

მოლოდინი ნულის ტოლია. ზოგადობის შეუზღუდავად ქვემოთ განვიხილავთ მხოლოდ 

ცენტრირებულ შემთხვევით ელემენტებს (თუკი 𝐸𝜉 = 𝑚, მაშინ 𝜉-ს ნაცვლად განვიხი-

ლავთ 𝜉 − 𝑚 შემთხვევით ელემენტს). 

ვთქვათ, 𝜉  და 𝜂 სუსტი მეორე რიგის მქონე ცენტრირებული შემთხვევითი ელე-

მენტებია, რომლებიც (Ω, 𝐴, 𝑃)  ალბათურ სივრცეს გადასახავენ, შესაბამისად 𝑋  და 𝑌 

ბანახის სივრცეებში, მათი ურთიერთკორელაციის ოპერატორი 𝑅𝜉𝜂  განსაზღვრულია 

ტოლობით [21] 

 〈𝑥∗, 𝑅𝜉𝜂𝑦
∗〉 = 𝐸〈𝑥∗, 𝜉〉〈𝑦∗, 𝜂〉 

ყოველი, 𝑥∗ ∈ 𝑋∗  და 𝑦∗ ∈ 𝑌∗ -სათვის, სადაც 𝐸  არის მათემატიკური მოლოდინის 

აღმნიშვნელი სიმბოლო, ხოლო 𝑋∗  და 𝑌∗  წარმოადგენენ შესაბამისად 𝑋  და 𝑌  ბანახის 

სივრცის შეუღლებულ სივრცეებს. 〈𝑥∗, 𝑥〉  აღნიშნავს 𝑥∗ ∈ 𝑋∗  ფუნქციონალის მნიშვნე-

ლობას 𝑥 ∈ 𝑋  წერტილში. 𝑅𝜉𝜂  არის წრფივი შემოსაზღვრული ოპერატორი 𝑌∗  დან 𝑋 -ში 

[21]. შემთხვევითი ელემენტებისათვის ურთიერთკორელაციის ოპერატორი წარმო-

ადგენს შემთხვევით სიდიდეთა კოვარიაციის ანალოგს მრავალგანზომილებიან შემთ-

ხვევაში. განსაზღვრებიდან უშუალოდ გამომდინარეობს, რომ 𝑅𝜉𝜂 = 𝑅𝜉𝜂
∗  და 𝑅𝜉𝜉 = 𝑅𝜉 , 

სადაც 𝑅𝜉  არის 𝜉  შემთხვევითი ელემენტის კოვარიაციული ოპერატორი. 𝑅𝜉  არა-

უარყოფითი, სიმეტრიული, წრფივი უწყვეტი ოპერატორია. შევნიშნოთ, რომ კოვარიაცი-

ული ოპერატორი არის შემთხვევითი სიდიდის დისპერსიის ბუნებრივი ანალოგი. 

ყოველი 𝑅: 𝑋∗ → 𝑋  არაუარყოფითი სიმეტრიული ოპერატორისთვის არსებობს 𝐻 

ჰილბერტის სივრცე და წრფივი უწყვეტი ოპერატორი 𝐴: 𝑋∗ → 𝐻 ისეთი, რომ 𝑅 = 𝐴∗𝐴; 𝐴 

ოპერატორი განისაზღვრება ცალსახად, იზომეტრიის სიზუსტით (იხ. [27]. გვ.123 ფაქტო-

რიზაციის ლემა 1.1). როგორც ცნობილია, 𝑅𝜉  ფაქტორიზდება შემდეგნაირად [21]: 𝑅𝜉 =
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𝐴𝜉
∗𝐴𝜉 , სადაც წრფივი შემოსაზღვრული ოპერატორი 𝐴𝜉  (𝑅𝜉  ოპერატორის კვადრატული 

ფესვი) 𝑋∗-ს ასახავს ჰილბერტის 𝐻𝜉  სივრცეში და 𝐴𝜉(𝑋
∗) მკვრივია 𝐻𝜉 -ში. 𝐴𝜉 -ის როლში 

შეგვიძლია განვიხილოთ ეგრეთ წოდებული ინდუცირებული ოპერატორი 𝑇𝜉: 𝑋
∗ →

[𝑇𝜉(𝑋
∗)],  რომელიც განსაზღვრულია ტოლობით 𝑇𝜉𝑥

∗ = 〈𝑥∗, 𝜉〉  ყოველი 𝑥∗ ∈ 𝑋∗ -სათვის, 

სადაც [𝑇𝜉(𝑋
∗)] აღნიშნავს 𝑇𝜉(𝑋

∗) სიმრავლის ჩაკეტვას 𝐿2(Ω, 𝐴, 𝑃) ჰილბერტის სივრცეში. 

თეორემა 2.1. (i). 𝜉  და 𝜂  შემთხვევითი ელემენტების ურთიერთკორელაციის 

ოპერატორი 𝑅𝜉𝜂 ფაქტორიზდება შემდეგნაირად 

𝑅𝜉𝜂 = 𝐴𝜉
∗𝑉𝜉𝜂𝐴𝜂 

სადაც, 𝑉𝜉𝜂  არის წრფივი შემოსაზღვრული ოპერატორი, რომელიც 𝐻𝜂  ჰილბერტის სი-

ვრცეს ასახავს 𝐻𝜉  ჰილბერტის სივრცეში და ‖𝑉𝜉𝜂‖ ≤ 1 , ხოლო 𝐴𝜉  და 𝐴𝜂  არიან შესა-

ბამისად 𝜉  და 𝜂  შემთხვევითი ელემენტების 𝑅𝜉  და 𝑅𝜂  კოვარიაციული ოპერატორების 

კვადრატული ფესვები. 𝑉𝜉𝜂 ერთადერთია მოცემული არანულოვანი 𝐴𝜉  და 𝐴𝜂-სათვის. 

(ii). რაიმე წრფივი ოპერატორი 𝑅12: 𝑌
∗ → 𝑋 არის ურთიერთკორელაციის ოპერატორი, თუ 

𝑅12 = 𝐴1
∗𝑉𝐴2  სადაც 𝐴1: 𝑋

∗ → 𝐻1  და 𝐴2: 𝑌
∗ → 𝐻2  არიან წრფივი შემოსაზღვრული 

ოპერატორები, მნიშვნელობებით შესაბამისად 𝐻1 და 𝐻2  რაიმე ჰილბერტის სივრცეებში 

ისე, რომ 𝐴1(𝑋
∗) და 𝐴2(𝑋

∗) სიმრავლეები მკვრივია შესაბამისად 𝐻1 და 𝐻2-ში. 𝐴1
∗(𝐻1) ⊂ 𝑋, 

𝐴2
∗(𝐻2) ⊂ 𝑌 და 𝑉:𝐻2 → 𝐻1 არის წრფივი შემოსაზღვრული ოპერატორი ‖𝑉‖ ≤ 1. 

შედეგი. სეპარაბელური 𝐻1 და 𝐻2 ჰილბერტის სივრცეებისთვის, ყოველი წრფივი 

შემოსაზღვრული ოპერატორი 𝑅12: 𝐻2 → 𝐻1 არის ურთიერთკორელაციის ოპერატორი. 

შენიშვნა. სეპარაბელური ჰილბერტის სივრცეების შემთხვევაში,  თეორემა 2.1-ის 

ანალოგიური შედეგი ძლიერი მეორე რიგის მქონე შემთხვევითი ელემენტებისათვის 

დამტკიცებულია [1]-ში. ურთიერთკორელაციის ოპერატორების აღწერა ჰილბერტის 

ოპერატორების ტერმინებში მოცემულია [17]-ში. 
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§2. კორელაციის კოეფიციენტის ანალოგი ბანახის სივრცეებში 

შემოვიღოთ კორელაციის კოეფიციენტის განსაზღვრება ბანახის სივრცეებში. 

განსაზღვრება. 𝑉𝜉𝜂  ოპერატორს, რომელიც მონაწილეობს ფაქტორიზაციაში  

𝑅𝜉𝜂 = 𝐴𝜉
∗𝑉𝜉𝜂𝐴𝜂, ეწოდება 𝜉 და 𝜂 შემთხვევითი ელემენტების კორელაციის კოეფიციენტი.  

ერთგანზომილებიან შემთხვევაში ეს განსაზღვრება ემთხვევა კორელაციის 

კოეფიციენტის ცნობილ განსაზღვრებას. მტკიცდება, რომ ისევე, როგორც ერთგანზო-

მილებიან შემთხვევაში, ზოგად შემთხვევაშიც კორელაციის კოეფიციენტი წარმოადგენს 

შემთხვევით ელემენტთა წრფივი დამოკიდებულების ზომას [14]. 

სასრულგანზომილებიან შემთხვევაში კორელაციის კოეფიციენტი მატრიცაა, 

ხოლო ზოგად შემთხვევაში - წრფივი შემოსაზღვრული ოპერატორი რომლის ნორმა არ 

აღემატება 1-ს და ყოველთვის მოქმედებს ჰილბერტის სივრცეთა შორის. პირველად 

კორელაციის კოეფიციენტს ყურადღება მიექცა [1]-ში, სადაც ოპერატორების საშუალე-

ბით გამოკვლეული იყო ერთობლივი გაუსის ზომების ეკვივალენტურობა სეპარაბელურ 

ჰილბერტის სივრცეში. 

განსაზღვრებიდან გამომდინარეობს, რომ კორელაციის კოეფიციენტი დამოკიდე-

ბულია 𝐴𝜉  და 𝐴𝜂  კვადრატული ფესვების არჩევაზე. რადგან კოვარიაციული ოპერა-

ტორის კვადრატული ფესვი ერთადერთია იზომეტრული ოპერატორის სიზუსტით [21], 

კორელაციის კოეფიციენტი ერთადერთია შემდეგი აზრით: თუ 𝜉  და 𝜂  შემთხვევითი 

ელემენტების კორელაციის კოეფიციენტი 𝑉𝜉𝜂
′  შეესაბამება სხვა 𝐴𝜉

′  და 𝐴𝜂
′  სხვა კვა-

დრატულ ფესვებს, მაშინ 𝑉𝜉𝜂
′ = 𝐼𝜉

∗𝑉𝜉𝜂𝐼𝜂  სადაც 𝐼𝜉  არის იზომეტრია [𝐴𝜉(𝑋
∗)]-ისა [𝐴𝜉

′ (𝑋∗)]-

ზე, ხოლო 𝐼𝜂  კი, არის იზომეტრია [𝐴𝜂(𝑌
∗) ]-ისა [𝐴𝜂

′ (𝑌∗)]-ზე. ადვილი შესამოწმებელია, 

რომ 𝑉𝜉𝜂 = 𝑉𝜉𝜂
∗  და 𝑉𝜉𝜉 = 𝑖𝑑𝐻𝜉 , სადაც 𝑖𝑑𝐻𝜉  არის 𝐻𝜉 -ზე განსაზღვრული იგივური ოპერა-

ტორი. 
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როგორც ცნობილია, ორი შემთხვევითი სიდიდე წრფივად დამოკიდებულია მაშინ 

და მხოლოდ მაშინ, თუ მათი კორელაციის კოეფიციენტის აბსოლუტური მნიშვნელობა 

1-ის ტოლია. 

მომდევნო თეორემა ამ ფაქტის ანალოგია ზოგადი ბანახის სივრცეებისათვის. 

თეორემა 2.2. ვთქვათ 𝜉 და 𝜂 ნულში გადაუგვარებელი ცენტრირებული  შემთხვე-

ვითი ელემენტებია მნიშვნელობებით ბანახის 𝑋 და 𝑌 სივრცეებში და ვთქვათ, 𝐵: 𝑋 → 𝑌 

არის წრფივი უწყვეტი ოპერატორი. 

შემდეგი წინადადებები ეკვივალენტურია 

(i) 𝜂 = 𝐵𝜉 თითქმის უეჭველად (თ.უ.); 

(ii) 𝑅𝜉𝜂 = 𝑅𝜉𝐵
∗ და 𝑅𝜂 = 𝐵𝑅𝜉𝐵

∗; 

(iii) 𝑅𝜉𝜂 = 𝑅𝜉𝐵
∗  და კორელაციის კოეფიციენტი 𝑉𝜉𝜂  არის იზომეტრული 

ოპერატორი. 

შედეგი 2.1. ვთქვათ, 𝜉  და 𝜂  შემთხვევითი ელემენტებია მნიშვნელობებით 𝐻 

სეპარაბელურ ჰილბერტის სივრცეში. ვთქვათ, 𝑅𝜉  კოვარიაციული ოპერატორი 

შექცევადია და 𝑉𝜉𝜂  კორელაციის კოეფიციენტი იზომეტრული ოპერატორია. მაშინ, 

არსებობს წრფივი შემოსაზღვრული ოპერატორი 𝐵:𝐻 → 𝐻 ისეთი, რომ 𝜂 = 𝐵𝜉 (თ.უ.). 

შედეგი 2.2. 𝑛-განზომილებიან ევკლიდეს სივრცეში 𝑅𝑛 (𝑛 ≥ 1) 𝜂 = 𝐵𝜉 (თ.უ.) მაშინ 

და მხოლოდ მაშინ, თუ 𝑉𝜉𝜂 კორელაციის კოეფიციენტი არის იზომეტრული ოპერატორი. 

შენიშვნა. სასრულგანზომილებიანი შემთხვევისაგან განსხვავებით თეორემა 2.2-

ში (𝑖𝑖𝑖) => (𝑖) იმპლიკაციის სისწორისთვის საზოგადოდ არ არის საკმარისი მხოლოდ 

კორელაციის კოეფიციენტის იზომეტრულობა. მართლაც, ვთქვათ, 𝐻1  და 𝐻2  სეპარა-

ბელური ჰილბერტის სივრცეებია, ხოლო 𝜉  არაგადაგვარებული ცენტრირებული 

შემთხვევითი ელემენტი მნიშვნელობებით 𝐻1-ში და კოვარიაციული ოპერატორით 𝑅𝜉 , 𝜂 

იყოს ცენტრირებული შემთხვევითი ელემენტი მნიშვნელობებით 𝐻2 -ში და იგივური 

კოვარიაციული 𝑖𝑑𝐻2  [21]. ოპერატორით. თეორემა 2.1-დან 𝜉  და 𝜂-ს ურთიერთკორელა-
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ციის ოპერატორი შეგვიძლია განვსაზღვროთ ტოლობიდან: 𝑅𝜉𝜂 = 𝐴𝜉
∗𝑈𝑖𝑑𝐻2 , სადაც 

𝐴𝜉: 𝐻1 → 𝐻1 არის 𝑅𝜉  ოპერატორის კვადრატული ფესვი და 𝑈:𝐻2 → 𝐻1 არის იზომეტრუ-

ლი ოპერატორი. (𝑖𝑑𝐻2-ის კვადრატული ფესვი არის თავად 𝑖𝑑𝐻2). მაშინ, 𝜂 = 𝐵𝜉-ს თითქმ-

ის უეჭველად ტოლობის სამართლიანობისთვის აუცილებელია მომდევნო ტოლობის 

შესრულება 𝑅𝜂 = 𝐵𝑅𝜉𝐵
∗  აქედან გამომდინარეობს, რომ 𝑖𝑑𝐻2 = 𝑉𝐴𝜉𝐵

∗ , სადაც 𝐵:𝐻1 → 𝐻2 

არის რაიმე წრფივი შემოსაზღვრული ოპერატორი და 𝑉: [𝐴𝜉𝐵
∗(𝐻2)] → 𝐻2  არის იზომე-

ტრული ოპერატორი. მაგრამ, უკანასკნელი დებულება არ არის სწორი ნებისმიერი წრფი-

ვი შემოსაზღვრული 𝐵  ოპერატორისათვის, რადგან 𝐴𝜉  კომპაქტური ოპერატორია და 

ამრიგად, ამ შემთხვევაში 𝜂 ≠ 𝐵𝜉 (თ.უ) ნებისმიერი წრფივი შემოსაზღვრული 𝐵 ოპერა-

ტორისათვის მიუხედავად იმისა, რომ 𝜉 და 𝜂 შემთხვევითი ელემენტების 𝑈 კორელაციის 

კოეფიციენტი არის იზომეტრული ოპერატორი. 
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§3. ერთი ექსპონენციალური უტოლობის შესახებ 

სხვადასხვა მათემატიკური პროგრამული პაკეტის გამოყენებით, შესაძლებელია შემო-

წმდეს, რომ უტოლობა 

𝑒 √2
4
𝑡 + 𝑒− √2

4
𝑡

2
+ 𝑡 − 𝑒𝑡 ≥ 0 

სრულდება 𝑡 პარამეტრის ნებისმიერი რიცხვითი მნიშვნელობისათვის (იხ. ნახ. 1). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

               

ნახ. 1.    𝑦 =
𝑒 √2
4
𝑡+𝑒− √2

4
𝑡

2
+ 𝑡 − 𝑒𝑡   ფუნქციის გრაფიკი. 

 

თუმცა, ცხადია, რომ ამ გარემოებას აღნიშნული უტოლობის ობიექტურ მტკიცებუ-

ლებად ვერ მივიჩნევთ, რადგან მათემატიკური პროგრამული უზრუნველყოფის მიმდი-

ნარე პრაქტიკული გამოთვლები ტარდება გარკვეული სიზუსტით, ხშირ შემთხვევაში 

მნიშვნელობები მრგვალდება, რაც, რა თქმა უნდა, იწვევს გარკვეულ ცდომილებებს. ამან 

კი შეიძლება საბოლოო შედეგის ცდომილება გამოიწვიოს. ამიტომ, თუ გვინდა დავრ-

წმუნდეთ, რომ ზემოთ მოყვანილი უტოლობა ჭეშმარიტია 𝑡  ცვლადის ნებისმიერი 

მნიშვნელობისათვის, აუცილებელია მისი ანალიზური დამტკიცება, რასაც ქვემოთ წარ-

მოვადგენთ. 

თეორემა 2.3. ყოველი 𝑡 ∈ 𝑅1 რიცხვისათვის ჭეშმარიტია უტოლობა 
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𝑒 √2
4
𝑡 + 𝑒− √2

4
𝑡

2
+ 𝑡 ≥ 𝑒𝑡.                                                                   (2.1) 

დამტკიცება. 𝑒𝑡  ფუნქცია გავშალოთ ტეილორის მწკრივად. რადგან ის 

აბსოლუტუ-რად კრებადია, შეგვიძლია დავწეროთ 

𝑒𝑡 = 1 + 𝑡 +∑
𝑡2𝑛+1

(2𝑛 + 1)!

∞

𝑛=1

+∑
𝑡2𝑛

(2𝑛)!

∞

𝑛=1

= 1 + 𝑡 +∑(1 +
𝑡

2𝑛 + 1
)

∞

𝑛=1

𝑡2𝑛

(2𝑛)!
 .                      (2.2) 

შევარჩიოთ დადებითი  𝑝𝑛  და 𝑞𝑛 რიცხვები ისე, რომ ყოველი 𝑡 ∈ 𝑅1-სათვის სამართლი-

ანი იყოს უტოლობა 

𝑡

2𝑛 + 1
≤ 𝑝𝑛 + 𝑞𝑛𝑡

2,       𝑛 = 1,2, ….                                                               (2.3) 

ცხადია, (2.3) შესრულდება ყოველთვის, როცა  𝑝𝑛  და 𝑞𝑛 რიცხვები აკმაყოფილებენ უტო-

ლობას 

𝑝𝑛 ∙ 𝑞𝑛 ≥
1

4(2𝑛 + 1)2
,        𝑛 = 1,2, …. 

კერძოდ, დავუშვათ, რომ 

𝑞𝑛 =
1

4(2𝑛 + 1)2𝑝𝑛
,        𝑛 = 1,2, ….                                                  (2.4) 

შემდეგ, თუ გავითვალისწინებთ (2.3) და (2.4) თანაფარდობებს, (2.2)-დან მივიღებთ 

𝑒𝑡 ≤ 1 + 𝑡 +∑(1 + 𝑝𝑛 + 𝑞𝑛𝑡
2)
𝑡2𝑛

(2𝑛)!

∞

𝑛=1

=

= 1 + 𝑡 +∑(1 + 𝑝𝑛)
𝑡2𝑛

(2𝑛)!

∞

𝑛=1

+∑
1

4(2𝑛 + 1)2𝑝𝑛
∙
𝑡2𝑛+2

(2𝑛)!

∞

𝑛=1

=

= 1 + 𝑡 + (1 + 𝑝1)
𝑡2

2
+∑[1 + 𝑝𝑛 +

𝑛

2(2𝑛 − 1)𝑝𝑛−1
]
𝑡2𝑛

(2𝑛)!
.

∞

𝑛=2

                           (2.5) 

(2.5)-ს გათვალისწინებით, ჩვენი მიზანია დადებითი რიცხვთა (𝑝𝑛) მიმდევრობა ისე შე-

ვარჩიოთ, რომ შესრულდეს უტოლობა 

𝑒𝑡 ≤ 𝑡 +∑
2𝑛 2⁄ 𝑡2𝑛

(2𝑛)!

∞

𝑛=0

,                                                                   (2.6) 

რაც ცხადია, ნიშნავს (2.1)-ის შესრულებას. 

(2.5)-ს მიხედვით, (2.6) შესრულდება, თუ (𝑝𝑛) რიცხვები აკმაყოფილებენ შემდეგ 
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პირობებს 

1 + 𝑝1 ≤ √2,                                                                                (2.7) 

1 + 𝑝𝑛 +
𝑛

2(2𝑛 − 1)𝑝𝑛−1
≤ 2𝑛 2⁄ ,     𝑛 = 2,3, ….                                               (2.8) 

 

შევარჩიოთ (𝑝𝑛) მიმდევრობა შემდეგნაირად 

𝑝𝑛 =
2.15

√(2𝑛+1)3
,     𝑛 = 1,2, …. 

 

ახლა შევამოწმოთ, რომ (2.7) და (2.8) პირობები შესრულებულია. 

პირობა (2.7): 

1 + 𝑝1 =
2.15

√27
< √2, 

ე.ი. (2.7) პირობა შესრულდა. 

 

(2.8) უტოლობა 

1 + 𝑝2 +
1

3𝑝1
= 1 +

2.15

√125
+

1

3 ∙
2.15

√27

< 2.                                             (2.9) 

აქედან გამომდინარე, 𝑛 = 2-ისათვის პირობა (2.8) შესრულებულია. 

ახლა, ყოველი მთელი 𝑛 > 2 რიცხვისათვის უნდა ვაჩვენოთ, რომ სამართლიანია შედეგი 

უტოლობა 

1 +
2.15

√(2𝑛 + 1)3 
+
𝑛√2𝑛 − 1

4.3
≤ 2𝑛 2⁄ .                                                        (2.10) 

 

მათემატიკური ინდუქციის მეთოდის გამოყენებით, დავუშვათ, რომ (2.10) ჭეშმარიტია 

ფიქსირებული 𝑛-სათვის და ვაჩვენოთ მისი ჭეშმარიტება (𝑛 + 1)-სათვის. ანუ, ჩვენ უნდა 

დავამტკიცოთ შემდეგი უტოლობის მართებულობა 

1 +
2.15

√(2𝑛 + 3)3 
+
(𝑛 + 1)√2𝑛 + 1

4.3
≤ 2(𝑛+1) 2⁄ ,      𝑛 = 2,3, …. 
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მართლაც, გვაქვს 

1 +
2.15

√(2𝑛 + 3)3 
+
(𝑛 + 1)√2𝑛 + 1

4.3
≤ 2𝑛 2⁄ +

(𝑛 + 1)√2𝑛 + 1 − 𝑛√2𝑛 − 1

4.3
− 

−2.15 [
1

√(2𝑛 + 1)3 
−

1

√(2𝑛 + 3)3
].                                              (2.11) 

ჩვენი მიზანია ვაჩვენოთ, რომ ყოველი 𝑛 ≥ 2-ისათვის (2.11) უტოლობის მარჯვენა მხარე 

2(𝑛+1) 2⁄ -ზე ნაკლებია. ანუ 

(𝑛 + 1)√2𝑛 + 1 − 𝑛√2𝑛 − 1

4.3
− 2.15 [

1

√(2𝑛 + 1)3 
−

1

√(2𝑛 + 3)3
] ≤ 

≤ (√2 − 1)2𝑛 2⁄ .                                                                    (2.12) 

 

ცხადია, (2.12) უტოლობის ჭეშმარიტება დამტკიცდება, თუ ვაჩვენებთ, რომ შესრულე-

ბულია უტოლობა 

(𝑛 + 1)√2𝑛 + 1 − 𝑛√2𝑛 − 1

4.3
≤ (√2 − 1)2𝑛 2⁄ .                                             (2.13) 

 

ადვილი შესამოწმებელია, რომ 

(𝑛 + 1)√2𝑛 + 1 − 𝑛√2𝑛 − 1

4.3
≤

6𝑛 + 1

8.6√4𝑛2 − 1
4  . 

 

მაშასადამე, (2.13) დამტკიცდება, თუ ვაჩვენებთ, რომ 

6𝑛 + 1

√4𝑛2 − 1
4 ≤ 8.6(√2 − 1)2𝑛 2⁄ ,      𝑛 = 2,3, ….                                     (2.14) 

 

დავამტკიცოთ ეს უტოლობაც ინდუქციით. ელემენტარულად შეგვიძლია შევამოწმოთ, 

რომ სამართლიანია თანაფარდობა 

13

√15
4

< 17.2(√2 − 1), 

რასაც ვღებულობთ (2.14)-დან 𝑛 = 2-სათვის. 

ახლა დავუშვათ, რომ (2.14) ჭეშმარიტია ფიქსირებული 𝑛-სათვის (𝑛 ≥ 2) და ვაჩვენოთ 
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მისი სამართლიანობა (𝑛 + 1)-სათვის, ანუ დავამტკიცოთ უტოლობები 

6𝑛 + 7

√4𝑛2 + 8𝑛 + 3
4 ≤ 8.6(√2 − 1)2(𝑛+1) 2⁄ , 𝑛 = 2,3, …. 

 

მართლაც, გვაქვს 

6𝑛 + 7

√4𝑛2 + 8𝑛 + 3
4 ≤ 8.6(√2 − 1)2𝑛 2⁄ ∙

6𝑛 + 7

6𝑛 + 1
  √
2𝑛 + 1

2𝑛 + 3

4

. 

 

ბოლო თანაფარდობის გათვალისწინებით, ცხადია დამტკიცება დასრულდება, თუ 

ყოველი 𝑛 ≥ 2-ისთვის ვაჩვენებთ, რომ 

6𝑛 + 7

6𝑛 + 1
∙ √
2𝑛 + 1

2𝑛 + 3

4

≤ √2.                                                                       (2.15) 

 

მართლაც, განვიხილოთ 𝑥 ცვლადის 𝑓 ფუნქცია 

𝑓(𝑥) =
(6𝑥 + 7)4 ∙ (2𝑥 + 1)

(6𝑥 + 1)4 ∙ (2𝑥 + 3)
 , 𝑥 ≥ 2, 

 

და შევისწავლოთ მისი ყოფაქცევა როცა 𝑥 ≥ 2. 

 

𝑓′(𝑥) = −
8(6𝑥 + 7)3 ∙ (36𝑥2 + 24𝑥 − 61)

(6𝑥 + 1)5 ∙ (2𝑥 + 3)2
. 

 

ადვილი მისახვედრია, რომ 𝑓′(𝑥) < 0  ყოველ 𝑥 ≥ 2 -სათვის, რაც ნიშნავს, რომ 𝑓  არის 

კლებადი ფუნქცია 𝑥 ≥ 2 შუალედზე და შესაბამისად, ამ ინტერვალში მისი მაქსიმუმი 

მიიღწევა 𝑥 = 2 წერტილში. ახლა, თუ დავუბრუნდებით (2.15)-ს მივიღებთ, რომ ყოველი 

𝑛-სათვის 

6𝑛 + 7

6𝑛 + 1
∙ √
2𝑛 + 1

2𝑛 + 3

4

≤
6 ∙ 2 + 7

6 ∙ 2 + 1
√
2 ∙ 2 + 1

2 ∙ 2 + 3

4

< 1.36 < √2 
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რაც ამტკიცებს (2.15)-ს და მაშასადამე, თეორემა 2.3-იც დამტკიცებულია. 

 

შენიშვნა. უტოლობა (2.1) შეიძლება გადაიწეროს ჰიპერბოლური  

კოსინუსის ტერმინებში შემდეგნაირად 

cosh(√2
4
𝑡) + 𝑡 ≥ 𝑒𝑡. 

 

შენიშვნა. დამტკიცებული თეორემა ჩამოვაყალიბოთ შემდეგი სახით 

𝑎 = (√2
4
)-სა და ყოველი 𝑡 ∈ 𝑅1 რიცხვისათვის სამართლიანია შემდეგი უტოლობა 

𝑒𝑎𝑡 + 𝑒−𝑎𝑡

2
+ 𝑡 ≥ 𝑒𝑡.                                                                         (2.16) 

 

ბუნებრივია ჩნდება კითხვა, 𝑎  პარამეტრის სხვა რომელი მნიშვნელობებისთვის არის 

მოცემული უტოლობა ჭეშმარიტი. (2.16)-ის მართებულობის შესამოწმებლად სხვადასხვა 

კომპიუტერული პროგრამის გამოყენება გვიჩვენებს, რომ სავარაუდოდ, ის ჭეშმარიტია 

ყველა ნამდვილი 𝑡 რიცხვისთვის, როდესაც 𝑎 ≥ √2
4

, მაგრამ ჩვენ ჯერჯერობით არ ვიცით 

ამ ფაქტის ანალიზური დამტკიცება. უფრო მეტიც, ელემენტარული გამოთვლები აჩვე-

ნებს, რომ (2.16) მცდარია, როდესაც 𝑎 < √2
4

. კერძოდ, ეს ჩანს 𝜑𝑎(𝑡) =
𝑒𝑎𝑡+𝑒−𝑎𝑡

2
+ 𝑡 − 𝑒𝑡 

ფუნქციის გრაფიკიდან, სადაც 𝑎 = 1.185 < √2
4

 (იხ. ნახ. 2).  
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ნახ. 2. 𝑦 =
𝑒𝑎𝑡+𝑒−𝑎𝑡

2
+ 𝑡 − 𝑒𝑡 ფუნქციის გრაფიკი. 

იგივე მათემატიკური პროგრამები აჩვენებს, რომ (2.16) შესაძლოა იყოს მართებული  𝑎 =

1.189 < √2
4

 მნიშვნელობისათვის.  ამრიგად, შეგვიძლია დავსვათ შემდეგი პრობლემა: 

ვიპოვოთ 𝑎 პარამეტრის ის უმცირესი დადებითი მნიშვნელობა, რომლისთვისაც  (2.16) 

იქნება ჭეშმარიტი. 
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თავი III 

დიდ რიცხვთა კანონი 

ნაშრომის ამ ნაწილში განვიხილავთ დიდ რიცხვთა კანონს და მისი განვითარების 

ეტაპებს, შემთხვევით ელემენტებს მნიშვნელობებით სეპარაბელურ ჰილბერტის სივრცე-

ში. ჩამოყალიბებული და დამტკიცებულია დიდ რიცხვთა კანონი სეპარაბელურ 

ჰილბერტის სივრცეში მნიშვნელობების მქონე სუსტად კორელირებული შემთხვევითი 

ელემენტებისათვის. ბოლოს კი განხილულია სრულყოფილად განშლადი ერთი მწკრი-

ვის მაგალითი.  

 

§1. დიდ რიცხვთა კანონი 

ვთქვათ, შემთხვევით სიდიდეთა მიმდევრობა (𝜉𝑛)  განსაზღვრულია (Ω, 𝐹, 𝑃) 

ალბათურ სივრცეზე და ვთქვათ, რომ მოცემულ შემთხვევით სიდიდეებს გააჩნიათ 

მათემატიკური მოლოდინი. შემოვიღოთ აღნიშვნა 𝑆𝑛 = ∑ 𝜉𝑖
𝑛
𝑖=1 , 𝑛 = 1,2, …. 

ვიტყვით, რომ შემთხვევით სიდიდეთა (𝜉𝑛)  მიმდევრობა აკმაყოფილებს დიდ 

რიცხვთა კანონს (დიდ რიცხვთა სუსტ კანონს), თუ მიმდევრობა 
𝑆𝑛−𝐸𝑆𝑛

𝑛
 ალბათურად 

მიისწრაფვის ნულისაკენ, ანუ 

lim
𝑛→∞

𝑃 [|
𝑆𝑛 − 𝐸𝑆𝑛

𝑛
| > 𝜀] = 0 

ყოველი 𝜀 > 0-სათვის. 

ამბობენ, რომ შემთხვევით სიდიდეთა (𝜉𝑛)  მიმდევრობა აკმაყოფილებს დიდ 

რიცხვთა გაძლიერებულ კანონს, თუ მიმდევრობა 
𝑆𝑛−𝐸𝑆𝑛

𝑛
 თითქმის ყველგან (ან თითქმის 

უეჭველად) მიისწრაფვის ნულისაკენ, ანუ 

𝑃 [ lim
𝑛→∞

|
𝑆𝑛 − 𝐸𝑆𝑛

𝑛
| = 0] = 1. 
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თუ მიმდევრობა თითქმის ყველგან იკრიბება ნულისაკენ, მაშინ ის იკრიბება ნულისაკენ 

ალბათურადაც. შებრუნებული დებულება საზოგადოდ სწორი არ არის. აქედან 

გამომდინარე, თუ (𝜉𝑛)  მიმდევრობა აკმაყოფილებს დიდ რიცხვთა გაძლიერებულ 

კანონს, მაშინ ის აგრეთვე აკმაყოფილებს დიდ რიცხვთა სუსტ კანონს. პირიქით კი, 

საზოგდოდ, სწორი არ არის. 

თუ საწინააღმდეგო არ იქნება ნათქვამი, ზოგადობის შეუზღუდავად ქვემოთ 

ყველგან ვიგულისხმებთ, რომ განსახილველი შემთხვევითი სიდიდეები ცენტრირებუ-

ლია. 

შემოვიღოთ აღნიშვნები: 

თუ შემთხვევით სიდიდეთა (𝜉𝑛)  მიმდევრობა აკმაყოფილებს დიდ რიცხვთა სუსტ 

კანონს ამ ფაქტს შემოკლებით ასე ჩავწერთ: (𝜉𝑛) ∈ 𝑊𝐿𝐿𝑁. 

ხოლო, თუ შემთხვევით სიდიდეთა (𝜉𝑛)  მიმდევრობა აკმაყოფილებს დიდ რიცხვთა 

გაძლიერებულ კანონს, ჩავწერთ: (𝜉𝑛) ∈ 𝑆𝐿𝐿𝑁. 

ვთქვათ, 𝜉  და 𝜂  მეორე რიგის ცენტრირებული შემთხვევითი სიდიდეებია. 

როგორც ცნობილია, მათი კორელაციის კოეფიციენტი 𝜌(𝜉, 𝜂) განისაზღვრება ტოლობით 

𝜌(𝜉, 𝜂) =
𝐸𝜉𝜂

√𝐸𝜉2𝐸𝜂2
.  

𝜉და 𝜂 მეორე რიგის ცენტრირებულ შემთხვევით სიდიდეებს ეწოდება არაკორე-

ლირებული, თუ 𝜌(𝜉, 𝜂) = 0. 

როგორც უკვე აღვნიშნეთ, დიდ რიცხვთა კანონი პირველად მიღებული იქნა  

ბერნულის მიერ, რომელიც ავტორმა ბერნულის სქემისთვის ჩამოაყალიბა. დამოუკიდე-

ბელ ორ შედეგიან ცდათა მიმდევრობას, სადაც თითოეულ ცდაში ჩვენთვის საინტერესო 

ხდომილების მოხდენის ალბათობა არის ერთი და იგივე რიცხვი, ბერნულის სქემა ეწო-

დება. ვთქვათ, ერთსა და იმავე ცდას ვატარებთ 𝑛-ჯერ და ვთქვათ, თითოეულ ცდაში 

ვაფიქსირებთ რაიმე 𝐴  ხდომილების მოხდენას. თითოეულ ცდაში 𝐴  ხდომილების 

მოხდენის ალბათობა აღვნიშნოთ 𝑝-თი, 0 < 𝑝 < 1 და ვთქვათ, 𝑘  არის ამ 𝑛  ჩატარებულ 
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ცდაში 𝐴 ხდომილების მოხდენის რაოდენობა. ცხადია, 0 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛. ალბათობა იმისა, რომ 

𝑛  ჩატარებულ ცდაში 𝐴  ხდომილება მოხდება ზუსტად 𝑘 -ჯერ, აღვნიშნოთ 𝑃𝑛(𝑘) -თი. 

𝑃𝑛(𝑘)-ს ბერნულის ალბათობას უწოდებენ და იგი გამოითვლება ფორმულით 

𝑃𝑛(𝑘) =
𝑛!

𝑘!(𝑛 − 𝑘)!
𝑝𝑘(1 − 𝑝)𝑛−𝑘,             𝑘 = 0,1, … , 𝑛. 

 𝜉𝑖-თი აღვნიშნოთ შემთხვევითი სიდიდე, რომელიც ღებულობს მნიშვნელობა 1-ს, 

თუ 𝑖-ურ ცდაში მოხდა ხდომილება 𝐴 და ღებულობს მნიშვნელობა 0-ს, თუ 𝑖-ურ ცდაში 

არ მოხდა 𝐴  ხდომილება, 𝑖 = 0,1, … , 𝑛 . ცხადია, ყველა 𝜉𝑖 -ს გააჩნია ერთი და იგივე 

განაწილების კანონი 

𝜉𝑖: (
1 0
𝑝 1 − 𝑝

). 

ცხადია, 𝐸𝜉𝑖 = 𝑝 . რადგან ცდები ტარდება ერთმანეთისგან დამოუკიდებლად, ამიტომ, 

(𝜉𝑖), 𝑖 = 0,1, … , 𝑛  შემთხვევითი სიდიდეები არიან დამოუკიდებელი შემთხვევითი 

სიდიდეები. გარდა ამისა, 𝜉𝑖-ს განსაზღვრების გამო, ცხადია, ჯამი 𝑆𝑛 = ∑ 𝜉𝑖
𝑛
𝑖=1  აღნიშნავს 

𝑛 ჩატარებულ ცდაში 𝐴 ხდომილების მოხდენის 𝑛𝐴 რაოდენობას. 

ამიტომ, 

𝑃[𝑆𝑛 = 𝑘] = 𝑃𝑛(𝑘) =
𝑛!

𝑘!(𝑛 − 𝑘)!
𝑝𝑘(1 − 𝑝)𝑛−𝑘, 𝑘 = 0,1, … , 𝑛. 

ჩამოვაყალიბოთ ბერნულის თეორემა. შევნიშნოთ, რომ ეს თეორემა მაქსიმალუ-

რად არის მიახლოებული თვით ბერნულის ორიგინალურ თეორემასთან და ის იყენებს 

მხოლოდ ბერნულის სქემის და ბერნულის ალბათობების თვისებებს. 

თეორემა 3.1 (ი. ბერნული). ვთქვათ, (𝜉𝑛) დამოუკიდებელი შემთხვევითი სიდი-

დეებია, რომლებიც იღებენ მნიშვნელობებს 1 ან 0 შესაბამისად 𝑝 და 𝑞 = 1 − 𝑝 ალბათო-

ბებით, 0 < 𝑝 < 1. მაშინ ნებისმიერი 𝜀 > 0-სათვის სრულდება ტოლობა 

lim
𝑛→∞

𝑃 [|
𝑆𝑛 − 𝐸𝑆𝑛

𝑛
| > 𝜀] = lim

𝑛→∞
𝑃 [|
𝜉1 + 𝜉2 +⋯+ 𝜉𝑛

𝑛
− 𝑝| > 𝜀] = 0. 
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ბერნულის თეორემა ბერნულის სქემის ტრადიციულ ტერმინებში შემდეგი სახით 

ფორმულირდება: 

თეორემა 3.2. ვთქვათ, 𝑛𝐴  არის 𝐴  ხდომილების მოხდენის რაოდენობა 𝑛  დამო-

უკიდებელ ცდაში და 𝑝 არის თითოეულ ცდაში 𝐴 ხდომილების მოხდენის ალბათობა. 

მაშინ, როგორიც არ უნდა იყოს 𝜀 > 0, სრულდება ტოლობა 

lim
𝑛→∞

𝑃 [|
𝑛𝐴
𝑛
− 𝑝| > 𝜀] = 0 . 

 ბერნულის ეს თეორემა განაზოგადა პუასონმა, რომელმაც განიხილა 𝑛 დამოუკი-

დებელ ცდათა მიმდევრობა, სადაც თითოეულ ცდაში 𝐴 ხდომილების მოხდენის 𝑝𝑖 ალ-

ბათობა დამოკიდებულია ცდის ნომერზე. 

თეორემა 3.3 (ს. პუასონი). ვთქვათ, 𝑛𝐴 არის 𝐴 ხდომილების მოხდენის რაოდენობა 

𝑛 დამოუკიდებელ ცდაში და 𝑝𝑖 არის 𝑖-ურ ცდაში 𝐴 ხდომილების მოხდენის ალბათობა. 

მაშინ, როგორიც არ უნდა იყოს 𝜀 > 0, სრულდება ტოლობა 

lim
𝑛→∞

𝑃 [|
𝑛𝐴
𝑛
−
𝑝1 +⋯+ 𝑝𝑛

𝑛
| > 𝜀] = 0 . 

 დიდ რიცხვთა კანონის განვითარებას მძლავრი ბიძგი მისცა 1867 წელს გამო-

ქვეყნებულმა ჩებიშევის ნაშრომმა “საშუალო მნიშვნელობების შესახებ”. ამ ნაშრომში 

პირველად იქნა ჩამოყალიბებული და დამტკიცებული დიდ რიცხვთა კანონი შემთხვე-

ვითი სიდიდეების ტერმინებში (დიდ რიცხვთა კანონი ჩებიშევის ფორმით). მისი დამ-

ტკიცება ეყრდნობა უტოლობას, რომელიც ჩებიშევის უტოლობის სახელით არის ცნობი-

ლი. 

ჩებიშევის უტოლობა. ვთქვათ, 𝜉 შემთხვევითი სიდიდის მათემატიკური მოლო-

დინია 𝐸𝜉 და დისპერსია 𝐷𝜉. მაშინ ყოველი 𝜀 > 0-სათვის 

𝑃[|𝜉 − 𝐸𝜉| ≥ 𝜀] ≤
𝐷𝜉

𝜀2
 . 

დიდ რიცხვთა კანონი ჩებიშევის ფორმით.  
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თეორემა 3.4 (პ. ჩებიშევი). ვთქვათ, (𝜉𝑛) არის წყვილ-წყვილად დამოუკიდებელ 

შემთხვევით სიდიდეთა მიმდევრობა, რომელთა დისპერსიები შემოსაზღვრულია ერთი-

დაიგივე სასრული მუდმივით 

𝐷𝜉𝑘 ≤ 𝐶 < ∞,   𝑘 = 1,2, … 

მაშინ, ყოველი 𝜀 > 0-სათვის 

lim
𝑛→∞

𝑃 {|
1

𝑛
∑𝜉𝑘

𝑛

𝑘=1

−
1

𝑛
∑𝐸𝜉𝑘

𝑛

𝑘=1

| ≥ 𝜀} = 0. 

 ცხადია, რომ ამ თეორემის შედეგს წარმოადგენენ ბერნულის და პუასონის თეო-

რემები, რადგან 𝜉𝑖: (
1 0
𝑝𝑖 1 − 𝑝𝑖

) შემთხვევითი სიდიდეები დამოუკიდებლებია და მათი 

დისპერსია 𝐷𝜉𝑖 = 𝑝𝑖(1 − 𝑝𝑖) ≤ 1/4 ყოველი 𝑖-სათვის. 

ჩებიშევის ამ თეორემის განზოგადება ეკუთვნის ხინჩინს. მან დაამტკიცა დიდ 

რიცხვთა კანონი სუსტად კორელირებული, (𝜉𝑛) შემთხვევითი სიდიდეების მიმდევრო-

ბისათვის. 

განსაზღვრება. ვთქვათ, მოცემულია არაუარყოფით მნიშვნელობებიანი რაიმე 𝑔 

ფუნქცია, რომელიც განსაზღვრულია არაუარყოფით მთელ რიცხვთა სიმრავლეზე 

(𝑔:𝑁0 → 𝑅0
+). ვიტყვით, რომ 𝜉𝑚 და 𝜉𝑛 შემთხვევითი სიდიდეები სუსტად კორელირებუ-

ლია, თუ მათი კორელაციის 𝜌𝑛𝑚 კოეფიციენტი აკმაყოფილებს უტოლობას 

|𝜌𝑛𝑚| ≤ 𝑔(|𝑛 − 𝑚|),       𝑛,𝑚 = 1,2, … 

თეორემა 3.5 (ა. ხინჩინი). დავუშვათ, მოცემულია მეორე რიგის სუსტად კორელი-

რებული შემთხვევითი სიდიდეების (𝜉𝑛) მიმდევრობა. მაშინ, იმისათვის, რომ ყოველი 

𝜀 > 0-სათვის შესრულდეს 

lim
𝑛→∞

𝑃 [|
𝜉1 +⋯+ 𝜉𝑛

𝑛
−
𝐸𝜉1 +⋯+ 𝐸𝜉𝑛

𝑛
| ≥ 𝜀] = 0, 

საკმარისია, შემდეგი პირობის შესრულება 
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lim
𝑛→∞

𝑔𝑛
𝑛2
∙∑𝐷𝜉𝑖

𝑛

𝑖=1

= 0, 

სადაც 

𝑔𝑛 = ∑𝑔(𝑘)

𝑛−1

𝑘=0

, 𝑛 = 1,2, …. 

დამოუკიდებელი, ერთნაირად განაწილებული 𝜉1, 𝜉2, … , 𝜉𝑛, … შემთხვევითი სიდი-

დეებისათვის შეიძლება დიდ რიცხვთა კანონის შესრულების აუცილებელი და საკმა-

რისი პირობის მოცემა, რომელიც ასევე ხინჩინმა დაასაბუთა და რომელიც ქვემოთ არის 

მოყვანილი. 

ახლა აღვნიშნოთ ჩებიშევის თეორემის კიდევ ერთი შედეგი 

შედეგი. ვთქვათ 𝜉1, 𝜉2, … , 𝜉𝑛, … არის ისეთი დამოუკიდებელი ერთნაირად განაწი-

ლებული შემთხვევითი სიდიდეების მიმდევრობა, რომელთაც გააჩნიათ სასრული 

დისპერსია. მაშინ ყოველი 𝜀 > 0-სათვის 

lim
𝑛→∞

𝑃 {|
𝜉1 +⋯+ 𝜉𝑛

𝑛
− 𝐸𝜉1| ≥ 𝜀} = 0 . 

𝜉1, 𝜉2, … , 𝜉𝑛, … შემთხვევითი სიდიდეების დამოუკიდებლობა მოთხოვნილია დი-

სპერსიის ადიტიურობის თვისების უზრუნველსაყოფად. მაგრამ, როგორც ვიცით, დი-

სპერსიის ადიტიურობისათვის საკმარისია შემთხვევითი სიდიდეები იყოს არაკორელი-

რებულები, ანუ ადგილი ჰქონდეს ტოლობას 

𝐸(𝜉𝑖 − 𝐸𝜉𝑖)(𝜉𝑗 − 𝐸𝜉𝑗) = 0        როცა        𝑖 ≠ 𝑗. 

კერძოდ, თუ გავიმეორებთ ჩებიშევის თეორემის დამტკიცების გზას, ადვილად 

მივიღებთ შემდეგ დებულებას 

თეორემა 3.6. ვთქვათ, 𝜉1, 𝜉2, … , 𝜉𝑛, … არაკორელირებული შემთხვევითი სიდიდე-

ებია და სრულდება პირობა 
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lim
𝑛→∞

∑ 𝐷𝜉𝑖
𝑛
𝑖=1

𝑛2
= 0 . 

 მაშინ, ნებისმიერი 𝜀 > 0-სათვის სამართლიანია ტოლობა 

lim
𝑛→∞

𝑃 [|
𝜉1 +⋯+ 𝜉𝑛

𝑛
−
𝐸𝜉1 +⋯+ 𝐸𝜉𝑛

𝑛
| ≥ 𝜀] = 0 . 

 ჩებიშევის უტოლობის გამოყენებით ადვილად შეგვიძლია დავამტკიცოთ დიდ 

რიცხვთა კანონი დამოუკიდებლობის ან არაკორელირებულობის მოთხოვნის გარეშე. 

სახელდობრ, სამართლიანია 

თეორემა 3.7 (ა. მარკოვი). თუ შემთხვევითი სიდიდეების 𝜉1, 𝜉2, … , 𝜉𝑛, …  მიმდე-

ვრობა ისეთია, რომ 

lim
𝑛→∞

𝐷(∑ 𝜉𝑖)
𝑛
𝑖=1

𝑛2
= 0 , 

მაშინ, ნებისმიერი 𝜀 > 0-სათვის სამართლიანია ტოლობა 

lim
𝑛→∞

𝑃 [|
𝜉1 +⋯+ 𝜉𝑛

𝑛
−
𝐸𝜉1 +⋯+ 𝐸𝜉𝑛

𝑛
| ≥ 𝜀] = 0 . 

თუ შემთხვევითი სიდიდეები 𝜉1, 𝜉2, … , 𝜉𝑛, …  წყვილ-წყვილად დამოუკიდებელია, მაშინ 

მარკოვის პირობა მიიღებს სახეს: 

lim
𝑛→∞

∑ 𝐷𝜉𝑖
𝑛
𝑖=1

𝑛2
= 0 . 

აქედან ჩანს, რომ ჩებიშევის თეორემა წარმოადგენს მარკოვის თეორემის კერძო 

შემთხვევას. 

 პირველი შედეგი, სადაც დიდ რიცხვთა კანონის შესრულებისათვის აუცილებელი 

და საკმარისი პირობა დაფიქსირდა, 1923 წელს იქნა მიღებული ა. ხინჩინის მიერ. 

 თეორემა 3.8 (ა. ხინჩინი). დამოუკიდებელი ერთნაირად განაწილებული შემთხვე-

ვითი სიდიდეების (𝜉𝑛)  მიმდევრობა, აკმაყოფილებს დიდ რიცხვთა კანონს, მაშინ და 

მხოლოდ მაშინ, როცა 𝐸|𝜉𝑖| < ∞. 
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 აღსანიშნავია, რომ არსებობს თეორემა, რომელიც შემთხვევით სიდიდეთა 

ნებისმიერი მიმდევრობისათვის იძლევა აუცილებელ და საკმარის პირობას დიდ 

რიცხვთა კანონის შესრულებისათვის, მაგრამ ამ პირობის ფაქტობრივი გამოყენება 

რეალურ სიტუაციებში საკმარისად პრობლემურია. 

 

§2. დიდ რიცხვთა კანონი სუსტად კორელირებული შემთხვევითი ელემენტები-

სათვის ჰილბერტის სივრცეში 

 ვთქვათ, 𝑋 = 𝐻 არის ჰილბერტის სივრცე. (𝑥, 𝑦)𝐻 სკალარული ნამრავლით, ბუნე-

ბრივი ნორმით ‖𝑥‖ = √(𝑥, 𝑥), 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐻 და (𝜑𝑘) ორთონორმირებული ბაზისით. 

ამბობენ, რომ 𝜉  შემთხვევით ელემენტს გააჩნია სუსტი მეორე რიგი, თუ 𝐸(ℎ, 𝜉)2 < ∞ 

ყოველი ℎ ∈ 𝐻-სათვის. 

𝑇:𝐻 → 𝐻 ოპერატორს, ეწოდება ბირთვული ოპერატორი, თუ მისი წარმოდგენა შესაძლე-

ბელია შემდეგი სახით 

𝑇ℎ =∑(𝑎𝑖, ℎ)𝐻𝑏𝑖

∞

𝑖=1

        ყოველი      ℎ ∈ 𝐻 − სათვის. 

სადაც, (𝑎𝑖) და (𝑏𝑖) მიმდევრობები ისეთია, რომ 

∑‖𝑎𝑖‖𝐻‖𝑏𝑖‖𝐻

∞

𝑖=1

< ∞. 

𝑇:𝐻 → 𝐻 ბირთვული ოპერატორისათვის, სამართლიანია შემდეგი წარმოდგენა 

𝑡𝑟(𝑇) = ∑(𝑇𝜑𝑘, 𝜑𝑘)𝐻

∞

𝑘=1

. 

ცნობილია, რომ უკანასკნელი მწკრივი კრებადია და ჯამი არ არის დამოკიდებული (𝜑𝑘) 

ორთონორმირებული ბაზისის არჩევაზე. 𝑡𝑟(𝑇) რიცხვს უწოდებენ 𝑇 ბირთვული ოპერა-

ტორის კვალს, თუ ჰილბერტის სივრცეში მნიშვნელობების მქონე 𝜉  შემთხვევით ელე-
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მენტს გააჩნია ძლიერი მეორე რიგი (𝐸‖𝜉‖𝐻
2 ) < ∞  და 𝑅𝜉  მისი კოვარიაციული ოპერა-

ტორია, მაშინ მტკიცდება, რომ 𝐸‖𝜉‖𝐻
2 = 𝑡𝑟(𝑅𝜉). 

 ქვემოთ დამტკიცებული შემდეგი თეორემა წარმოადგენს სუსტად კორელირებუ-

ლი შემთხვევითი ელემენტებისათვის ხინჩინის თეორემის ანალოგს ჰილბერტის 

სივრცის შემთხვევაში. 

 თეორემა 3.9. ვთქვათ, მოცემულია ძლიერი მეორე რიგის მქონე ცენტრირებულ 

შემთხვევით ელემენტთა (𝜉𝑛) მიმდევრობა, მნიშვნელობებით 𝐻  ჰილბერტის სივრცეში. 

აგრეთვე, ვთქვათ, არსებობს არაუარყოფით მთელ რიცხვთა სიმრავლეზე განსაზღვრუ-

ლი არაუარყოფითი მნიშვნელობების მქონე ფუნქცია 𝑔, ისეთი, რომ 𝜉𝑚 და 𝜉𝑛 შემთხვევი-

თი ელემენტების კორელაციის 𝑉𝑛𝑚  კოეფიციენტისათვის სრულდება პირობა ‖𝑉𝑛𝑚‖ ≤

𝑔(|𝑛 − 𝑚|), 𝑛,𝑚 = 1,2, …. მაშინ, (𝜉𝑛) მიმდევრობა აკმაყოფილებს დიდ რიცხვთა კანონს, 

თუ 

lim
𝑛→∞

∑ 𝑔(𝑖)𝑛−1
𝑖=0 ∙ ∑ 𝑡𝑟(𝑅𝑖)

𝑛
𝑖=1

𝑛2
= 0.                                                         (3.1) 

დამტკიცება. 𝑅𝑖  და 𝑅𝑗  სიმბოლოებით აღვნიშნოთ, შესაბამისად, 𝜉𝑖  და 𝜉𝑗  შემთხვე-

ვითი ელემენტების კოვარიაციული ოპერატორები. ხოლო, 𝐴𝑖  და 𝐴𝑗  სიმბოლოებით -

კვადრატული ფესვები, შესაბამისად 𝑅𝑖  და 𝑅𝑗  კოვარიაციული ოპერატორებიდან. თუ 

ყოველი 𝑖 და 𝑗 -სათვის გავითვალისწინებთ თანაფარდობებს 

𝑅𝑖𝑗 = 𝐴𝑖
∗𝑉𝑖𝑗𝐴𝑗, 

(𝑅𝑖𝑗𝜑𝑘, 𝜑𝑘) = (𝑉𝑖𝑗𝐴𝑗𝜑𝑘, 𝐴𝑖𝜑𝑘) ≤ ‖𝑉𝑖𝑗‖‖𝐴𝑖𝜑𝑘‖‖𝐴𝑗𝜑𝑘‖, 

𝑡𝑟(𝑅𝑖) = ∑ (𝑅𝑖𝜑𝑘, 𝜑𝑘)
∞
𝑘=1 , სადაც 𝑡𝑟(𝑅𝑖)  აღნიშნავს 𝑅𝑖  ბირთვული ოპერატორის კვალს, 

ადვილი შესამოწმებელია, რომ 

𝐸 ‖∑𝜉𝑖 𝑛⁄

𝑛

𝑖=1

‖

2

=
1

𝑛2
𝐸 ‖∑𝜉𝑖

𝑛

𝑖=1

‖

2

=
1

𝑛2
∑𝐸(𝜑𝑘,∑𝜉𝑖

𝑛

𝑖=1

)

2∞

𝑘=1

= 
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=
1

𝑛2
∑∑ 𝐸(𝜑𝑘, 𝜉𝑖)(𝜑𝑘, 𝜉𝑗) =

𝑛

𝑖,𝑗=1

∞

𝑘=1

1

𝑛2
∑∑(𝑅𝑖𝑗𝜑𝑘, 𝜑𝑘)

𝑛

𝑖,𝑗=1

∞

𝑘=1

= 

=
1

𝑛2
∑∑(𝐴𝑖

∗𝑉𝑖𝑗𝐴𝑗𝜑𝑘, 𝜑𝑘)

𝑛

𝑖,𝑗=1

∞

𝑘=1

≤
1

𝑛2
∑∑‖𝑉𝑖𝑗‖‖𝐴𝑖𝜑𝑘‖‖𝐴𝑗𝜑𝑘‖

𝑛

𝑖,𝑗=1

∞

𝑘=1

≤ 

≤
1

𝑛2
∑∑𝑔(𝑖)

𝑛−1

𝑖=0

∞

𝑘=1

∑(𝑅𝑖𝜑𝑘, 𝜑𝑘) =

𝑛

𝑖=1

1

𝑛2
∑𝑔(𝑖)

𝑛−1

𝑖=0

∙∑[∑(𝑅𝑖𝜑𝑘, 𝜑𝑘)

∞

𝑘=1

]

𝑛

𝑖=1

= 

=
1

𝑛2
∑𝑔(𝑖)

𝑛−1

𝑖=0

∙∑𝑡𝑟(𝑅𝑖)

𝑛

𝑖=1

 

 ახლა, თუ მხედველობაში მივიღებთ მარკოვის უტოლობას, რომლის ძალითაც 

𝑃 [‖∑𝜉𝑖 𝑛⁄

𝑛

𝑖=1

‖ > 𝜀] ≤ 𝐸 ‖∑𝜉𝑖 𝑛⁄

𝑛

𝑖=1

‖

2

/𝜀2,  

ცხადია, ყოველი 𝜀 > 0-სათვის შესრულებული იქნება 

lim
𝑛→∞

𝑃 [‖∑𝜉𝑖 𝑛⁄

𝑛

𝑖=1

‖ > 𝜀] = 0. 

თეორემა დამტკიცებულია. 

 

 შედეგი. თუ სრულდება პირობა 

lim
𝑛→∞

(∑𝑡𝑟(𝑅𝑖)

𝑛

𝑖=1

/𝑛) = 0,                                                            (3.2) 

მაშინ, მიმდევრობა 𝜉1, 𝜉2, … , 𝜉𝑛, … აკმაყოფილებს დიდ რიცხვთა კანონს. 

დამტკიცება. მართლაც, რადგანაც კორელაციის კოეფიციენტი აკმაყოფილებს 

პირობას ‖𝑉𝑛𝑚‖ ≤ 1 , ამიტომ 𝑔  ფუნქციად შესაძლებელია ავიღოთ მუდმივი ფუნქცია 
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𝑔(𝑘) ≡ 1  ყოველი 𝑘 = 0,1, … -სათვის. ამის გათვალისწინებით, (3.1)-დან უშუალოდ 

გამომდინარეობს პირობა (3.2). 

 

§3. სრულყოფილად განშლადი მწკრივის მაგალითი ჰილბერტის სივრცეში 

თეორემა 3.10. ჰილბერტის უსასრულოგანზომილებიან 𝐻  სივრცეში არსებობს მისი 

ელემენტების ისეთი (𝑋𝑛) მიმდევრობა, რომელსაც გააჩნია შემდეგი ორი თვისება 

I. მწკრივი ∑ 𝑋𝑛𝑛  არის სრულყოფილად განშლადი, ანუ როგორიც არ უნდა იყოს 

ნიშნების (𝜃𝑛) მიმდევრობა, მწკრივი ∑ 𝜃𝑛𝑋𝑛𝑛  განშლადია. 

II. არსებობს, ნატურალურ რიცხვთა სიმრავლის ისეთი გადანაცვლება 𝜋:𝑁 → 𝑁, 

რომ ∑ 𝑋𝜋(𝑛)𝑛  კრებადია. 

შენიშვნა. გადანაცვლება 𝜋:𝑁 → 𝑁 არის ურთიერთცალსახა „ზე“ ასახვა. 

შენიშვნა. 𝐻-ის უსასრულოგანზომილებიანობა აუცილებელი მოთხოვნაა თეორე-

მის სამართლიანობისათვის. სასრულგანზომილებიან შემთხვევაში ეს არ არის სწორი. ეს 

გამოდის შემდეგი მოსაზრებიდან. 

შემთხვევა ა). (განზომილება არის 1). ე.ი. 𝐻 = 𝑅. „II“ თვისებიდან გამომდინარე-

ობს, არსებობს ისეთი 𝜋 გადანაცვლება, რომ 𝑋𝜋(𝑛) → 0 პირობიდან გამომდინარეობს, რომ 

𝑋𝑛 → 0, როცა 𝑛 → ∞. 

პირობიდან 𝑋𝑛 → 0 გამომდინარეობს, რომ ნიშნების რაიმე 𝜃𝑛 მიმდევრობისთვის ∑ 𝜃𝑛𝑋𝑛𝑛  

კრებადია როცა 𝑛 → ∞. ანალიზიდან კარგად არის ცნობილი, რომ თუ მონოტონურად 

კლებადი დადებით რიცხვთა მიმდევრობა (𝑋𝑛)  მიისწრაფის ნულისკენ, მაშინ, 

∑ (−1)𝑛𝑋𝑛𝑛  მწკრივი კრებადია. მაშასადამე, თეორემა 3.10-ის პირობა I არ სრულდება. 

შემთხვევა ბ). 1 < dim(H) < ∞ 

ამ შემთხვევაშიც, II პირობიდან გამოდის, რომ ‖𝑋𝜋(𝑛)‖ → 0  და მაშასადამე ‖𝑋𝑛‖ → 0 . 

პირობიდან ‖𝑋𝑛‖ → 0  გამოდის, რომ არსებობს ნიშნების ისეთი (𝜃𝑛  მიმდევრობა, რომ 
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∑ 𝜃𝑛𝑋𝑛𝑛  მწკრივი კრებადია. ეს ფაქტი არატრივიალურია. მას ჰქვია დვორეცკი-ჰანანის 

თეორემა. [7]. 

 ვაკეთებთ დასკვნას, რომ 3.10 თეორემის I პირობა ამ შემთხვევაშიც არ სრულდება. 

თეორემის დამტკიცება. რადგან, 𝐻  უსასრულოგანზომილებიანია, მოიძებნება 

მისი ელემენტების უსასრულო ორთონორმირებული მიმდევრობა (𝑒𝑛). დავაფიქსიროთ 

ერთი ასეთი მიმდევრობა. მაგალითად, თუ 𝐻 = 𝑙2 მაშინ 𝑒1 = (1,0,0, … ), 𝑒2 = (0,1,0,… ),… 

ეს არის უსასრულო ორთონორმირებული მიმდევრობა 𝑙2 -ში, რომელიც არის 𝑙2 -ის 

ბუნებრივი ბაზისი. 

შენიშვნა. ვთქვათ (𝑡𝑛) რიცხვების რაიმე მიმდევრობაა, ∑ 𝑡𝑛𝑒𝑛𝑛  კრებადია მაშინ და 

მხოლოდ მაშინ, როცა ∑ 𝑡𝑛
2

𝑛  კრებადია. 

შედეგი. თუ  𝑡𝑛 → 0 , მაგრამ ∑ 𝑡𝑛
2

𝑛 = ∞  მაშინ, ∑ 𝑡𝑛𝑒𝑛𝑛  მწკრივი სრულყოფილად 

განშლადია. 

დამტკიცება. ვთქვათ, (𝜃𝑛) ნიშნების რაიმე მიმდევრობაა და უნდა ვაჩვენოთ, რომ 

∑ 𝜃𝑛𝑡𝑛𝑒𝑛𝑛  არ არის კრებადი. დავუშვათ საწინააღმდეგო, ვთქვათ ეს მწკრივი კრებადია, 

მაშინ ზემოთ ნათქვამის თანახმად კრებადი უნდა იყოს მწკრივი ∑ (𝜃𝑛𝑡𝑛)
2

𝑛 , მაგრამ 

∑ (𝜃𝑛𝑡𝑛)
2

𝑛 = ∑ (𝑡𝑛)
2

𝑛  ეს შედეგი გვიჩვენებს, რომ დვორეცკი-ჰანანის თეორემა არ არის 

სწორი ჰილბერტის სივრცეში. 

მართლაც, თუ 𝑡𝑛  მიმდევრობა ისეთია, რომ 𝑡𝑛 → 0 , მაგრამ ∑ 𝑡𝑛
2

𝑛  განშლადია, მაშინ 

ცხადია ‖𝑡𝑛𝑒𝑛‖ → 0. მაგრამ შედეგის თნახმად ∑ 𝑡𝑛𝑒𝑛𝑛  სრულყოფილად განშლადია. 

შენიშვნა. ვაჩვენოთ, რომ თუ 𝑡𝑛 → 0  და ∑ 𝑡𝑛
2

𝑛 = ∞  მაშინ სრულყოფილად 

განშლადი მწკრივი 3.10 თეორემის II პირობას არ აკმაყოფილებს. 

დამტკიცება. ვთქვათ, არსებობს ისეთი 𝜋  გადანაცვლება, რომ ∑ 𝑡𝜋(𝑛)𝑒𝜋(𝑛)𝑛  კრე-

ბადია. (ჩვენი 𝑥𝑛 = 𝑡𝑛𝑒𝑛). 

შევნიშნოთ, რომ 𝑒𝜋(𝑛)  უსასრულო ორთონორმირებული მიმდევრობაა, ამიტომ ჩვენი 

დებულების თანახმად ∑ 𝑡𝜋(𝑛)𝑒𝜋(𝑛)𝑛  მწკრივის კრებადობიდან გამოდის, რომ 
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∑𝑡𝜋(𝑛)
2

𝑛

< ∞. 

მაგრამ, როგორც ცნობილია 

∑𝑡𝜋(𝑛)
2

𝑛

=∑𝑡𝑛
2

𝑛

. 

აქედან კი მივიღებთ, რომ 

∑𝑡𝑛
2

𝑛

< ∞, 

რაც ეწინააღმდეგება ჩვენს არჩევანს. ე.ი. მიღებული მწკრივი არ აკმაყოფილებს 3.10 

თეორემის II პირობას. კერძოდ, ∑
𝑒𝑛

√𝑛𝑛  არ აკმაყოფილებს თეორემის II პირობას. თეორემას  

დავამტკიცებთ ამ მწკრივის მოდიფიკაციით. 𝑒1, −𝑒1,
𝑒1

√2
+
𝑒2

√2
, −

𝑒1

√2
−
𝑒2

√2
,
𝑒1

√3
+
𝑒2

√3
+
𝑒3

√3
, −

𝑒1

√3
−

𝑒2

√3
−
𝑒3

√3
, … ჩვენი მწკრივია ∑ 𝑋𝑛𝑛 . 

ჰილბერტის უსასრულოგანზომილებიან სივრცეში ავაგოთ მაგალითი მწკრივისა, 

რომელსაც ზემოთ მოყვანილი ორივე თვისება ექნება. 

მაგალითი. ვთქვათ, 𝑒1, 𝑒2, … 𝑒𝑘, …  ჰილბერტის სივრცის ბუნებრივი ბაზისია. 

განვიხილოთ შემდეგი მწკრივი 

 

𝑒1−𝑒1 +
𝑒1

√2
+
𝑒2

√2
−
𝑒1

√2
−
𝑒2

√2
+
𝑒1

√3
+
𝑒2

√3
+
𝑒3

√3
−
𝑒1

√3
−
𝑒2

√3
−
𝑒3

√3
+⋯+

𝑒1

√𝑘
+
𝑒2

√𝑘
+⋯+

𝑒𝑘

√𝑘
−
𝑒1

√𝑘
 

−
𝑒2

√𝑘
−⋯−

𝑒𝑘

√𝑘
+⋯ 

 

ვაჩვენოთ, რომ ეს მწკრივი აკმაყოფილებს I პირობას. 

განვიხილოთ, 𝜃𝑛 = ±1  და ∑ 𝜃𝑛𝑥𝑛𝑛  მწკრივის ის ორი კერძო ჯამი 𝑆𝑙  და 𝑆𝑚 , რომელთა 

სხვაობა მოგვცემს 

𝑆𝑙 − 𝑆𝑚 =
𝜀1𝑒1

√𝑘
+
𝜀2𝑒2

√𝑘
+⋯+

𝜀𝑘𝑒𝑘

√𝑘
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მწკრივის ამ ნაჭერს. (𝜀𝑘 არის ისევ +1 ან −1. ადვილი შესამოწმებელია, რომ სინამდვი-

ლეში 

𝑆𝑘(𝑘−1)+𝑘 − 𝑆𝑘(𝑘−1) =
𝜃𝑘(𝑘−1)+1𝑒1

√𝑘
+
𝜃𝑘(𝑘−1)+2𝑒2

√𝑘
+⋯+

𝜃𝑘(𝑘−1)+𝑘𝑒𝑘

√𝑘
). 

ბაზისის ორთოგონალურობის გამო ცხადია, ‖𝑆𝑙 − 𝑆𝑚‖ = 1. ანუ, ყოველი ნიშნებისათვის 

კერძო ჯამთა მიმდევრობა არ არის ფუნდამენტური, ამრიგად I პირობა შესრულებულია. 

ახლა ვაჩვენოთ, რომ სრულდება II პირობაც. 

ამისათვის, თითოეული ბლოკი 

𝑒1

√𝑘
+
𝑒2

√𝑘
+⋯+

𝑒𝑘

√𝑘
−
𝑒1

√𝑘
−
𝑒2

√𝑘
−⋯−

𝑒𝑘

√𝑘
 

 

გადავანაცვლოთ შემდეგნაირად 

 

𝑒1

√𝑘
−
𝑒1

√𝑘
+
𝑒2

√𝑘
−
𝑒2

√𝑘
+⋯+

𝑒𝑘

√𝑘
−
𝑒𝑘

√𝑘
 

 

ანუ, მივიღებთ შემდეგ მწკრივს 

 

𝑒1−𝑒1 +
𝑒1

√2
−
𝑒1

√2
+
𝑒2

√2
−
𝑒2

√2
+⋯+

𝑒1

√𝑘
−
𝑒1

√𝑘
+
𝑒2

√𝑘
−
𝑒2

√𝑘
+⋯+

𝑒𝑘

√𝑘
−
𝑒𝑘

√𝑘
+⋯ 

 

ცხადია, ეს მწკრივი კრებადია ნულისკენ, ვინაიდან ლუწი ნომრის მქონე კერძო 

ჯამები ნულია, ხოლო კენტი ნომრის მქონე კერძო ჯამები ტოლია 
𝑒𝑖

√𝑗
 სახის ვექტორებისა. 

რომელთა ნორმებიც 
1

√𝑗
, მიისწრაფვიან ნულისკენ. ამრიგად, მოვძებნეთ ისეთი გადანა-

ცვლება, რომ მწკრივი გახდა კრებადი. 
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თავი IV 

დიდ რიცხვთა კანონი 𝒍𝒑, 𝟏 ≤ 𝒑 < ∞, სივრცებში  

§1. დიდ რიცხვთა გაძლიერებული კანონი 

თეორემა 3.5-ის ჰილბერტის სივრცეში განზოგადების შემდეგ, ბუნებრივად 

გაჩნდა კითხვა, უსასრულოგანზომილებიან სივრცეებში დიდ რიცხვთა გაძლიერებული 

კანონის მართებულობის შესახებ. აღმოჩნდა, რომ ამ კითხვაზე პასუხი უარყოფითია 

ერთგანზომილებიან შემთხვევაში ჩებიშევის თეორემის პირობებშიც კი, რომელიც 

ხინჩინის პირობაზე მკაცრი მოთხოვნების პირობებში იყო სწორი. კერძოდ, თუ ხინჩინის 

3.5 თეორემაში მოთხოვნილია შემთხვევითი სიდიდეების სუსტად კორელირებულობა, 

ჩებიშევის 3.4 თეორემაში მოთხოვნილია შემთხვევითი სიდიდეების წყვილ-წყვილად 

დამოუკიდებლობა. 

შევნიშნოთ, რომ ჩებიშევის თეორემა 3.4-ში, (𝜉𝑛) მიმდევრობის წევრების წყვილ-

წყვილად დამოუკიდებლობა მოთხოვნილია დისპერსიების ადიტიურობის უზრუნველ-

საყოფად და რაკი დისპერსიების ადიტიურობის უზრუნველსაყოფად საკმარისია შემ-

თხვევითი სიდიდეების წყვილ-წყვილად არაკორელირებულობა, შეგვიძლია 3.4 თეორე-

მა ასე გადავწეროთ 

თეორემა 4.1 (პ. ჩებიშევი). ვთქვათ, მოცემულია (𝜉𝑛)  მეორე რიგის წყვილ-

წყვილად არაკორელირებული ცენტრირებული შემთხვევითი სიდიდეების მიმდევრობა, 

თუ 

lim
𝑛→∞

1

𝑛2
∑𝐸𝜉𝑘

2

𝑛

𝑘=1

= 0,                                                                  (4.1) 

მაშინ 

(𝜉𝑛) ∈ 𝑊𝐿𝐿𝑁. 

გავიხსენოთ პროხოროვის ცნობილი თეორემა. 



68 
 

თეორემა 4.2 (ი. პროხოროვი). ვთქვათ, 𝜉1, 𝜉2, … , 𝜉𝑛, …  გაუსის დამოუკიდებელი, 

ცენტრირებული შემთხვევითი სიდიდეებია და 

𝑏𝑛 =
1

22𝑛
∙ ∑ 𝐸𝜉𝑘

2,

2𝑛≤𝑘≤2𝑛+1−1

          𝑛 = 1,2, …. 

მაშინ, შემდეგი დებულებები ეკვივალენტურია 

(𝑖)                                           (𝜉𝑛) ∈ 𝑆𝐿𝐿𝑁. 

(𝑖𝑖)                                         ∑ 𝑒
−
𝜀

𝑏𝑛∞
𝑛=1 < ∞,                ∀𝜀 > 0. 

შევნიშნოთ, რომ თუ (𝑏𝑛)  მონოტონურად კლებადი მიმდევრობაა, მაშინ (𝑖𝑖) 

პირობა ეკვივალენტურია შემდეგი პირობის  

                                                lim
𝑛→∞

(𝑏𝑛 ∙ ln 𝑛) = 0                                                                                          (4.2) 

მართლაც, (𝑏𝑛)-მიმდევრობის მონოტონურად კლებადობიდან გამომდინარეობს 

(𝑒
−
𝜀

𝑏𝑛) -მიმდევრობის კლებადობა და რადგან მონოტონურად კლებადი დადებითი 

წევრებისგან შემდგარი მწკრივი ∑ 𝑒
−
𝜀

𝑏𝑛∞
𝑛=1  კრებადია, ამიტომ 𝑙𝑖𝑚

𝑛→∞
 (𝑛𝑒

−
𝜀

𝑏𝑛) = 0.  

ე.ი. რომელიღაც 𝑛0-დან დაწყებული 𝑛𝑒
−
𝜀

𝑏𝑛 < 1. ანუ, ყოველი 𝑛 > 𝑛0-სათვის 

ln (𝑛𝑒
−
𝜀
𝑏𝑛) = ln𝑛 −

𝜀

𝑏𝑛
< 0    =>    𝑏𝑛 ∙ ln𝑛 < 𝜀  <=>    𝑙𝑖𝑚

𝑛→∞
𝑏𝑛 ∙ ln𝑛 = 0. 

ახლა, ვაჩვენოთ შებრუნებული იმპლიკაციის სამართლიანობა (4.2) => (𝑖𝑖). ვთქ-

ვათ 𝑛 > 1 და აღვნიშნოთ 𝑏𝑛 ∙ ln𝑛 = 𝑎𝑛,  ე.ი. 𝑏𝑛 =
𝑎𝑛

ln𝑛
 . 

მაშინ, ცხადია 

𝑒
−
𝜀
𝑏𝑛 = 𝑒

−
𝜀
𝑎𝑛
𝑙𝑛 𝑛

= (𝑒𝑙𝑛 𝑛)
−
𝜀
𝑎𝑛 =

1

𝑛
𝜀
𝑎𝑛

  . 

ამრიგად, 

∑𝑒
−
𝜀
𝑏𝑛

∞

𝑛=1

=∑
1

𝑛
𝜀
𝑎𝑛

∞

𝑛=1

< ∞. 

და ბოლოს, დავრწმუნდეთ იმაში, რომ (4.1)-დან არ გამომდინარეობს (4.2)-ის 

შესრულება. ამისათვის ვაჩვენოთ, რომ მიმდევრობა 
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𝑥𝑘 = {
1      , 1 ≤ 𝑘 < 27
𝑘

ln ln 𝑘
, 𝑘 ≥ 27

 

აკმაყოფილებს (4.1) პირობას, მაგრამ 

𝑏𝑛 =
1

22𝑛
∙ ∑ 𝑥𝑘
2𝑛≤𝑘≤2𝑛+1−1

 

მიმდევრობა არ აკმაყოფილებს (4.2) პირობას. 

ცხადია, მიმდევრობა (
𝑥

ln ln 𝑥
)  ზრდადია, როცა 𝑥 > 𝑒𝑒, რისი გათვალისწინებითაც, 

თუ 𝑀 < 𝑁, მივიღებთ შეფასებას: 

∫
𝑀 − 1

ln ln(𝑀 − 1)
𝑑𝑥 < ∑

𝑘

ln ln 𝑘
≡

𝑁

𝑘=𝑀

𝑁

𝑀

𝑆𝑀
𝑁 < ∫

𝑁 + 1

ln ln(𝑁 + 1)
𝑑𝑥

𝑁

𝑀

,                  (4.3) 

საიდანაც, 

(𝑀 − 1)(𝑁 −𝑀)

ln ln(𝑀 − 1)
< 𝑆𝑀

𝑁 <
(𝑁 + 1)(𝑁 −𝑀)

ln ln(𝑁 + 1)
 .                                (4.4) 

თუ 𝑀 = 28 და 𝑁 = 𝑛, მაშინ (4.4)-ის მარჯვენა მხარე გვაძლევს, რომ 

1

𝑛2
𝑆28
𝑛 <

(𝑛 + 1)(𝑛 − 28)

ln ln(𝑛 + 1) 𝑛2
 

ეს კი ცხადია მიისწრაფვის ნულისკენ, ანუ (4.1) პირობა სრულდება. 

ის, რომ (
𝑘

ln ln 𝑘
) მიმდევრობა აკმაყოფილებს ჩებიშევის (4.1) პირობას შეიძლება დასაბუთ-

დეს ასეც: 

რადგან, 

∑
𝑘

ln ln 𝑘

𝑛

𝑘=28

≤ 𝑛 ∙ ∑
1

ln ln 𝑘

𝑛

𝑘=28

 

ამიტომ, ცხადია 

1

𝑛2
∙ ∑

𝑘

ln ln 𝑘

𝑛

𝑘=28

≤
1

𝑛
∙ ∑

1

ln ln 𝑘

𝑛

𝑘=28
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და რადგან, (
1

ln ln 𝑘
)  მონოტონურად ნულისკენ კრებადი მიმდევრობაა, ამიტომ მისი 

საშუალოების მიმდევრობაც მიისწრაფვის 0-საკენ. ე.ი. (
𝑘

ln ln𝑘
)  მიმდევრობა აკმაყოფი-

ლებს (4.1) პირობას. 

ახლა, თუ (4.4)-ის მარცხენა მხარეს გამოვიყენებთ როცა 𝑀 = 2𝑛 + 1 და 𝑁 = 2𝑛+1 

მივიღებთ, რომ 

𝑏𝑛 =
1

22𝑛
∙ 𝑆2𝑛+1
2𝑛+1 >

1

22𝑛
∙
(2𝑛 + 1 − 1)(2𝑛+1 − 2𝑛 − 1)

ln ln(2𝑛)
= 

                   =
2𝑛−1

2𝑛∙ln ln(2𝑛)
>

1

2∙ln(𝑛∙ln 2)
=

1

2(ln𝑛+ln ln 2)
 , 

მაშასადამე, 

𝑏𝑛 ∙ ln 𝑛 ≥
ln 𝑛

2(ln 𝑛 + ln ln 2)
→
1

2
> 0 

ამრიგად, პირობა (4.2) არ სრულდება. 

ახლა, თუ ვაჩვენებთ, რომ 𝑏𝑛 კლებადი მიმდევრობაა, მაშინ გამოვა, რომ არც (ii) 

პირობა შესრულდება. რადგან, როგორც უკვე ვაჩვენეთ ამ შემთხვევაში (ii) და (4.2) 

ეკვივალენტურია ხოლო, (4.2) რომ არ სრულდება ახლახან ვაჩვენეთ. 

იმისათვის, რომ 𝑏𝑛 > 𝑏𝑛+1 უტოლობა, ანუ 

1

22𝑛
∙ 𝑆2𝑛+1
2𝑛+1 >

1

22𝑛+2
∙ 𝑆2𝑛+1+1
2𝑛+2  

უტოლობა სრულდებოდეს, უნდა შესრულდეს 

𝑆2𝑛+1+1
2𝑛+2

𝑆2𝑛+1
2𝑛+1

< 4. 

ვიპოვოთ 𝑆2𝑛+1
2𝑛+1 -ის ასიმპტოტური შეფასება. ამისთვის ზემოდან და ქვემოდან 

შევაფასოთ (ln ln 𝑘), როცა 𝑘 = 2𝑛 + 1, 2𝑛 + 2,… , 2𝑛+1. ვთქვათ 𝑘 = 2𝑛 +𝑚  სადაც 1 ≤ 𝑚 ≤

2𝑛 მაშინ, 

ln ln 𝑘 = ln ln (2𝑛 ∙
2𝑛 +𝑚

2𝑛
) = ln(𝑛 ln 2 + ln 𝑝), 

სადაც, 1 < 𝑝 =
2𝑛+𝑚

2𝑛
≤ 2 რადგან 𝑝 > 1, ln 𝑝 > 0 და ამიტომ, გვაქვს 

ln(𝑛 ln 2) < ln ln 𝑘 < ln((𝑛 + 1) ln 2) 
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ყოველი 𝑘 = 2𝑛 + 1, 2𝑛 + 2,… , 2𝑛+1. 

ამიტომ, 

1

ln((𝑛 + 1) ln 2)
∑ 𝑘

2𝑛+1

𝑘=2𝑛+1

< ∑
𝑘

ln ln 𝑘

2𝑛+1

𝑘=2𝑛+1

<
1

ln(𝑛 ln 2)
∑ 𝑘

2𝑛+1

𝑘=2𝑛+1

 

ე.ი. 

3 ∙ 4𝑛 + 2𝑛

ln((𝑛 + 1) ln 2) ∙ 2
< 𝑆2𝑛+1

2𝑛+1 <
3 ∙ 4𝑛 + 2𝑛

ln(𝑛 ln 2) ∙ 2
 

ამ უტოლობის გათვალისწინებით 

𝑆2𝑛+1+1
2𝑛+2

𝑆2𝑛+1
2𝑛+1

<
3 ∙ 4𝑛+1 + 2𝑛+1

ln((𝑛 + 1) ln 2) ∙ 2
∙
ln((𝑛 + 1) ln 2) ∙ 2

3 ∙ 4𝑛 + 2𝑛
=
3 ∙ 4𝑛+1 + 2𝑛+1

3 ∙ 4𝑛 + 2𝑛
< 4. 

ამრიგად, ვაჩვენეთ, რომ 𝑏𝑛 რაღაც ადგილიდან დაწყებული კლებადია. (რ.დ.გ.). 

 ე.ი. საბოლოოდ გვაქვს, რომ ჩებიშევის პირობიდან არ გამოდის დიდ რიცხვთა 

გაძლიერებული კანონი, დამოუკიდებელი ცენტრირებული გაუსის შემთხვევითი 

სიდიდეებისთვისაც კი. 

 

§2. დიდ რიცხვთა კანონი სუსტად კორელირებული შემთხვევითი ელემენტებისათვის 

𝒍𝒑, 𝟏 ≤ 𝒑 < ∞, სივრცებში  

ჰილბერტის სივრცეში მნიშვნელობების მქონე სუსტად კორელირებული 

შემთხვევითი ელემენტებისათვის დიდ რიცხვთა კანონის განზოგადების შემდეგ, 

დაისვა კითხვა, არის თუ არა მართებული ანალოგიური თეორემა უფრო ზოგად 𝑙𝑝, 1 ≤

𝑝 < ∞,  სივრცეებში. აღმოჩნდა, რომ ამ კითხვაზე პასუხი დადებითია. ჩვენ შემდგომ 

მიზანს წარმოადგენს თეორემა 3.5-ის ანალოგის დამტკიცება შემთხვევითი ელემენტები-

სათვის რომლებიც მნიშვნელობებს იღებენ 𝑙𝑝 , 1 ≤ 𝑝 < ∞ , სივრცეებში. გადავწეროთ 

ხინჩინის 3.5 თეორემა შემდეგი სახით. 

თეორემა 4.3. ვთქვათ, მოცემულია 𝜉1, 𝜉2, … , 𝜉𝑛, … შემთხვევით სიდიდეთა მიმდე-

ვრობა, სადაც, ყოველი ნატურალური 𝑛-სათვის 𝜉𝑛 შემთხვევით სიდიდეს გააჩნია მათე-
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მატიკური მოლოდინი 𝜇𝑛  და დისპერსია 𝜎𝑛
2  და ვთქვათ მოცემულია 𝑔  არაუარყოფითი 

ფუნქცია, რომელიც განსაზღვრულია არაუარყოფით მთელ რიცხვთა სიმრავლეზე. 

 დავუშვათ, რომ 𝜉𝑚 და 𝜉𝑛 შემთხვევითი სიდიდეების კორელაციის 𝜌𝑛𝑚 კოეფიცი-

ენტისათვის სრულდება უტოლობა 

|𝜌𝑛𝑚| ≤ 𝑔(|𝑛 − 𝑚|),      𝑛,𝑚 = 1,2, … 

თუ 

lim
𝑛→∞

1

𝑛2
(∑𝑔(𝑖)

𝑛−1

𝑖=0

) ∙ (∑𝜎𝑖
2

𝑛

𝑖=1

) = 0,                                                    (4.5) 

მაშინ, (𝜉𝑛)შემთხვევით სიდიდეთა მიმდევრობა აკმაყოფილებს დიდ რიცხვთა კანონს. 

შენიშვნა. 𝑔  ფუნქციის როლში [12]-ში ა. ხინჩინი განიხილავს 𝑔(𝑛) = max
|𝑖−𝑗|=𝑛

|𝑟𝑖𝑗| 

ფუნქციას, სადაც 𝑟𝑖𝑗  არის 𝜉𝑖  და 𝜉𝑗  შემთხვევითი სიდიდეების კორელაციის კოეფიცი-

ენტი. აღსანიშნავია, რომ [12] და [40] ნაშრომებში ა. ხინჩინმა შემოიღო ტერმინი: „დიდ 

რიცხვთა გაძლიერებული კანონი“ და [12] სტატიაში დაამტკიცა, რომ ზემოთ ფორმული-

რებული თეორემა იძლევა დიდ რიცხვთა გაძლიერებული კანონის შესრულებისათვის 

საკმარის პირობებს (𝜉𝑛) შემთხვევით სიდიდეთა მიმდევრობისათვის, თუ (4.5) პირობას, 

ჩავანაცვლებთ პირობით 

lim
𝑛→∞

1

𝑛2−𝜎
∙ (∑𝑔(𝑖)

𝑛−1

𝑖=0

)(∑𝜎𝑖
2

𝑛

𝑖=1

) = 0 

ზოგიერთი 𝛿 > 0-სათვის. 

ლემა. 4.1. ვთქვათ, 𝛼𝑖 , 𝛽𝑖−1, 𝜌𝑖𝑗 , 𝑖, 𝑗 = 1,2, … , 𝑛, არაუარყოფით რიცხვთა მიმდევრო-

ბაა და ვთქვათ 𝜌𝑖𝑗 ≤ 𝛽|𝑖−𝑗| ყოველი , 𝑖, 𝑗 = 1,2, … , 𝑛-სათვის, მაშინ: 

∑ 𝜌𝑖𝑗𝛼𝑖𝛼𝑗

𝑛

𝑖,𝑗=1

≤ 2(∑𝛽𝑖

𝑛−1

𝑖=0

)(∑𝛼𝑖
2

𝑛

𝑖=1

). 
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დამტკიცება. ცხადია, რომ: 

∑ 𝜌𝑖𝑗

𝑛

𝑖,𝑗=1

𝛼𝑖𝛼𝑗 ≤ 𝛽0∑𝛼𝑖
2

𝑛

𝑖=1

+ 2∑[𝛽𝑖∑𝛼𝑖𝛼𝑖+𝑗

𝑛−𝑗

𝑖=1

]

𝑛−1

𝑗=1

≤ 

≤ 𝛽0∑𝛼𝑖
2

𝑛

𝑖=1

+∑[𝛽𝑗∑(𝛼𝑖
2 + 𝛼𝑖+𝑗

2 )

𝑛−𝑗

𝑖=1

]

𝑛−1

𝑗=1

≤ 2(∑𝛽𝑖

𝑛−1

𝑖=0

)(∑𝛼𝑖
2

𝑛

𝑖=1

). 

შენიშვნა. ზემოთ დამტკიცებულ უტოლობაში კოეფიციენტი „2“ შეუძლებელია 

შეიცვალოს 1-იანით. მართლაც, ვთქვათ 𝑛 = 3; 𝜌11 = 𝜌22 = 𝜌33 = 1; 𝜌12 = 𝜌21 = 0,3; 𝜌23 =

𝜌32 = 0,33  და 𝜌13 = 𝜌31 = 0,01 . გარდა ამისა, ვთქვათ 𝛽0 = 1 ; 𝛽1 = 0,33  და 𝛽2 = 0,01 . 

ადვილი შესამჩნევია, რომ ლემის პირობები შესრულებულია, მაგრამ 

∑ 𝜌𝑖𝑗

3

𝑖,𝑗=1

𝛼𝑖𝛼𝑗 > (∑𝛽𝑖

2

𝑖=0

)(∑𝛼𝑖
2

3

𝑖=1

) 

𝛼1 = 𝛼2 = 𝛼3 = 1 √3⁄ -თვის. 

დავუშვათ, 𝑋 = 𝐻 არის ჰილბერტის სივრცე (∙,∙)𝐻 სკალარული ნამრავლით. 

ამბობენ, რომ 𝜉: Ω → 𝑋  არის გაუსის შემთხვევითი ელემენტი 𝑋  ბანახის სივრცეში, თუ 

ყოველი 𝑥∗ ∈ 𝑋∗ -სათვის, 〈𝑥∗, 𝜉〉  წარმოადგენს გაუსის შემთხვევით სიდიდეს. ვიტყვით, 

რომ 𝑅: 𝑋∗ → 𝑋 წარმოადგენს გაუსის კოარიაციას, თუ 𝑋-ში მოიძებნება გაუსის შემთხვე-

ვითი ელემენტი ისეთი, რომ მისი კოვარიაციული ოპერატორი ემთხვევა 𝑅-ს. 

ახლა, განვიხილოთ ყველა 𝑝 -აბსოლუტურად კრებადი რიცხვითი მიმდევრობის 

ბანახის სივრცე 𝑙𝑝, 1 ≤ 𝑝 < ∞, ნორმით ‖∙‖𝑙𝑝. როგორც ცნობილია, 𝑙𝑝
∗  სივრცის (1 < 𝑝 < ∞) 

შეუღლებული სივრცეა 𝑙𝑞, 𝑝𝑞 = 𝑝 + 𝑞, და 𝑙1
∗ = 𝑙∞. 

ვთქვათ, 𝜉 არის შემთხვევითი ელემენტი, მნიშვნელობებით 𝑙𝑝, 1 ≤ 𝑝 < ∞, სივრცე-

ში, მისი კოვარიაციული ოპერატორია 𝑅𝜉  და ვთქვათ, (𝑒𝑘) არის 𝑙𝑝
∗ -ს ბუნებრივი ბაზისი.  
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გავიხსენოთ, რომ 𝑅𝜉  წარმოადგენს გაუსის კოვარიაციულ ოპერატორს მაშინ და 

მხოლოდ მაშინ, როცა (იხ. [21] თეორემა 5.6, გვ. 261) 

∑〈𝑒𝑘, 𝑅𝜉𝑒𝑘〉
𝑝/2 < ∞

∞

𝑘=1

                                                                   (4.6) 

ახლა, ჩამოვაყალიბოთ ნაშრომის ერთ-ერთი ძირითადი შედეგი. 

თეორემა 4.4. ვთქვათ, მოცემულია სუსტი მეორე რიგის მქონე შემთხვევით 

ელემენტთა (𝜉𝑛)  მიმდევრობა, მნიშვნელობებით 𝑙𝑝, 1 ≤ 𝑝 < ∞ , სივრცეში და ვთქვათ, 

ყოველი 𝜉𝑛  შემთხვევითი ელემენტის 𝑅𝑛 = 𝑅𝜉𝑛: 𝑙𝑝
∗ → 𝑙𝑝  კოვარიაციული ოპერატორი 

აკმაყოფილებს პირობას 

𝜎𝑛
𝑠 ≡∑〈𝑒𝑘, 𝑅𝑛𝑒𝑘〉

𝑠 2⁄ < ∞

∞

𝑘=1

, 𝑛 = 1,2, …                                    (4.7) 

სადაც 𝑠 = 𝑚𝑖𝑛{2, 𝑝}. 

მაშინ, სამართლიანია შემდეგი დებულებები 

(i). 𝐸‖𝜉𝑛‖𝑙𝑝
2 < ∞, 𝑛 = 1,2, …. 

(ii). ვთქვათ, არსებობს ისეთი არაუარყოფითი 𝑔  ფუნქცია, რომელიც 

განსაზღვრულია არაუარყოფით მთელ რიცხვთა სიმრავლეზე და 𝜉𝑚 და 𝜉𝑛 შემთხვევითი 

ელემენტების 𝑉𝑚𝑛 კორელაციის კოეფიციენტისათვის სრულდება უტოლობა 

‖𝑉𝑚𝑛‖ ≤ 𝑔(|𝑚 − 𝑛|)      ყოველი     𝑚, 𝑛 = 1,2, …-სათვის. 

და თუ, სრულდება ტოლობა 

lim
𝑛→∞

1

𝑛2
∙ (∑𝑔(𝑖)

𝑛−1

𝑖=0

)(∑𝜎𝑖
𝑠

𝑛

𝑖=1

)

2 𝑠⁄

= 0,                                        (4.8) 

მაშინ, 
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lim
𝑛→∞

𝐸 ‖
1

𝑛
∑𝜉𝑖

𝑛

𝑖=1

‖

𝑙𝑝

𝑠

= 0. 

კერძოდ, (𝜉𝑛) მიმდევრობა აკმაყოფილებს დიდ რიცხვთა კანონს. 

დამტკიცება. (i). მართლაც, 1 ≤ 𝑝 ≤ 2-სათვის (4.7) პირობა მიიღებს შემდეგ სახეს 

∑〈𝑒𝑘, 𝑅𝑛𝑒𝑘〉
𝑝 2⁄ < ∞

∞

𝑘=1

, 

რაც (4.6)-ის თანახმად ნიშნავს, რომ 𝑅𝑛 კოვარიაციული ოპერატორი არის გაუსის, ხოლო 

თუ გავითვალისწინებთ ([6] თეორემა 4.1)-ს, მივიღებთ, რომ ყოველი ნატურალური 𝑛-

სათვის 𝜉𝑛 შემთხვევით ელემენტს გააჩნია ძლიერი მეორე (და შესაბამისად, ძლიერი 𝑝) 

რიგი. 𝑝 > 2-ის შემთხვევაში (4.7) პირობა მიღებს სახეს 

∑〈𝑒𝑘, 𝑅𝑛𝑒𝑘〉 < ∞

∞

𝑘=1

, 

აქედან კი, გამომდინარეობს, რომ ყოველი 𝜉𝑛  შემთხვევითი ელემენტი მდებარეობს 𝑙2 

სივრცეში და გარდა ამისა 𝐸‖𝜉𝑛‖𝑙𝑝
2 < ∞, ყოველი 𝑛 = 1,2, …-სათვის. 

(ii). შემოვიღოთ აღნიშვნა, 𝑅𝑖𝑗 ≡ 𝑅𝜉𝑖𝜉𝑗 ,   𝑖, 𝑗 = 1,2, …. კოვარიაციული ოპერატორი 

𝑅𝑖 = 𝐴𝑖
∗𝐴𝑖 (იხ. [27]. გვ.123 ლემა 1.1),  სადაც, 𝐴𝑖 წრფივი უწყვეტი ოპერატორი შეუღლე-

ბულ 𝑙𝑝
∗  სივრცეს ასახავს რაიმე 𝐻𝑖 , 𝑖 = 1,2, … ჰილბერტის სივრცეში. თუ გავითვალისწი-

ნებთ თეორემა 2.1-ის (i)-ში მიღებულ ფაქტორიზაციას, ყოველი 𝑖 და 𝑗-სათვის, გვექნება 

|〈𝑅𝑖𝑗𝑒𝑘, 𝑒𝑘〉| = |(𝑉𝑖𝑗𝐴𝑗𝑒𝑘, 𝐴𝑖𝑒𝑘)𝐻𝑖
| ≤ ‖𝑉𝑖𝑗‖‖𝐴𝑖𝑒𝑘‖𝐻𝑖‖𝐴𝑗𝑒𝑘‖𝐻𝑗

, 

სადაც, (𝑉𝑖𝑗𝐴𝑗𝑒𝑘, 𝐴𝑖𝑒𝑘)𝐻𝑖
 არის სკალარული ნამრავლი 𝐻𝑖  ჰილბერტის სივრცეში, 

‖𝑉𝑖𝑗‖ - ოპერატორული ნორმა და ‖∙‖𝐻𝑖 - 𝐻𝑖 , 𝑖 = 1,2, … სივრცის ნორმა. 

ლემა 4.1-ის გათვალისწინებით და დაშვებით, 𝑝 ≥ 2, მივიღებთ 
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𝐸 ‖
1

𝑛
∑𝜉𝑖

𝑛

𝑖=1

‖

𝑙𝑝

2

≤
1

𝑛2
∑𝐸 〈𝑒𝑘,∑𝜉𝑖

𝑛

𝑖=1

〉2
∞

𝑘=1

≤ 

≤
1

𝑛2
∑∑‖𝑉𝑖𝑗‖‖𝐴𝑖𝑒𝑘‖𝐻𝑖‖𝐴𝑗𝑒𝑘‖𝐻𝑗

𝑛

𝑖,𝑗=1

≤
2

𝑛2

∞

𝑘=1

(∑𝑔(𝑖)

𝑛−1

𝑖=0

)(∑𝜎𝑖
2

𝑛

𝑖=1

) → 0, 

როცა 𝑛 → ∞. 

ახლა ვთქვათ, 1 ≤ 𝑝 ≤ 2. ისევ ლემა 4.1-ის გათვალისწინებით ადვილი შესამო-

წმებელია, რომ 

𝐸 ‖
1

𝑛
∑𝜉𝑖

𝑛

𝑖=1

‖

𝑙𝑝

𝑝

≤
1

𝑛𝑝
∑[𝐸 (∑〈𝑒𝑘, 𝜉𝑖〉

𝑛

𝑖=1

)

2

]

𝑝 2⁄
∞

𝑘=1

≤ 

≤
1

𝑛𝑝
∑[∑‖𝑉𝑖𝑗‖‖𝐴𝑖𝑒𝑘‖𝐻𝑖‖𝐴𝑗𝑒𝑘‖𝐻𝑗

𝑛

𝑖,𝑗=1

]

𝑝 2⁄
∞

𝑘=1

≤
2𝑝 2⁄

𝑛𝑝
(∑𝑔(𝑖)

𝑛−1

𝑖=0

)

𝑝 2⁄

∑𝜎𝑖
𝑝

𝑛

𝑖=1

→ 0, 

როცა 𝑛 → ∞. 

მაშინ, როცა 1 ≤ 𝑠 ≤ 2, მარკოვის უტოლობის გამოყენებით, ყოველი 𝜀 > 0-სათვის გვაქვს 

𝑃 [‖
1

𝑛
∑𝜉𝑖

𝑛

𝑖=1

‖

𝑙𝑝

> 𝜀] ≤ 𝐸 ‖
1

𝑛
∑𝜉𝑖

𝑛

𝑖=1

‖

𝑙𝑝

𝑠

𝜀𝑠⁄ → 0 

როცა 𝑛 → ∞, რითაც თეორემის დამტკიცება დასრულებულია. 

შენიშვნა. (i). დამტკიცებული თეორემის შემდეგ ჩნდება საინტერესო კითხვა, 

რომელზე პასუხიც ჯერჯერობით ჩვენთვის უცნობია, 𝑙𝑝, 1 ≤ 𝑝 < ∞, სივრცის შემთხვე-

ვაში დამტკიცებული თანაფარდობის 

lim
𝑛→∞

𝐸 ‖
1

𝑛
∑𝜉𝑖

𝑛

𝑖=1

‖

𝑙𝑝

𝑝

= 0, 
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მაგიერ, შეიძლება თუ არა დამტკიცდეს, რომ 

lim
𝑛→∞

𝐸 ‖
1

𝑛
∑𝜉𝑖

𝑛

𝑖=1

‖

𝑙𝑝

2

= 0. 

(ii). ჩვენთვის აგრეთვე უცნობია 𝑙𝑝 სივრცის (𝜉𝑛) შემთხვევით ელემენტთა მიმდე-

ვრობა აკმაყოფილებს თუ არა დიდ რიცხვთა გაძლიერებულ კანონს, თუ თეორემა 4.4-ში 

პირობა (4.8)-ს შევცვლით პირობით 

lim
𝑛→∞

1

𝑛2−𝛿
∙ (∑𝑔(𝑖)

𝑛−1

𝑖=0

)(∑𝜎𝑖
𝑠

𝑛

𝑖=1

)

2 𝑠⁄

= 0 

რაიმე ფიქსირებული 𝛿 > 0-სათვის. 

 თუ დავუშვებთ, რომ 𝑝 = 2 , მაშინ თეორემა 4.4-დან მიიღება ჩვენს მიერ წინა 

თავში დამტკიცებული შედეგი. 

შედეგი. ვთქვათ მოცემულია შემთხვევით ელემენტთა (𝜉𝑛)  მიმდევრობა მნიშვნე-

ლობებით 𝐻  სეპარაბელურ ჰილბერტის სივრცეში, ეს მიმდევრობა აკმაყოფილებს 

თეორემა 4.4-ის ყველა მოთხოვნას და ვთქვათ 

lim
𝑛→∞

1

𝑛2
(∑𝑔(𝑖)

𝑛−1

𝑖=0

)(∑𝑡𝑟(𝑅𝑖)

𝑛

𝑖=1

) = 0, 

მაშინ, (𝜉𝑛) მიმდევრობა აკმაყოფილებს დიდ რიცხვთა კანონს. 

შედეგი. ვთქვათ, მოცემულია შემთხვევით ელემენტთა 𝜉1, 𝜉2, … , 𝜉𝑛, … მიმდევრობა 

მნიშვნელობებით 𝑙𝑝, 1 ≤ 𝑝 ≤ 2, სივრცეში, ეს მიმდევრობა აკმაყოფილებს თეორემა 4.4-ის 

ყველა მოთხოვნას და ვთქვათ 

lim
𝑛→∞

1

𝑛
∙ (∑𝜎𝑖

𝑝

𝑛

𝑖=1

)

2 𝑝⁄

= 0.                                                                 (4.9) 

მაშინ, 𝜉1, 𝜉2, … , 𝜉𝑛, … მიმდევრობა აკმაყოფილებს დიდ რიცხვთა კანონს. 
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დამტკიცება. მართლაც, რადგან ყოველი 𝑚  და 𝑛 -სათვის კორელაციის კოეფი-

ციენტი აკმაყოფილებს პირობას ‖𝑉𝑚𝑛‖ ≤ 1 , ამიტომ, 𝑔  ფუნქციის როლში შეგვიძლია 

ავიღოთ კონსტანტა 𝑔(𝑖) ≡ 1  ყოველი არაუარყოფითი 𝑖 -სათვის. ამრიგად, (4.9) გამომ-

დინარეობს უშუალოდ თეორემა 4.4-ის პირობებიდან. 

თუ განსახილველი შემთხვევითი ელემენტები წყვილ-წყვილად დამოუკიდებლე-

ბია (ან წყვილ-წყვილად არაკორელირებულებია), მაშინ, ცხადია შეიძლება დავუშვათ, 

რომ ∑ 𝑔(𝑖)𝑛−1
𝑖=0 = 1. შესაბამისად თეორემა 4.4-დან გამომდინარეობს შემდეგი 

შედეგი. ვთქვათ, მოცემულია სუსტი მეორე რიგის მქონე წყვილ-წყვილად 

დამოუკიდებელ შემთხვევით ელემენტთა 𝜉1, 𝜉2, … , 𝜉𝑛, …  მიმდევრობა მნიშვნელობებით 

𝑙𝑝, 1 ≤ 𝑝 < ∞, სივრცეში და ვთქვათ, ნებისმიერი ნატურალური 𝑛-სათვის კოვარიაციუ-

ლი ოპერატორი 𝑅𝑛 ≡ 𝑅𝜉𝑛  აკმაყოფილებს (4.7) პირობას. 

მაშინ, თუ 

lim
𝑛→∞

1

𝑛2
(∑𝜎𝑖

𝑠

𝑛

𝑖=1

)

2 𝑠⁄

= 0,        სადაც        𝑠 = 𝑚𝑖𝑛{2, 𝑝}, 

𝜉1, 𝜉2, … , 𝜉𝑛, … მიმდევრობა აკმაყოფილებს დიდ რიცხვთა კანონს. 

შედეგი. ვთქვათ, მოცემულია წყვილ-წყვილად დამოუკიდებელ შემთხვევით 

ელემენტთა 𝜉1, 𝜉2, … , 𝜉𝑛, …  მიმდევრობა მნიშვნელობებით 𝐻  სეპარაბელურ ჰილბერტის 

სივრცეში და ვთქვათ, 

lim
𝑛→∞

1

𝑛2
∑𝑡𝑟(𝑅𝑖)

𝑛

𝑖=1

= 0, 

მაშინ, (𝜉𝑛) მიმდევრობა აკმაყოფილებს დიდ რიცხვთა კანონს. 

ბუნებრივად ჩნდება კითხვა, როგორ სახეს იღებს აქ დამტკიცებული თეორემები 

უფრო ზოგად შემთხვევაში, თუნდაც უპირობო ბაზისის და სასრული კოტიპის მქონე 

ბანახის სივრცეებში. ამ კითხვაზე პასუხი ჩვენთვის ჯერჯერობით უცნობია.  
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დასკვნა 

სადისერტაციო ნაშრომში შესწავლილი ძირითადი თემა, არის ალბათობის 

თეორიის ზღვარითი თეორემები უსასრულოგანზომილებიან სივრცეებში. განხილული 

ამოცანები ალბათობის თეორიისა და ფუნქციონალური ანალიზის საზღვარზე 

მდებარეობს. საზოგადოდ ფუნქციონალური ანალიზის მეთოდების გამოყენებამ 

მძლავრი ბიძგი მისცა ალბათობის თეორიის განვითარებას ისევე, როგორც ალბათური 

მეთოდების გამოყენებამ არსებითად გაამდიდრა როგორც ფუნქციონალური ანალიზის 

ამოცანები, ასევე მათი ამოხსნის გზები. 

ალბათური განაწილებების სისტემატური შესწავლა უსასრულოგანზომილებიან ბანახის 

სივრცეებში დაიწყო გასული საუკუნის ორმოცდაათიან წლებში და დაკავშირე-ბულია 

ცნობილი ფრანგი მათემატიკოსების შრომებთან, სადაც პირველად გამოჩნდა გაუსის 

შემთხვევითი ელემენტის ცნება მნიშვნელობებით ბანახის სივრცეში, შემხვევითი 

ელემენტის მათემატიკური მოლოდინისა და კოვარიაციული ოპერატორის ცნებები 

სეპარაბელურ ჰილბერტის სივრცეში და აგრეთვე ზღვარითი თეორემები. ძალიან მალე, 

ალბათური განაწილებების შესწავლა უსასრულოგანზომილებიან ვექტორულ 

სივრცეებში მთელ მსოფლიოში გავრცელდა, მათ შორის საქართველოშიც, სადაც 

მნიშვნელოვანი შედეგები იქნა მიღებული ამ მიმართულებით. 

სადისერტაციო ნაშრომის, შესავალ ნაწილში წარმოდგენილია კვლევის მოტივაცია, 

მიზანი და მიღებული შედეგების მნიშვნელობა ზოგად ალბათურ მოდელებსა და 

უსასრულოგანზომილებიან ანალიზში. აღნიშნულია, რომ ზღვარითი თეორემების 

კვლევა აღნიშნულ სივრცეებში რთულია როგორც მეთოდოლოგიურად, ისე 

ტექნიკურად, რაც განაპირობებს ამ მიმართულების აქტუალურობას და კვლევის 

ღირებულებას. ნაშრომის პირველ ორ თავში საფუძვლიანად იქნა გაანალიზებული 

ალბათური სივრცეების სტრუქტურა, შემთხვევითი ელემენტების თვისებები და 

მათემატიკური მოლოდინის ცნება ბანახის სივრცეებში. მოცემულია საჭირო 

მათემატიკური აპარატი და დამხმარე შედეგები, რომლებიც აუცილებელია ძირითადი 

თეორემების ფორმულირებისა და დამტკიცებისთვის. მესამე თავში განხილულია დიდ 



80 
 

რიცხვთა კანონის კლასიკური ფორმები, მათ შორის ბერნულისა და პუასონის 

თეორემები. დამტკიცებულია ხინჩინის თეორემის განაზოგადება ჰილბერტის სივრცეში. 

სახელდობრ, დამტკიცებულია დიდ რიცხვთა კანონი სუსტად კორელირებული 

შემთხვევითი ელემენტებისათვის, რაც წარმოადგენს კლასიკური შედეგების არსებით 

გაფართოებას. მეოთხე თავში ნაჩვენებია, რომ ხინჩინისა და ჩებიშევის თეორემებიდან 

არ გამომდინარეობს დიდ რიცხვთა გაძლიერებული კანონი არათუ უსასრულო-

განზომილებიან, არამედ ერთგანზომილებიან შემთხვევაშიც კი, რის საჩვენებლად 

გამოყენებულია პროხოროვის ცნობილი დიდ რიცხვთა გაძლიერებული კანონი გაუსის 

დამოუკიდებელი შემთხვევით სიდიდეთა მიმდევრობისათვის.  

საბოლოოდ, დასკვნის სახით შეგვიძლია ვთქვათ, რომ მიღებულია ახალი, 

მნიშვნელოვანი შედეგები და დამტკიცებულია დიდ რიცხვთა კანონი სუსტად 

კორელირებული შემთხვევით სიდიდეთა მიმდევრობისათვის მნიშვნელობებით ბანახის 

მიმდევრობათა 𝑙𝑝, 1 ≤ 𝑝 < ∞, სივრცეებში. მიღებულ შედეგს უდავოდ აქვს თეორიული 

და პრაქტიკული ღირებულება, რადგან აფართოებს ჩვენ ცოდნას ალბათობის თეორიის 

ისეთი მნიშვნელოვანი მიმართულებით, როგორიც არის ზღვარითი თეორემები. 

დისერტაციაზე მუშაობისას მიღებული შედეგები გამოქვეყნებულია მაღალრეიტინგულ 

სამეცნიერო ჟურნალებში: Lithuanian Mathematical Journal, Bulletin of the Georgian National 

Academy of Sciences, Journal of Mathematical Sciences, Bulletin of TICMI, Computer Sciences 

and Telecommunications და სხვა. აგრეთვე, მიღებული შედეგები გაშუქებული იყო 

მრავალი სამეცნიერო ფორუმის მუშაობაში, რომელთა შორის იყო: ყოველწლიური 

საფაკულტეტო კონფერენცია ზუსტ და საბუნებისმეტყველო მეცნიერებებში, თსუ; ილია 

ვეკუას სახელობის გამოყენებითი მათემატიკის ინსტიტუტის სემინარის 

გაფართოებული სხდომები, თსუ; საქართველოს მათემატიკოსთა კავშირის 

საერთაშორისო კონფერენცია და სხვა. 
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