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აბსტრაქტი 

 ნაშრომი,  ეხება ამონახსნის წარმოდგენის ფორმულებსა და ოპტიმიზაციის ამოცანებს 

არაწრფივი ფუნქციონალურ-დიფერენციალური განტოლებისთვის შერეული საწყისი 

პირობით და ორი ტიპის მართვით. ნაშრომის პირველ ნაწილში, სიახლეს წარმოადგენს 

ის გარემოება, რომ ამონახსნის წარმოდგენის ლოკალური ფორმულები, პირველად, 

დამტკიცებულია  საწყისი მონაცემების ახალი კლასისთვის. საწყისი მომენტისა და და-

გვიანების პარამეტრების  ვარიაციათა სხვადასხვა  შემთხვევისთვის დადგენილია: 

ამონახსნის წარმოდგენის ფორმულების მთავარი ნაწილის-ამონახსნის პირველი 

ვარიაციის   ანალიზური  სახე; ამონახსნის ნაზრდის რიგი საწყისი მონაცემების შეშფო-

თების მიმართ, რომელიც არსებითად გამოიყენება ამონახსნის წარმოდგენის 

ფორმულების დამტკიცებისას; სახე წრფივი ფუნქციონალურ-დიფერენციალური 

განტოლებისა ვარიაციებში, რომელსაც აკმაყოფილებს ამონახსნის პირველი ვარიაცია. 

ანალიზური სახით აგებულია  შეშფოთებული განტოლების მიახლოებითი ამონახსნი. 

მიღებული შედეგები დაკონკრეტებულია წრფივი ფუნქციონალურ-დიფერე-

ნციალური განტოლებისთვის. ფორმულებში გამოვლენილია საწყისი მონაცემების 

შეშფოთებისა და შერეული  საწყისი პირობის ეფექტები. საწყისი მონაცემების ქვეშ 

იგულისხმება საწყისი მომენტის, დაგვიანების პარამეტრების, საწყისი ვექტორის, 

საწყისი და  მართვის ფუნქციების ერთობლიობა.  შერეული საწყისი პირობა ნიშნავს, 

რომ  საწყის მომენტში ტრაექტორიის კოორდინატების ნაწილის მნიშვნელობა არ 

ემთხვეა შესაბამისი საწყისი ფუნქციის მნიშვნელობას ე. ი. ადგილი აქვს წყვეტას, 

ხოლო-დარჩენილი  ნაწილის მნიშვნელობა ემთხვევა შესაბამისი საწყისი ფუნქციის 

მნიშვნელობას ე. ი. ადგილი აქვს უწყვეტობას. ამონახსნის წარმოდგენის ფორმულები 

მნიშვნელოვან როლს თამაშობენ ოპტიმალურობის აუცილებელი პირობების დამტკი-

ცებისას. ნაშრომის მეორე ნაწილში, ფუნქციონალურ-დიფერენციალური განტოლე-

ბისთვის, ორი ტიპის მართვით და  შერეული საწყისი პირობით,  განხილულია ოპტი-

მიზაციის ამოცანა ზოგადი სასაზღვრო პირობებით და ფუნქციონალით. ამონახსნის 

წარმოდგენის ფორმულების საფუძველზე, საწყისი-საბოლოო მომენტების და დაგვი-

ანების პარამეტრების  ვარიაციათა სხვადასხვა კომბინაციისთვის,  დამტკიცებულია 

საწყისი და საბოლოო მომენტების, დაგვიანების  პარამეტრების, საწყისი ვექტორის, 
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საწყისი და მართვის ფუნქციების ოპტიმალურობის აუცილებელი პირობები. 

მიღებული შედეგები დაკონკრეტებულია ოპტიმალური ამოცანისთვის დამაგრებული 

ბოლოებით და ინტეგრალური ფუნქციონალით, სწრაფქმედების და წრფივი  

ამოცანებისთვის. გარდა ამისა, განხილულია ოპტიმალური ამოცანა საბაზრო 

ურთიერთობის მოდელისთვის, რომლისთვისაც მიღებულია ოპტიმალურობის 

აუცილებელი პირობები.   
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Abstract 

 The work concerned with the presentation formulas of the solution and optimization 

problems for the nonlinear functional differential equation with the mixed initial condition 

and two types controls.  In the first part of the work, the fact that the local formulas of the 

solution presentation are proved for the first time for a new class of initial data is a novelty. 

For various cases of variations of the initial moment and delay parameters are established: the 

analytical form of the main part-of the first variation of the solution; the order of solution 

increments with respect to the initial data perturbations, which is essentially used in the proof 

of the formulas for the solution presentation; the form of the linear functional-differential 

equation in variations, which satisfies the first variation of solution. An approximate solution 

of the perturbed equation is constructed in the analytical form. The obtained results are 

specified for the linear functional differential equation. The effects of initial data perturbation 

and mixed initial condition are identified in the formulas. Under the initial data is meant a set 

of initial moment, delay parameters, initial vector, initial and control functions. Under the 

initial data we mean a set of initial moment, delay parameters, initial vector, initial and control 

functions. A mixed initial condition means that at the initial moment the value of the part of 

the trajectory coordinates does not coincide with the value of the corresponding initial 

function i. e. take place discontinuity and the value of the remaining part  coincides with the 

value of the corresponding initial function i. e.  take place  continuity. The presentation 

formulas of  the solution play an important role in proving the necessary optimality conditions. 

In the second part of the work, for the functional differential equation with two types controls 

and mixed initial condition, the optimization problem with general boundary conditions and 

functional   is considered. On the bases of presentation formulas of the solution, the necessary 

conditions of optimality for initial and final moments, delay parameters, initial vector, initial 

and control functions are proved for various combinations of variations of initial-final 

moments and delay parameters. The obtained results are specified for the optimal problem 

with fixed ends and integral functional, time optimal and linear problems. Besides, the optimal 

problem for the market relationship model is discussed, for which the necessary conditions of 

optimality are obtained.  
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 შესავალი 

  ცნობილია, რომ სამართი სისტემები რომელთა ყოფაქცევა მოცემულ მომენტში 

დამოკიდებულია  სისტემის მდგომარეობაზე წარსულში, აღიწერებიან დაგვიანების 

შემცველი ფუნქციონალურ-დიფერენციალური განტოლებებით  [17, 25, 33, 38, 39, 43, 

44, 57]. საილუსტრაციოდ განვიხილოთ საბაზრო ურთიერთობის თეორიული 

მოდელი.  ვთქვათ, 1i  და 2i  საქონლის დასამზადებლად საჭიროა 
1x  და 

2x   სახის 

ნედლეული, რომელთა კონცენტრაცია  ],[ 10 ttt  მომენტში არის   )(11 txx    და   

).(22 txx    ვთქვათ  ამ კონცენტრაციების დინამიკა აღიწერება  დიფერენციალურ  

განტოლებათა სისტემით  

                                                         









).()()(

),()()(

212

211

tdxtcxtx

tbxtaxtx




 

დავუშვათ, საბაზრო ურთიერთობა  მოთხოვნა და მიწოდება 1i  საქონლისთვის 

აღიწერება 𝐷1(𝑡, 𝜔)   და 𝑆1(𝑡, 𝑥1, 𝑥2, 𝑢) ფუნქციებით, ხოლო  2i  საქონლისთვის 

აღიწერება  𝐷2(𝑡, 𝑤)   და 𝑆2(𝑡, 𝑥1, 𝑥2, 𝑣)  ფუნქციებით. ვთქვათ,  t   მომენტში  1i  საქონლის 

ღირებულება  არის  ),(tu  ხოლო  2i  საქონლის ღირებულება- ).(tv   ვიგულისხმოთ, რომ 

t   მომენტში უნდა დაკმაყოფილდეს: ა) მოთხოვნა 1i  საქონელზე, რომელიც შეკვეთილი 

იყო   t  მომენტში, სადაც 0 ; ბ) მოთხოვნა 2i  საქონელზე, რომელიც შეკვეთილი 

იყო   t  მომენტში, სადაც 0 .  

 ფუნქციას    

                         ))(),(),(,())(,()( 21

111 tutxtxtStutDtE    

ეწოდება დისბალანსის ინდექსი 1i  საქონლისთვის. ))(,(1 tutD  მიუთითებს t   

მომენტებში შეკვეთილი 1i  საქონლის რაოდენობას, ხოლო    

                                                         ))(),(),(,( 21

1 tutxtxtS     
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მიუთითებს t  მომენტში მიწოდებული 1i  საქონლის რაოდენობას, რომლის 

დასამზადებლად საჭიროა t   მომენტში გამოყოფილი )(1 tx  რაოდენობის 

ნედლეული, სადაც 0  , ხოლო t   მომენტში, სადაც 0 - )(2 tx  რაოდენობის 

ნედლეული. აქ გათვალისწინებულია ის გარემომება, რომ ნედლეულის გამოყოფიდან 

საქონლის დამზადება ხდება  გარკვეული დროის შემდეგ. ანალოგიურად,  

                                ))(),(),(,())(,()( 21

222 tvtxtxtStvtDtE    

ფუნქციას ეწოდება დისბალანსის ინდექსი 2i  საქონლისთვის. ))(,(2 tvtD  

მიუთითებს t   მომენტებში შეკვეთილი 2i  საქონლის რაოდენობას, ხოლო                     

                                                             ))(),(),(,( 21

2 tvtxtxtS     

მიუთითებს t  მომენტში მიწოდებული 2i  საქონელის რაოდენობას, რომლის 

დასამზადებლად საჭიროა t   მომენტში გამოყოფილი  )(1 tx  რაოდენობის 

ნედლეული, ხოლო t   მომენტში- )(2 tx  რაოდენობის ნედლეული. თუ 0)(1 tE , 

მაშინ ადგილი არა აქვს დისბალანს, ე. ი. t  მომენტში მომხმარებელს მიეწოდება 1i  

საქონლის მოთხოვნილი რაოდენობა.  თუ  ,0)(1 tE  მაშინ მოთხოვნა აჭარბებს 

მიწოდებას. თუ ,0)(1 tE  მაშინ მიწოდება აჭარბებს მოთხოვნას. ანალოგიურად 

განიხილება შემთხვევები  2i  საქონლისთვის. დროში დისბალანსის დინამიკის 

დახასიათების მიზნით ],[ 10 ttt  მომენტისთვის შემოვიღოთ დისბალანსის 

ინტეგრალური ინდექსები 

𝑥3(𝑡) = 𝑥0
3 + ∫ {𝐷1(𝜉, 𝑢(𝜉 − 𝜌)) − 𝑆1(𝜉, 𝑥1(𝜉 − 𝜏), 𝑥2(𝜉 − 𝜎), 𝑢(𝜉))}𝑑𝜉, 𝑥0

3
𝑡

𝑡0

= 𝐸1(𝑡0). 

𝑥4(𝑡) = 𝑥0
4 + ∫ {𝐷2(𝜉, 𝑣(𝜉 − 𝜃)) − 𝑆2(𝜉, 𝑥1(𝜉 − 𝜏), 𝑥2(𝜉 − 𝜎), 𝑣(𝜉))}𝑑𝜉, 𝑥0

4
𝑡

𝑡0

= 𝐸2(𝑡0). 

ამრიგად, ზემოაღნიშნულ პირობებში,  საბაზრო ურთიერთობა შეგვიძლია დავახასი-

ათოთ  ფაზურ კოორდინატებსა და მართვებში დაგვიანების შემცველი  ფუნქციონა-

ლურ-დიფერენციალური განტოლებათა სისტემით 
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)1(

)).(),(),(,())(,()(

)),(),(),(,())(,()(

),()()(

),()()(

21

22

4

21

11

3

212

211





















tvtxtxtStvtDtx

tutxtxtStutDtx

tbxtcxtx

tbxtaxtx













 

სადისერტაციო ნაშრომში, სამართი ფუნქციონალურ-დიფერენციალური 

განტოლებისთვის  

)2()()),(),(),(),(),(),(),(,())(),(()( nT Rtxtvtvtututqtptxtftqtptx  

შერეული საწყისი პირობით                                       

)3(.))(,()(,,))(),(())(),(()( 0000

TTT tgptxtttgttqtptx    

განხილულია პრობლემები, რომლებიც დაკავშირებულია ამონახსნის წარმოდგენის 

ფორმულებთან (თავი 1) და ოპტიმიზაციის ამოცანებთან (თავი 2). აქვე აღვნიშნავთ, 

რომ  ამ თავებში მიღებული შედეგები მჭიდრო კავშირშია ერთმანეთთან. სახელდობრ, 

მე-2  თავის ძირითადი შედეგები,  ელემენტის ოპტიმალურობის აუცილებელი 

პირობები,  არსებითად ეყრდნობა პირველ თავში მიღებულ  ამონახსნის  წარმოდგენის 

ფორმულებს. სხვადასხვა კლასის ფუნქციონალურ-დიფერენციალური  

განტოლებებისა და მათი შესაბამისი ოპტიმიზაციის ამოცანების  გამოკვლევას  

მრავალი ნაშრომი მიეძღვნა,  მათ შორისაა  ნაშრომები:  არუთინოვი  და  მარდანოვი 

[6]; ბეიკერი [8]; ბენქსი [9]; ბეკლარიანი [10]; ბელმანი და კუკი [11]; ბოჩია და ვინტერი 

[12]; დრაივერი [13];  ელსგოლცი  და ნორკინი [18]; გაბასოვი და კირილოვა [19]; 

გოლმანი და მაურერი [22]; ჰალანაი [23, 24]; ჰეილი [25]; კოლმანოვსკი  და მიშკისი [38, 

39]; მანიტიუსი [43]; მარდანოვი, მანსიმოვი და მელიქოვი [45];  მიშკისი [47]; 

მორდუხოვიჩი [48]; ნოიშტადტი [49]; ოგუსტორელი [50]; ვარგა [60]; ალხაზიშვილი  

[1]; აშორდია [7]; გორგოძე [21];  დვალიშვილი  და რამიშვილი [14]; თადუმაძე [53, 55, 

57]; თადუმაძე  და ალხაზიშვილი [54]; თადუმაძე  და შავაძე [58];  კიღურაძე და პუჟა 

[37];  კოპლატაძე [40];  მაჩაიძე [41]; მარკოზაშვილი [46];  შავაძე [51, 52]; ხარატიშვილი 

[32]; ხარატიშვილი და თადუმაძე  [34-36] და სხვა. 

  ქვემოთ, თავების მიხედვით  მოკლედ იქნება აღწერილი  სადისერტაციო ნაშრომში 

მიღებული შედეგები.    



11 

 

თავი 1:  (3) პირობას  ეწოდება შერეული საწყისი პირობა, რადგანაც  იგი შედგება ორი 

ნაწილისგან: პირველი-წყვეტილი ნაწილი 𝑝(𝑡) = 𝜑(𝑡), 𝑡 < 𝑡0 ,   𝑝(𝑡0) = 𝑝0 , სადაც 

საზოგადოდ 𝜑(𝑡0) ≠ 𝑝0.  წყვეტილობა საწყის მომენტში შეიძლება დაკავშირებული 

იყოს  დინამიური პროცესის მყისიერ ცვლილებასთან  (ინვესტიციის, გარემო 

პირობების, ვირუსების კონცენტრაციის და ა. შ. ცვლილება); მეორე- უწყვეტი ნაწილი 

0),()( tttgtq  , რადგანაც ყოველთვის   ).()( 00 tgtq     

(2)-(3) ამოცანას ვუწოდოთ  

                                         ))(),(),(),(,,,,,( 00 tvtutgtpt    

ელემენტის შესაბამისი  კოშის ამოცანა.  

                                 ))(),(),(),(,,,,,( 000000000000 tvtutgtpt  
 

ეწოდება  საწყისი ელემენტი, ხოლო მის შესაბამის ამოცანას  

             )4()),(),(),(),(),(),(),(,()( 0000000   tvtvtututqtptxtftx  

                     )5(.))(,()(,,))(),(()( 0000000000

TT tgptxtttgttx    

ეწოდება საწყისი ამოცანა. 0   ეწოდება 0  ელემენტის ვარიაცია, ცხადია 

  0 . ამრიგად,   0  ელემენტი მიიღება 0  ელემენტის შეშფოთებით ანუ  

(2)-(3) ამოცანა მიიღება  (4)-(5) ამოცანის შეშფოთებით. ვთქვათ 10t  რაიმე ინტერვალის 

ბოლო წერტილია და 10t  წერტილის მიდამოში არსებობს თავდაპირველი (4)-(5) და 

შეშფოთებული (2)-(3) ამოცანების ამონახსნები, შესაბამისად, );( 0tx  და );( 0  tx  . 

მცირე   ვარიაციის პირობებში (სიმცირის შესახებ იხ. პუნქტი 1.1 ),  დამტკიცებულია 

);( 0  tx  ამონახსნის წარმოდგენის ფორმულები 10t  წერტილის მიდამოში. 

სახელდობრ, დამტკიცებულია შემდეგი წარმოდგენა   

                                    ,);();();();( 00  totxtxtx                           (6) 

სადაც );(  tx  არის წრფივი ოპერატორი   შეშფოთების მიმართ, ხოლო );( to  არის 

მაღალი რიგის უსასრულოდ მცირე ||  სიმცირესთან შედარებით თანაბრად t  
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მიმართ. დადგენილია );(  tx ოპერატორის  ანალიზური სახე, რომელშიც გამოვლე-

ნილია შერეული საწყისი პირობის და საწყისი მონაცემების შეშფოთების ეფექტები. 

საწყისი მონაცემების ქვეშ იგულისხმება საწყისი მომენტის, ფაზურ კოორდინატებში 

შემავალი მუდმივი დაგვიანებების, უწყვეტად წარმოებად  მართვაში შემავალი  

მუდმივი დაგვიანების, საწყისი ვექტორის, საწყისი და  მართვის ფუნქციების ერთო-

ბლიობა. ამონახსნის წარმოდგენის ფორმულა (6) მნიშვნელოვან როლს თამაშობს  

ოპტიმალურობის აუცილებელი პირობების დამტკიცებისას [9, 19, 20, 32, 34, 45, 50, 58]. 

გარდა ამისა, ეს ფორმულები გამოიყენება შეშფოთებული განტოლების მიახლოებითი 

ამონახსნის მოძებნაში. ნაშრომში, სიახლეს წარმოადგენს ის გარემოება, რომ  [36, 42, 56] 

-ში  განხილული შემთხვევებისგან განსხვავებით:  ერთის მხრივ- განტოლება შეიცავს 

ორი ტიპის მართვას,  მეორეს მხრივ- საწყისი მონაცემების ასეთი ფართო კლასი 

შერეული საწყისი პირობის გათვალისწინებით, პირველად არის განხილული. 

ამონახსნის  წარმოდგენის  ფორმულები  ჩვეულებრივი დიფერენციალური 

განტოლებისთვის, პირველად, დამტკიცებული იყო  გამყრელიძის მიერ [20], ხოლო  

ფუნქციონალურ-დიფერენციალური განტოლებების სხვადასხვა კლასებისთვის, როცა 

საწყისი მომენტი ფიქსირებულია დამტკიცებული იყო  [9, 19, 45, 50]    შრომებში. 

ამონახსნის წარმოდგენის ფორმულები და წყვეტილი საწყისი პირობის ეფექტები, 

საწყისი მომენტის ვარიაციის შემთხვევაში, პირველად, მიღებული  და გამოვლენილი 

იყო  თადუმაძის  მიერ [53]. სხვადასხვა კლასის ფუნქციონალურ-დიფერენციალური 

განტოლებებისთვის, საწყისი მომენტის ვარიაციის, წყვეტილი და უწყვეტი საწყისი 

პირობის გათვალისწინებით ამონახსნის წარმოდგენის ფორმულები დამტკიცებული 

იყო  შრომებში  [34, 52, 54, 57, 58]. პირველი თავის  1.1  პუნქტში მოყვანილია 

ამონახსნის წარმოდგენასთან დაკავშირებული სხვადასხვა ტიპის თეორემები. 

თეორემების  ტიპი დამოკიდებულია განტოლების მარჯვენა მხარის თვისებაზე, 00t  და 

0 -ის  ვარიაციათა კომბინაციაზე  (მარჯვნიდან, მარცხნიდან, ორივე მხრიდან  და ა. შ. 

). აქვე ჩამოწერილია  შერეული საწყისი პირობისა და საწყისი მონაცემების  

შეშფოთების ეფექტები. გარდა ამისა, ამოწერილია  განტოლება ვარიაციებში, 

რომელსაც აკმაყოფილებს ამონახსნის პირველი ვარიაცია;  მოყვანილია  შეშფოთე-

ბული განტოლების მიახლოებითი ამონახსნის  ანალიზური სახე, აღწერილია მისი 
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მოძებნის ორი შესაძლებლობა.  ამონახსნის ვარიაციის ფორმულა დაკონკრეტებულია 

წრფივი ფუნქციონალურ-დიფერენციალური განტოლებისთვის. 1.2 და 1.3 პუნქტებში 

დადგენილია  ამონახსნის ნაზრდის  შეფასება 00t  მომენტის მარცხნიდან და 

მარჯვნიდან ვარიაციის შემთხვევაში. სახელდობრ, დამტკიცებულია რომ  ამონახსნის 

ნაზრდის  შეფასება არის ||  რიგის. აღნიშნული შეფასებების საფუძველზე  

მომდევნო პუნქტებში 1.4 და 1.5-ში, [57]-ში მოყვანილი სქემის მიხედვით, დამტკი-

ცებულია ამონახსნის წარმოდგენის ფორმულები. 

თავი 2:  სამართი ფუნქციონალურ-დიფერენციალური განტოლებისთვის, ორი ტიპის 

მართვით და  შერეული საწყისი პირობით,  განხილულია ოპტიმიზაციის ამოცანა 

ზოგადი სასაზღვრო პირობებით და ფუნქციონალით. დამტკიცებულია საწყისი და 

საბოლოო მომენტების,   დაგვიანების  პარამეტრების, საწყისი ვექტორის, საწყისი და 

მართვის ფუნქციების. ოპტიმალურობის აუცილებელი პირობები. მიღებული შედე-

გები დაკონკრეტებულია ამოცანისთვის დამაგრებული ბოლოებით და ინტეგრალური 

ფუნქციონალით, წრფივი და სწრაფქმედების ამოცანისთვის. გარდა ამისა, 

განხილულია ოპტიმალური ამოცანა საბაზრო ურთიერთობის მოდელისთვის, 

რომლისთვისაც მიღებულია ოპტიმალურობის აუცილებელი პირობები.  ოპტიმალუ-

რობის აუცილებელი პირობა–პონტრიაგინის მაქსიმუმის პრინციპის ანალოგი 

სწრაფქმედების ოპტიმალური  ამოცანისათვის ფიქსირებული საწყისი მომენტითა და 

დამაგრებული ბოლოებით,  სამართი ფუნქციონალურ-დიფერენციალური განტოლე-

ბისთვის ერთი მუდმივი დაგვიანებით ფაზურ კოორდინატებში,  პირველად,  დამტკი-

ცებული იყო ხარატიშვილის მიერ  ნაშრომში [32].  ამ შედეგის გავრცელებას ოპტი-

მიზაციის ამოცანებზე სხვადასხვა კლასის სამართი ფუნქციონალურ-დიფერე-

ნციალური განტოლებისთვის მრავალი ნაშრომი მიეძღვნა, მათ შორის [1, 6, 9, 10, 12, 

19, 21, 24, 34, 43, 45-51, 57, 60] განსხვავებით ზემოჩამოთვლილი შრომებისგან,  

ნაშრომში სიახლეს წარმოადგენს ის გარემოება, რომ აქ შერეული საწყისი პირობების 

ფონზე განიხილება  ამოცანა, სადაც ტრადიციული საწყისი მონაცემების ოპტი-

მიზაციასთან ერთად მოითხოვება  ოპტიმალურად შერჩევა როგორც ორი ტიპის 

მართვის, ასევე  ფაზურ კოორდინატებსა  და ერთ-ერთ  მართვაში  შემავალი დაგვი-

ანების პარამეტრების. 
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 2.1 პუნქტში განხილულია შემდეგი ამოცანა  

                             





















.min))(),(,,,,,,(

,...,,1,0))(),(,,,,,,(

,))(,()(,,))(),(()(

],,[,))(),(),(),(),(),(),(,()(

10010

0

10010

0000

10

txtgpttz

litxtgpttz

tgptxtttgttx

ttttvtvtututqtptxtftx

i

TT









 

მოყვანილია ))(),(),(),(,,,,,,( 010 tvtutgtptt   ელემენტის ოპტიმალურობის აუცი-

ლებელი პირობები:  ოპტიმალური 01000 ,, tt -თვის უტოლობებისა და ტოლობების 

სახით. აღნიშნული სახეობები დამოკიდებულია ვარიაციის ტიპზე (მარცხნიდან, მარ-

ჯვნიდან, ორივემხრიდან); ოპტიმალური 00 , -თვის ტოლობების სახით; ოპტი-

მალური )(),(),(),(, 000000 tvtutgtp  -თვის  მაქსიმუმის პრინციპის სახით.  გარდა ამისა, 

ოპტიმალურობის აუცილებელი პირობები მოყვანილია ოპტიმალური ამოცანისთვის 

შერეული საწყისი პირობით, დამაგრებული ბოლოებით და ინტეგრალური 

ფუნქციონალით;  სწრაფქმედების ამოცანისთვის; წრფივი ამოცანისთვის. 2.2  პუნქტში 

განხილულია ოპტიმიზაციის ამოცანა შერეული საწყისი პირობით საბაზრო 

ურთიერთობის  (1) მოდელისთვის. ჩამოყალიბებულია  ოპტიმალურობის აუცილე-

ბელი პირობები. 2.3  პუნქტში დამტკიცებულია  ელემენტის ოპტიმალურობის აუცი-

ლებელი პირობები მარჯვნიდან ვარიაციის შემთხვევაში გამყრელიძე-ხარატიშვილის 

მეთოდით [34, 57], სახელდობრ,  აგებულია ოპტიმიზაციის ამოცანის შესაბამისი ასახვა 

და დამტკიცებულია  წერტილის კრიტიკულობა; გამოთვლილია ასახვის დიფერე-

ნციალი და კრიტიკულობის აუცილებელი პირობიდან გამოყვანილია 

ოპტიმალურობის აუცილებელი პირობები.  

   ნაშრომში გამოყენებულია სამმაგი ნუმერაცია: პირველი ციფრი ნიშნავს თავის 

ნომერს, მეორე ციფრი-პუნქტის ნომერს, მესამე ციფრი-ფორმულის ნომერს. 

     სადისერტაციო ნაშრომის ძირითადი  შედეგები გამოქვეყნებულია [2-5, 15,16, 26-31, 

59] შრომებში, იგი მოხსენებული იყო მრავალ  საერთაშორისო კონფერენციაზე. 
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თავი  I. ამონახსნის წარმოდგენის ლოკალური ფორმულები სამართი 

ფუნქციონალურ-დიფერენციალური  განტოლებისთვის შერეული საწყისი პირობით,  

დაგვიანებებით  ფაზურ კოორდინატებსა და მართვებში 

1.1.  ამოცანის დასმა და ძირითადი შედეგების ფორმულირება 

ვთქვათ, nR  არის Tnxxx ),...,( 1 წერტილების n –განზომილებიანი ვექტორული 

სივრცე, სადაც  T   სიმბოლო აღნიშნავს  ტრანსპონირების ოპერაციას, 

                                                                  
.)(||

1

22 



n

i

ixx  

ვთქვათ, 

                         
,00011011 ssss  ,0,0 1212   0,0 12    

მოცემული რიცხვებია ისეთი, რომ შესრულებულია უტოლობა   

                                                 
 .,,,max 2220110  ss  

ვიგულისხმოთ, რომ   

                                            
lrkm RVRURQRP  ,,,  

არის ღია შემოსაზღვრული სიმრავლეები, ამასთან  

                                        ;,),(),( kmnRQPOqpx nTT   

ვექტორ ფუნქცია 

Tn wvuqpxtfwvuqpxtfwvuqpxtf )),,,,,,,(),...,,,,,,,,((),,,,,,,( 1111

1

11    

უწყვეტია სიმრავლეზე ,22 VUQPOI   სადაც ],[ 1100 ssI   და  უწყვეტად 

წარმოებადია  wvuqpx ,,,,,, 11   ცვლადების მიმართ.    და G -თი აღვნიშნოთ, 

შესაბამისად, უწყვეტად წარმოებადი საწყისი ფუნქციების სიმრავლე  

                                       
 2200011 ,maxˆ],,ˆ[,)(   ssItPt  

და .,)( 1ItQtg   შემოვიღოთ მართვის ფუნქციების სიმრავლე:   არის უბან-უბან 

უწყვეტი   00112
ˆ],,ˆ[,)( ssItUtu  მართვის ფუნქციების სიმრავლე, 
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რომლებსაც აქვთ შემდეგი თვისება, )( 2Iclu  სიმრავლე კომპაქტია და შედის U -ში; W

არის უწყვეტად წარმოებადი 200103
ˆ],,ˆ[,)(   ssItVtv მართვის ფუნქციების  

სიმრავლე.  ყოველ 

),(),(),(),())(),(),(),(,,,,,( 212121010000   sstvtutgtpt  

                                                            WGP   

ელემენტს შევუსაბამოთ სამართი ფუნქციონალურ-დიფერენციალური განტოლება  

)1.1.1())(),(),(),(),(),(),(,())(),(()(   tvtvtututqtptxtftqtptx T  

საწყისი პირობით   

)2.1.1(.))(,()(),,ˆ[,))(),(()( 0000

TT tgptxtttgttx    

(1.1.2) ეწოდება შერეული საწყისი პირობა, იგი შედგება ორი ნაწილისგან: პირველი-

წყვეტილი ნაწილი  𝑝(𝑡) = 𝜑(𝑡), 𝑡 < 𝑡0 ,   𝑝(𝑡0) = 𝑝0  სადაც საზოგადოდ 𝜑(𝑡0) ≠ 𝑝0. 

წყვეტილობა საწყის მომენტში შეიძლება დაკავშირებული იყოს  დინამიური პროცესის 

მყისიერ ცვლილებასთან  (ინვესტიციის, გარემო პირობების, ვირუსების კონცე-

ნტრაციის და ა. შ. ცვლილებასთან); მეორე- უწყვეტი ნაწილი ],ˆ[),()( 0tttgtq  , 

რადგანაც ყოველთვის ).()( 00 tgtq   

განსაზღვრება 1.1.1. ვთქვათ .  ფუნქციას  ),(],,ˆ[,);()( 111011 sstttOtxtx  

ეწოდება   (1.1.1) განტოლების  ამონახსნი  (1.1.2) საწყისი პირობით  ან    ელემენტის 

შესაბამისი ამონახსნი განსაზღვრული  ],ˆ[ 1t ინტერვალზე, თუ იგი აკმაყოფილებს 

(1.1.2) პირობას, ხოლო  ],[ 10 tt მონაკვეთზე აბსოლუტურად უწყვეტია და  თითქმის 

ყველა (თ. ყ.) ],[ 10 ttt აკმაყოფილებს  (1.1.1) განტოლებას. 

განტოლების მარჯვენა მხარეზე მოთხოვნილი პირობები, ყოველი ელემენტისთვის 

უზრუნველყოფს, ლოკალურად,   შესაბამისი ამონახსნის არსებობას და ერთადერთო-

ბას  ინტერვალზე ],ˆ[ 0  t , სადაც 0  მცირე რიცხვია.  

 შემოვიღოთ აღნიშვნები:  

                             
,|||||||||||||||||||||||||||| 11100 vugpt    
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სადაც     

           
     ;|:)(||)(|sup||||,|:)(|sup||||,|:)(||)(|sup|||| 31211 IttvtvvIttuuIttt    

0  და  ))(),(),(),(,,,,,( 000000000000 tvtutgtpt  არის ფიქსირებული რიცხვი და 

ელემენტი;   

)(),(),(),(,,,,, 00000000000 tvtutgtpt   და  0  -ის ვარიაცია ეწოდება, შესაბამისად, 

შემდეგს 
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სიდიდესთან  შედარებით. ქვემოთ, მოყვანილი იქნება ხუთი ტიპის თეორემა, 
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დაგვიანების პარამეტრის ვარიაცია არ ხდება, ხოლო 0  და 0 დაგვიანების 

პარამეტრების ვარიაცია,  ყოველთვის ხდება ორივე მხრიდან.  

თეორემა 1.1.1. ვთქვათ )(0 tx არის  0  ელემენტის შესაბამისი ამონახსნი  განსა-

ზღვრული ],ˆ[ 110  t  ინტერვალზე. არსებობს  ისეთი რიცხვი  ),0( 12    ,  რომ 
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აქ   nnE      არის ერთეულოვანი მატრიცა, ხოლო-  nn
 ნულოვანი მატრიცა.  

ზოგიერთი კომენტარი. );(  tx

 ეწოდება )(0 tx
 ამონახსნის  პირველი ვარიაცია

],[ 110110   ttt  ინტერვალზე. (1.1.6) წრფივ  ოპერატორს, სადაც  );(  t  აქვს  (1.1.7) 

სახე ეწოდება ამონახსნის ვარიაციის ლოკალური ფორმულა. ნაშრომში,  არსებით 
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სიახლეს წარმოადგენს ის გარემოება რომ ამონახსნის ვარიაციის ფორმულების 
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არის 0 დაგვიანების პარამეტრის  ვარიაციის ეფექტი.  

 (1.1.7)  ფორმულაში   
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)(][)(][)(][)(][ 00 tvtftutftutftvtf vuw      

],[),(][ 110000   ttttvtfw                                                                        (1.1.12) 
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Ttgptx                      (1.1.13) 
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მართლაც, საკმარისად მცირე ||  -თვის   (1.1.5) -დან დავასკვნით, რომ  

       ].,[,);()();( 21021000    ttttxtxtx (1.1.16) 

ამონახსნის პირველი ვარიაცია შეიძლება ვიპოვოთ ორი ხერხით: პირველი- ვიპოვოთ 

მატრიც-ფუნქცია );( tY   (იხ. (1.1.8)-(1.1.19));  მეორე- ვიპოვოთ (1.1.12)-(1.1.13) და 

(1.1.14)-(1.1.15) ამოცანების ამონახსნები. 

  განვიხილოთ წრფივი შემთხვევა.  
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თეორემა 1.1.2. ვთქვათ )(0 tx არის  0  ელემენტის შესაბამისი ამონახსნი  განსა-

ზღვრული ],ˆ[ 110  t  ინტერვალზე. არსებობს  რიცხვი  ),0( 12     ისეთი  რომ, 

ნებისმიერი  ],[ 111110   ttt   და  00 )(
2

   
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თეორემა 1.1.3  მტკიცდება თეორემა 1.1.1 -ის ანალოგიურად იმ განსხვავებით, რომ  

დამტკიცებისას ცალ-ცალკე განიხილება  შემთხვევები ],[ 0000   tt  (იხ. 

თეორემა 1.1.1  დამტკიცება) და ],[ 0000   tt  (იხ. თეორემა 1.1.2 დამტკიცება ). 

თეორემა 1.1.4. ვთქვათ )(0 tx არის  0  ელემენტის შესაბამისი ამონახსნი  განსა-

ზღვრული ],ˆ[ 110  t  ინტერვალზე. გარდა ამისა, ფუნქციები )(0 tu და 
)(0 tu

უწყვეტია წერტილში .000 t არსებობს  რიცხვი  ),0( 12     ისეთი  რომ, ნებისმიერი  

10 1 10 1[ , ]t t t    და 00 )(ˆ
2

   

 ადგილი  აქვს ტოლობას  

                                       ),;();(ˆ)();( 00  totxtxtx  

 

სადაც 

 ,0:)()(ˆ
00000 22
 t   

   





001000000010000000 );(]))(,)[(;())(,)(;();( tfttYftgttYtgpttYtx T

m

T  

).;();( 01000  tfttY   

თეორემა 1.1.4  მტკიცდება თეორემა 1.1.2 -ის ანალოგიურად იმ განსხვავებით, რომ  

დამტკიცებისას ცალ-ცალკე განიხილება  შემთხვევები
 

],[ 0000   tt  (იხ. 

თეორემა 1.1.1 დამტკიცება) და ],[ 0000   tt  (იხ. თეორემა 1.1.2 დამტკიცება ). 

თეორემა 1.1.5. ვთქვათ )(0 tx არის  0  ელემენტის შესაბამისი ამონახსნი  განსა-

ზღვრული ],ˆ[ 110  t  ინტერვალზე. გარდა ამისა, ფუნქციები )(0 tu და )(0 tu

უწყვეტია 00t და 000 t წერტილებში. არსებობს  რიცხვი  ),0( 12     ისეთი  რომ, 

ნებისმიერი   10 1 10 1[ , ]t t t   
 და 

00)(
2

   -სთვის  ადგილი  აქვს ტოლობას  

                                     
),;();()();( 00  totxtxtx   

სადაც      001000000010000000 );(]))(,)[(;())(,)(;();( tfttYftgttYtgpttYtx T

m

T    

).;();( 01000  tfttY   

თეორემა 1.1.5 არის თეორემა 1.1.3  და თეორემა 1.1.4 -ის  შედეგი. 
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1.2.  ამონახსნის ნაზრდის შეფასება  საწყისი მომენტის მარცხენა მხრიდან  ვარიაციის 

შემთხვევაში 

ყოველ    

                          ))(),(),(),(,,,,,( 00 tvtutgtpt    

ელემენტს შევუსაბამოთ  ფუნქციონალურ-დიფერენციალური  განტოლება   

)1.2.1())(),(),(),(),)(,,(),)(,,(),(,())(),(()( 00   tvtvtututgthtthtytfttty T

 

საწყისი პირობით 

                                                                  ,))(,()( 000

Ttgpty                                              (1.2.2) 

სადაც  ოპერატორი   ))(,,( 0 tth    განიმარტება  ფორმულით   
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განსაზღვრება 1.2.1.  ვთქვათ  .  აბსოლუტურად უწყვეტ  ფუნქციას 

],,[,));(),;(();( 21 rrtOttty T     სადაც  ),,(),,( 2221201001 ssrssr   ფიქსირებული 

რიცხვებია, ეწოდება   (1.2.1) განტოლების  ამონახსნი  (1.2.2) საწყისი პირობით  ან     

ელემენტის  შესაბამისი ამონახსნი  განსაზღვრული  ],[ 21 rr  ინტერვალზე,  თუ 

),[ 0110 srt   , ,))(,()( 000

Ttgpty   ხოლო  თ. ყ.  ],[ 21 rrt  აკმაყოფილებს  (1.2.1)  

განტოლებას. 
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შენიშვნა 1.2.1.  ვთქვათ  ],,[),;( 21 rrtty   არის  ))(),(),(),(,,,,,( 00 tvtutgtpt   

ელემენტის შესაბამისი  ამონახსნი, მაშინ  

                                     )4.2.1())))(;(,,()),))(;(,,(();( 00

Ttgthtthtx    

იქნება    ელემენტის შესაბამისი  ამონახსნი,  ანუ  (1.1.2)  განტოლების  ამონახსნი  

(1.1.3)  საწყისი პირობით  
],ˆ[ 2r
  ინტერვალზე. 

 მართლაც, ვთქვათ  
),ˆ[ 0tt   მაშინ  

                                                     
Ttgttx ))(),(();(    

(იხ. (1.2.3)).  

ვთქვათ  ],[ 20 rtt     მაშინ 

                                                    ,));(),;(();( Ttttx    

ე. ი.     

                                                          
Ttgptx ))(,();( 000   

და  იგი აკმაყოფილებს  (1.1.2) განტოლებას.  

ლემა 1.2.1.  ვთქვათ  
Tttty ))(),(()( 000   არის     

                               ))(),(),(),(,,,,,( 000000000000 tvtutgtpt    

ელემენტის შესაბამისი ამონახსნი  განსაზღვრული  
],[ 21 rr  მონაკვეთზე, სადაც 

);,(),,( 2221201001 ssrssr  გარდა ამისა, ვთქვათ VVUUOK  000 ,,  კომპაქტები, 

შესაბამისად,  შეიცავენ      

                                      )(),(]),,([))(),(( 30202101010 IvIurryIgI T   

სიმრავლეების რაიმე მიდამოს. მაშინ არსებობს  ისეთი რიცხვები 01    და 01   

რომ  ნებისმიერ   

                              
 ))(),(),(),(,,,,,( 000 tvtutgtpt 

 

),()(),()(,,,,,( 00000000000 tgtgttpptt  
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 ელემენტს  შეესაბამება ამონახსნი );( 0  ty  განსაზღვრული  ],[ 1211   rr  
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                                    );();(lim 00
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

tyty 


                                           (1.2.6) 

თანაბრად  ],[ 1211   rrt  მიმართ.  

ლემა 1.2.1  არის თეორემა 1.8  შედეგი ([57], გვ. 28). 

ლემა 1.2.2.  ვთქვათ  )(0 tx  არის    0   ელემენტის შესაბამისი ამონახსნი  

განსაზღვრული  
],ˆ[ 10t  მონაკვეთზე (იხ. განსაზღვრება 1.1.1). ვთქვათ 

VVUUOK  000 ,,  კომპაქტები, შესაბამისად,  შეიცავენ      

                                      )(),(]),,ˆ([))(),(( 30201001010 IvIutxIgI T    

სიმრავლეების რაიმე მიდამოს. მაშინ არსებობს  ისეთი რიცხვები 01    და 01   

რომ  ნებისმიერ )( 01
   ელემენტს  შეესაბამება ამონახსი );( 0  tx

განსაზღვრული  ],ˆ[ 110  t  ინტერვალზე, თანაც ).,( 2221110 sst   გარდა ამისა, 
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              (1.2.7) 

გარდა ამისა, 

                                                               );();(lim 00
0




txtx 
  

თანაბრად  ],[ 110110   ttt  მიმართ.  

ვთქვათ  ლემა 1.2.1-ში 102001 , trtr  ,  მაშინ  ],,[),()( 100000 ttttytx   
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               ,))))(;(,,()),))(;(,,(();( 00000

Ttgthtthtx    
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 
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(იხ. (1.2.4)). ამრიგად, ლემა 1.2.2 არის ლემა 1.2.1-ის  შედეგი.  

შენიშვნა 1.2.2.  ერთადერთობის  ძალით ამონახსნი  ],[),;( 12110   rrtty  არის  

)(0 ty    ამონახსნის გაგრძელება. ამიტომ შემდგომში ყოველთვის ვიგულისხმებთ, რომ  

)(0 ty ამონახსნი  განსაზღვრულია    ],[ 1211   rr  ინტერვალზე . 

ლემა  1.2.1  საშუალებას იძლევა შემოვიღოთ  ],,[),;()( 121100   rrtyty ამონახსნის 

ნაზრდი 

)8.2.1(].,[,)(ˆ),();(:);())(),(()( 12110000 1
    rrttytytyttty T
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ty                                                       (1.2.9) 

თანაბრად  ],[ 1211   rrt  მიმართ.(იხ. (1.2.6)). 

ლემა 1.2.3.  არსებობს  ისეთი რიცხვი  ],0( 12    ,  რომ ადგილი აქვს უტოლობას   

                                                      )10.2.1()(|);(|max
],[ 1200
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  
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2
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

O
 

                                                .0:)()(ˆ
00000 22
 t   

გარდა ამისა,   

                         )(]))(,[())(,()( 00000100000  otftgtgpty T

m

T  


 ,        (1.2.11) 

სადაც          

                      

)),(),(),(),(),(),(),(,( 000000000000000000000000000   tvtvtututgttytff  
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დამტკიცება.    ვთქვათ  ),0( 12  
  იმდენად  მცირეა რომ  ნებისმიერი          

                                                  ))(ˆ(],[),( 00000 2
   ttt

 

შესრულებულია  უტოლობები 

                                       ),,(),,(),,(),,( 21212101000   sst  

                                                  .,,, 000000 tttttttt                            (1.2.12) 

],[ 1200 rt   ინტერვალზე   )()()( 0 tytyty    ფუნქცია   აკმაყოფილებს განტოლებას  

                  ),)(,,(),)(,,(),()(,()( 00000   tgthtthtytytfty                                              

 ))()(),()(),()( 000  tvtvtvtvtutu

 ))(),(),(),(),)(,,(),)(,,(),(,( 000000000000000  tvtvtututgthtthtytf  

                                                                  );( ta  .                                     (1.2.13) 

 ჩავწეროთ  (1.2.13)  ინტეგრალური სახით, 

                                                           .);()()(

00

00  datyty

t

t

  

აქედან  გამომდინარეობს, 

                                      ),;,(|)(||)(| 00100 ttatyty                                       (1.2.14) 

სადაც 

                                                                  .|);(|);,(

00

001  datta

t

t

  

პირველ  რიგში დავამტკიცოთ  ფორმულა (1.2.11).  

გვაქვს, 

                                     )()()()()()( 00000000000

00

0

tydttytytytyty

t

t

  
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 
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t

t

tvtvtututututgttytytf 

 

                                          dttvtv ))()(, 0   )()( 0000 tyty                            (1.2.15) 

(იხ. (1.2.8) და (1.2.3)).  

შემდეგ,  

                          TTT tgptgptgtgpptyty ))(,())(,())()(,()()( 000000000000000000   

                                                 .))()(,())()(,( 0000010001

T
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T

m tgtgtgtg     

გარდავქმნათ   )()( 000 tgtg    და ))()( 00000 tgtg  .   

                                                  ;|||||||||)(||)()(| 2

01000
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                                                              dttvtv ))()(, 0  ),(
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0 
dtf
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t  
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    )(

 
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0
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tvtvtututututgttytytf   

                                                              

.]))()( 00 dtftvtv    

თუ  ,0 მაშინ                                   

  ,0)(  ty ),()( 00   tt ),()( 00   tgtg ),()()( 00 tututu   

                                            ),()()(),()()( 00000   tvtvtvtvtvtv  

ე. ი. 

              
),()(),()(),(),(),()(,(|sup 000

],[ 000

 


tututututgttytytf
ttt  

                                                         0|))()(),()(, 000  ftvtvtvtv 
 

როცა ,0 ე. ი. )(  არის  -სთან  შედარებით უფრო მაღალი რიგის უსასრულო 

მცირე. ზემომიღებული  თანაფარდობების საფუძველზე  (1.2.15)-დან მიიღება 

ფორმულა  (1.2.11).  ახლა დავამტკიცოთ  შეფასება  (1.2.10). თავდაპირველად შევნი-

შნოთ, რომ  VVUUOK  000 ,,     კომპაქტური სიმრავლეებისთვის არსებობს ისეთი 

რიცხვი 0L , რომ ადგილი აქვს უტოლობას 

|𝑓(𝑡, 𝑥1, 𝑝11, 𝑞11, 𝑢1, 𝜔1, 𝑣1, 𝑤1) − 𝑓(𝑡, 𝑥1, 𝑝12, 𝑞12, 𝑢2, 𝜔2, 𝑣2, 𝑤2)| ≤ 

|)||||||||||||(| 212121211211121121 wwvvuuqqppxxL  
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(  [57] გვ. 29, ლემა 2.2).   ამ  უტოლობის გამოყენებით მივიღებთ 
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(1.5.2)-დან (1.5.3)-(1.5.5) და (1.5.18) გათვალისწინებით მიიღება  (1.1.18), სადაც  

);(  tx  აქვს (1.1.19) სახე.  თეორემა 1.1.2  დამტკიცებულია.  

 

თავი  II. ოპტიმიზაციის ამოცანები  შერეული საწყისი პირობით. ოპტიმალურობის  

აუცილებელი პირობები 

2.1. ოპტიმიზაციის ამოცანის დასმა და  ძირითადი  შედეგების  ფორმულირება  
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შერეული  საწყისი პირობით                                                

                                       )2.1.2(.))(,()(),,ˆ[,))(),(()( 0000

TT tgptxtttgttx    

განსაზღვრება 2.1.1. ვთქვათ    ფუნქციას  ],ˆ[),;()( 1tttxtx    ეწოდება   (2.1.1) 

განტოლების  ამონახსნი  (2.1.2) საწყისი პირობით  ან    ელემენტის შესაბამისი 
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(2.1.1) განტოლებას. 
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ხდება მარცხნიდან.  ამ შემთხვევაში ვიტვით, რომ  ხდება  (- - -)  ვარიაცია. 

თეორემა 2.1.2.  ვთქვათ 0  ოპტიმალური ელემენტია, ხოლო   

],ˆ[,))(),(()( 10000 tttqtptx T    მისი შესაბამისი ამონახსნი. მაშინ არსებობს  ვექტორი  

0,0),...,,( 010   l   და  ამონახსნი ))(),...,(()( 1 ttt n   განტოლებისა  (2.1.5) 

საწყისი პირობით  (2.1.6), რომ  შესრულებულუა პირობები  (2.1.4)-(2.1.10). გარდა ამისა   

;)()()())](),...,(([ 010000000000000100 0



  ftfttgttZZ nmqt    

                                              
;)( 02100 1

 ftZ t   

             .)(][)()( 00010000 1

10

00

dttptftftZ p

t

t

   
   

თეორემა  2.1.2  შეესაბამება შემთხვევას, როცა  ადგილი აქვს  (+ + +) ვარიაციას  ე. ი. 

000 , t
 და 10t

  მარჯვენა მხრიდან ვარიაციას.  

თეორემა 2.1.3.  ვთქვათ 0  ოპტიმალური ელემენტია, ხოლო   

],ˆ[,))(),(()( 10000 tttqtptx T    მისი შესაბამისი ამონახსნი. მაშინ არსებობს  ვექტორი  

0,0),...,,( 010   l   და  ამონახსნი ))(),...,(()( 1 ttt n   განტოლებისა  (2.1.5) 

საწყისი პირობით  (2.1.6), რომ  შესრულებულუა პირობები  (2.1.4)-(2.1.10). გარდა ამისა   
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;)()()())](),...,(([ 010000000000000100 0



  ftfttgttZZ nmqt    

                                              
;)( 02100 1

 ftZ t   

             .)(][)()( 00010000 1

10

00

dttptftftZ p

t

t

   
   

თეორემა  2.1.3  შეესაბამება შემთხვევას, როცა  ადგილი აქვს  (- + +) ვარიაციას.   

თეორემა 2.1.4.  ვთქვათ 0  ოპტიმალური ელემენტია, ხოლო   

],ˆ[,))(),(()( 10000 tttqtptx T    მისი შესაბამისი ამონახსნი. მაშინ არსებობს  ვექტორი  

0,0),...,,( 010   l   და  ამონახსნი ))(),...,(()( 1 ttt n   განტოლებისა  (2.1.5) 

საწყისი პირობით  (2.1.6), რომ  შესრულებულია პირობები  (2.1.4)-(2.1.10). გარდა ამისა   

;)()()())](),...,(([ 010000000000000100 0



  ftfttgttZZ nmqt    

                                              
;)( 02100 1

 ftZ t   

                           .)(][)()( 00010000 1

10

00

dttptftftZ p

t

t

   
   

თეორემა  2.1.5  შეესაბამება შემთხვევას, როცა  ადგილი აქვს  (- - +) ვარიაციას.   

ანალოგიურ თეორემებს, შესაბამისი ცვლილებებით, ადგილი აქვს ვარიაციის 

სხვადასხვა  კომბინაციებისთვის.  ქვემოთ მოყვანილი თეორემა შეესაბამება 

შემთხვევას, როცა 000 , t  და 10t  წერტილებში ხდება ორმხრივი ვარიაცია.  

თეორემა 2.1.5. ვთქვათ 0  ოპტიმალური ელემენტია, ხოლო   

],ˆ[,))(),(()( 10000 tttqtptx T    მისი შესაბამისი ამონახსნი.  გარდა ამისა, ფუნქციები 

)(),( 00 tutu უწყვეტია წერტილებში  .,, 1000000 ttt 
 მაშინ არსებობს  ვექტორი  

0,0),...,,( 010   l   და  ამონახსნი ))(),...,(()( 1 ttt n   განტოლებისა  (2.1.5) 

საწყისი პირობით  (2.1.6), რომ  შესრულებულია პირობები  (2.1.4)-(2.1.10). გარდა ამისა   

;)()()())](),...,(([ 010000000000000100 0
ftfttgttZZ nmqt   

  

                                                       
;)( 01100 1

ftZ t    
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                                          ,)(][)()( 00010000 1

10

00

dttptftftZ p

t

t

      

სადაც  

           
)),(),(),(),(),(),(),(,( 000000000000000000000000000   tvtvtututgttxtff  

                 
),(),(),(,),(,( 000000000000000000000001   tututqptxtff  

           ),(),(),(),(,())(),( 00000000000000000000000000000   tutqttxtftvtv  

                                                 )),(),(),( 00000000000000   tvtvtu
 

                         
)).(),(),(),(),(),(),(,( 0100100100100010001001001002   tvtvtututgtxtxtff

 

აქაც შეიძლება ჩამოყალიბებული იქნეს სხვადასხვა ვარიანტის თეორემები, რომლებიც 

შეესაბამებიან 00t  ორმხრივ ვარიაციას და დანერჩენების ცალმხრივ ვარიაციას ან 00t
  

ცალმხრივ ვარიაციას და დანარჩენების ორმხრივ  ვარიაციას და ა. შ. 

2.2. ოპტიმიზაციის ამოცანა დამაგრებული ბოლოებით და ინტეგრალური 

ფუნქციონალით 

ვთქვათ  
TT QPqpx )(),( 00000   და 

TQPx )( 001    ფიქსირებული  წერტილებია;  

სკალარული  ფუნქცია ),,,,,,,( 11

0 wvuqpxtf   აკმაყოფილებს ყველა იმ მოთხოვნებს  

რასაც აკმაყოფილებდა ფუნქცია ).,,,,,,,( 11 wvuqpxtf    

ყოველ  

 ),(),(),(),(),(ˆ))(),(),(),(,,,,,(ˆ
2121211110010010  sssstvtutgttt  

× 𝛷0 × 𝐺0 × 𝛺0 × 𝑊0 

ელემენტს,  შევუსაბამოთ  დიფერენციალური  განტოლება  

)1.2.2(],[,))(),(),(),(),(),(),(,())(),(()( 10 ttttvtvtututqtptxtftqtptx T  
 

შერეული საწყისი პირობით        

)2.2.2(.),())(,()(),,ˆ[,))(),(()( 0000000

TTT qpxtgptxtttgttx    
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განსაზღვრება 2.2.1. ვთქვათ   ˆ̂  ფუნქციას  ],ˆ[),ˆ;()( 1tttxtx    ეწოდება   (2.2.1) 

განტოლების  ამონახსნი  (2.2.2) საწყისი პირობით  ან  ̂  ელემენტის შესაბამისი 

ამონახსნი განსაზღვრული  ],ˆ[ 1t  ინტერვალზე, თუ იგი აკმაყოფილებს (2.2.2) პირობას, 

ხოლო  ],[ 10 tt  მონაკვეთზე აბსოლუტურად უწყვეტია და  თ. ყ.  ],[ 10 ttt  აკმაყოფილებს  

(2.2.1) განტოლებას. 

განსაზღვრება 2.2.2.   ˆ̂  ელემენტს ეწოდება დასაშვები, თუ შესაბამისი ამონახსნი  

)ˆ;()( txtx   აკმაყოფილებს პირობას   

                                            .)( 11 xtx                                  (2.2.3) 

დასაშვებ ელემენტების სიმრავლე აღვნიშნოთ .ˆ
0

 განვიხილოთ ინტეგრალური 

ფუნქციონალი 

                           .))(),(),(),(),(),(),(,()ˆ(
1

0

0 dttvtvtututqtptxtfJ

t

t

    

განსაზღვრება 2.1.3.  0000000010000
ˆ))(),(),(),(,,,,,(ˆ  tvtutgttt   ელემენტს 

ეწოდება  ოპტიმალური, თუ ნებისმიერი 0
ˆˆ   ელემენტისთვის ადგილი აქვს 

უტოლობას                                                                                    

                                                    ).ˆ()ˆ( 0  JJ                                           (2.2.4) 

(2.2.1)-(2.2.4) ეწოდება ოპტიმალური ამოცანა ფიქსირებული ბოლოებით  და 

ინტეგრალური ფუნქციონალით. ქვემოთ (2.2.1)-(2.2.4) ამოცანა დაყვანილი იქნება 

(2.1.1)-(2.1.4)  სახის ამოცანაზე, რაც საშუალებას მოგვცეს ვისარგებლოთ წინა პუნქტში 

მოყვანილი  თეორემებით.  

შემოვიღოთ  აღნიშვნები:  

                     ,))(),(),(),(),(),(),(,()(

0

00  dvvuuqpxftx

t

t

   

                                                           ,),...,(,),...,( 1

1

110

1

00

TnTn xxxxxx   
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.,...,1,)ˆ(;)ˆ(;),(ˆ,),ˆ(),(ˆ

1

00010 nixxxzxxzpxpRqpxxx iiiTnTT  

 

(2.2.1)-(2.2.4)  ამოცანა  nR 1  სივრცეში ეკვივალენტურია შემდეგი ამოცანის  

                                 ],,[,))(),(),(),(),(),(),(,(ˆ)(ˆ 10 ttttvtvtututqtptxtftx
dt

d
   

                                    ),,ˆ[,))(),(()( 0tttgttx T    ,)(,)(,0)( 00000

0 qtqptptx   

                                                                nixtxxz iii ,...,1,0)()ˆ( 11   

                                                                    min,)())(ˆ( 1

0

1

0  txtxz  

სადაც  ,),(ˆ 0 Tfff   და რომელიც არის (2.1.1)-(2.1.4)  ამოცანის კერძო შემთხვევა.  

უკანასკნელი ამოცანისთვის გვექნება: 

                         𝑙 = 1 + 𝑛, 𝑍(𝑥̂) = (𝑧0(𝑥̂), 𝑧1(𝑥̂), . . . , 𝑧𝑛(𝑥̂))𝑇 , 𝜋 = (𝜋0, 𝜋1, . . . , 𝜋𝑛), 𝜓̂ = (𝜓0, 𝜓), 

                                                                                  );,...,( 1 n   

შეუღლებული განტოლება  











 ;),(]),[ˆ)(()][ˆ)((ˆ][ˆ)(ˆ)(

,0)(

10000)1(0)1(00

0

11
ttttfttfttftt

t

qmnknpx 







 

საწყისი  პირობა  

              ),...,()(,)()(ˆ 1100100ˆ010 nx ttZt    

და აგრეთვე .,0)( 10ttt   თუ  0 , მაშინ  .0)( t  შემდეგ,  

                        .0)(,0)(,0,0,0,0,0,0 00000000000 10
 tgtgZZZZZZ qtt 

  

ზემომიღებული გამოსახულებების საფუძველზე, (2.2.1)-(2.2.4)  ამოცანისთვის, 

ადგილი აქვს თეორემა 2.1.1-2.1.5 ანალოგებს. საილუსტრაციოდ ჩვენ ჩამოვაყალიბეთ 

თეორემა 2.1.5-ის ანალოგს.   

თეორემა 2.2.1. ვთქვათ 0̂  ოპტიმალური ელემენტია, ხოლო   

],ˆ[,))(),(()( 10000 tttqtptx T    მისი შესაბამისი ამონახსნი.  გარდა ამისა, ფუნქციები 

)(),( 00 tutu უწყვეტია წერტილებში  .,, 1000000 ttt 
 მაშინ არსებობს  
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),(]),[ˆ)((ˆ)][ˆ)((ˆ][ˆ)(ˆ)( 10000)1(0)1(00 11
ttttfttfttftt qmnknpx     

განტოლების ისეთი არანულოვანი ამონახსნი   

             10010000 ,0)(ˆ,0)(),,()),(),(()(ˆ tttconstttttttt    

 რომ  შესრულებულია შემდეგი პირობები    

                                    
,0ˆ)(ˆˆ)(ˆ 01000000  ftft 
 

;0ˆ)(ˆ 0210 ft
 

 

                      𝜓̂(𝑡00 + 𝜏0)𝑓01 + ∫ 𝜓̂(𝑡)
𝑡10

𝑡00
𝑓𝑝1

[𝑡]𝑝̇0(𝑡 − 𝜏0)𝑑𝑡 = 0, ,0)(][)( 001

10

00

 dttqtft q

t

t

 

 

                                                              ;0)(][ˆ)(ˆ 00

10

00

 dttvtft w

t

t

   

                        

,)(][ˆ)(ˆmax)(][ˆ)(ˆ
00

000

1
0

00

000

1 00
)(

000 







t

t

p
t

t

t

p dtttftdtttft





  

                           







00

000

1
0

00

000

1
,)(][ˆ)(ˆmax)(][ˆ)(ˆ 00ˆ)(

000

t

t

q
Gtg

t

t

q dttgtftdttgtft



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2.4.  თეორემა  2.1.1  დამტკიცება 

2.4.1. ასახვის კრიტიკული წერტილი.   

განვიხილოთ ამოზნექილი სიმრავლე  

           .),(),(],(],(],( 0000021210110100000 WGPtsts    

  -ში არსებული ყველა დასაშვები ელემენტების ერთობლიობა  აღვნიშნოთ 0
 , 

ხოლო  ̂   აღვნიშნოთ    წერტილთა სიმრავლე, რომლებსაც შეესაბამება 

ამონახსნი  );( tx  , განსაზღრული  ].,ˆ[ 1t  ცხადია  ˆ
0  და .ˆ0 

 შემოვიღოთ  

ასახვა  

                                                                     
nRH ̂:                                 (2.4.1) 

შემდეგი წესით   ).;()( 1  txH   ლემა  1.2.2 საფუძველზე შეიძლება დავასკვნათ, რომ 

სიმრავლე ̂  არის ღია, ხოლო  ასახვა (2.4.1) -უწყვეტი. გარდა ამისა,  არსებობს ისეთი 

,0ˆ  რომ 0  წერტილის  ამოზნექილი მიდამო  

       )ˆ,ˆ()ˆ,ˆ(],ˆ(],ˆ(],ˆ()ˆ;( 000000101000000  ttttB  

 

                                        ),ˆ;()ˆ;()ˆ;()ˆ;()ˆ;( 000000  vVuVgVVpV   

შედის ̂ .  

აქ                            

                      ;ˆ||:)ˆ;( 0000000   ppPppV  ;ˆ||||:)ˆ;( 1000  V  

 

                             ;ˆ||||:)ˆ;( 1000   ggGggV  ;ˆ||||:)ˆ;( 000   uuuuV  
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                                               .ˆ||||:)ˆ;( 1000   vvWvvV  

  
ˆR  სიმრავლის ელემენტი აღვნიშნოთ  ),(   , აქ ).,0[ R   სიმრავლეზე  

შემოვიღოთ  ასახვა   

                                                            
lRP  1:                                       (2.4.2) 

შემდეგი  წესით  

                                     ,)0,...,0,()()( 1 lT RZP                                                   

 სადაც    

       ,))(,...,)(),(()( 10 TlzzzZ     .,...,0)),(),(,,,,,,()( 0010 liHtgpttzz ii    

 

განსაზღვრება 2.4.1.  ვთქვათ .ˆ   ვიტყვით რომ   lRP  1)ˆ(  წერტილი ეკუთვნის   

                                                             :)()( PP  

სიმრავლის საზღვარს,  თუ lR 1  სივრცეში არ არსებობს )ˆ(P წერტილის ისეთი მიდამო  

რომელიც არის  )(P  სიმრავლის ქვესიმრავლე.  

 

)(P  სიმრავლის საზღვარი  აღვნიშნოთ  )(P  სიმბოლოთი. 

განსაზღვრება 2.4.2 ([34],[57]).  ̂  წერტილს ეწოდება  (2.4.2) ასახვის  კრიტიკული  

წერტილი, თუ 

                                                             ).()ˆ(  PP   

შემოვიღოთ  აღნიშვნა   ),,0( 00   სადაც  ))(),(),(,,,,,,( 0000000010000 tvtutgptt     

არის   (2.1.1)-(2.1.4) ამოცანის ოპტიმალური  ელემენტი. 

ლემა  2.4.1 .  0  არის  (2.4.2) ასახვის  კრიტიკული წერტილი.   

დამტკიცება.  ცხადია, რომ       
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                  )3.4.2(.,,...,1,0)(,)()( 00

0

0

0  

Rlizqz i   

lR 1

 სივრცეში  შემოვიღოთ მართკუთხა კოორდინატთა  სისტემა. პირველი  ღერძი ანუ  

ერთგანზომილებიანი  სივრცე  (წრფე) აღვნიშნოთ 0 , მეორე  ღერძი- 1 და   ა. შ.   lR 1

 

სივრცის წერტილი ,)0,...,0,( 00  T  ხოლო წერტილი  
lTl R  11 ),...,,0(   

არ ეკუთვინ 0  ღერძს.  (2.4.3)- დან  გამომდინარებს, რომ  0  

                                               ,)0,...,0,()0,...,0),(()( 00 pzP TT    

ხოლო  წერტილი )( 0P  პირველ  ღერძზე იქნება )( 0P  სიმრავლის ყველაზე  ქვედა  

წერტილი,  წინააღმდეგ  შემთხვევაში 0  არ  იქნებოდა  ოპტიმალური  ელემენტი. 

ამრიგად, )( 0P  წერტილი  ერთგანზომილებიანი 0 სივრცის მიმართ იქნება  )( 0P   

წრფივი სიმრავლის საზღვრის  წერტილი. ახლა ვაჩენოთ, რომ წერტილი  )( 0P  

აგრეთვე არის   lRP  1)(  სიმრავლის  საზღვრის  წერტილიც.  დავუშვათ   

წინააღმდეგი,  ვთქვათ lR 1  სივრცეში  არსებობს    )( 0P  წერტილის ისეთი )( 0PV  

მიდამო,  რომ   

                                                      ).()( 0
 PVP   

აქედან გამომდინარეობს, რომ  თანაკვეთა  

                                                       )( 0)( 0
PVP   

არის  )( 0P  წერტილის სრული მიდამო 0  სივრცის მიმართ  ე. ი. ეს მიდამო  შეიცავს  

)( 0P როგორც  შიდა წერტილს. ამრიგად,   )( 0P  არ არის )( 0P  სიმრავლის  საზღვრის 

წერტილი, მივიღეთ წინააღმდეგობა.  

2.4.2. )(P
 ასახვის დიფერენციალი.   

საკმარისად მცირე    ||  -თვის, სადაც  

 

                         )),(),(),(,,,,,,(,0),,( 0100 tvtutgptt  
 

                                                       |||||||||||| 1   t  
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ვიპოვოთ   (2.4.2) ასახვის დიფერენციალი.  განვიხილოთ სხვაობა  

 

                      ,)0,...,0,()()()()( 0000

TZZPP                           (2.4.4) 

                                                           ).)ˆ;((]ˆ,0[),( 00   B  

ვიპოვოთ    

                                                                
 :][][ 00  ZZ  

   ))(),()(,,,,,,(: 110000000000110000 ttxtgtgppttttZ 
 

                                     
,))(),(,,,,,,( 100000000001000 txtgpttZ 
 

სხვაობის მთავარი ნაწილი, სადაც    

                                           
).;()(),;()( 000  txtxtxtx   

აქ  და მომავალში, სადაც საჭირო იქნება ყველგან   ნაცვლად  ნახმარი  იქნება  , 

ეს შესაძლებელია  რადგანაც 

                               ))(),(),(),(,,,,,,( 010 tvtutgtptt    

შეიცავს    ყველა კომპონენტს. აქედან გამომდინარე, ჩვენ ვიგულისხმებთ რომ   

                                          ).()(),;();()(  ootxtxtx    

შემოვიღოთ აღნიშვნა  

                              ,,,,,,(];[ 000000110000 pspssststtstZsZ       

                                ))).()(()()),()()(()(, 100110000000000000 txttxstxtgtgtgstg    

ცხადია, რომ  

                                                       dssZ
ds

d
ZZ ];[][][

1

0

00   
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           010

1

0

];[];[];[];[];[];[{
00

psZsZsZsZtsZtsZ ptt    

                                  dstxttxsZtgtgtgsZ xq ))}()(](;[))()()(](;[ 100110000000   . 

შემდეგ, 

                                     ),()()()()( 0000000000

0

00

 ottgdttgtgtg

t

t

    

                         )()()()()()( 11001101001100100110 ttxttxtxttxtxttx   

                 






dttxtxotfottxdttx

tt

t

tt

t

)()()()()()(
1010

10

110

10

101021100



   

                                                                        )()( 10102  otxtf    

(იხ. (1.1.5), (1.1.7)),  სადაც    

)).(),(),(),(),(),(),(,( 0100100100100010000000101002   tvtvtututgtxtxtff  

ადვილი შესამჩნევია, რომ  როცა 0  მაშინ  

,0];[,0];[,0];[,0];[ 0000 1100
   ZsZZsZZsZZsZ tttt

     

                             .0];[,0];[,0];[ 000 0000
 xxqqpp ZsZZsZZsZ   

ზემომიღებული თანაფარდობების საფუძველზე გვექნება  

    0001020000000000 )())((][][
10

ZZZtfZZttgZZZZ xtqt
  

                                                           
otxZtgZpZ xqp ).()()( 10000000   

 

ამ  ფორმულაში შევიტანოთ  )( 10tx  (იხ. თეორემა 1.1.1). შესაკრებების დაჯგუფების 

შედეგად  მივიღებთ  

                                                 ),()(][][
000   odZZZ    

სადაც
           

 

 001100000000011000000000 });(]))(,)[(;()({)(
00

tfttYZftgttYZtgZZdZ x

T

mxqt 
  
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              
   })(][);();({}{ 0010001100000010200

10

00

1
dpftYZfttYZZtfZZ p

t

t

xxxt
  

    })(][);({})(][);({ 001000001000
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00
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00

dvftYZZdqftYZZ w

t

t

xq

t

t

x
  

 



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0
)(][);(),)(;( 010001)1(01000000

t

t

px

T

mxp dftYZpttYZpZ


  

                       




00

000

)(][);())(,()( 010000010000

t

t

qx

T

mxq dgftYZtgZtgZ


  

.)}(][)(][{);()}(][)(][{);( 0100100
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  dvfvftYZdufuftYZ wv

t

t

xu

t

t

x    

ამრიგად,  (2.4.4)-თვის მივიღებთ 

                              ,))ˆ;(]ˆ,0([),()()()( 0000 0
   BodPPP  

სადაც   

                                                          .)0,...,0,()()(
00

TdZdP   
 

)(
0
dP  ეწოდება  (2.4.4) ასახვის დიფერენციალი.

 

2.4.3.  ოპტიმალურობის აუცილებელი პირობების გამოყვანა.  

 0  კრიტიკული წერტილისთვის არსებობს  არანულოვანი ვექტორი  , რომ ადგილი 

აქვს უტოლობას  

                                               00 ))ˆ;(]ˆ,0([,0)(
0

   BdP                  (2.4.5) 

(იხ.[34],[37]) (2.4.5)-ში  შევიტანოთ ასახვის დიფერენციალის გამოსახულება, 

მივიღებთ 

 

 001100000000011000000000 });(]))(,)[(;()({)(
00

tfttYZftgttYZtgZZdZ x

T

mxqt  


 

       
   })(][);();({}{ 0010001100000010200
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1
dpftYZfttYZZtfZZ p
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                                                      .))ˆ;(]ˆ,0([ 00   B  

ცხადია, (2.4.6) უტოლობა შენარჩუნდება თუ   გავამრავლებთ  ნებისმიერ დადებით  
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                                                },))ˆ;(]ˆ,0{([ 00   BCone                         (2.4.7) 

სადაც }{Cone  სიმბოლო აღნიშნავს  სიმრავლეზე მოჭიმულ კონუსს. (2.4.7) 

გამოსახულება ეკვივალენტურია  შემდეგი გამოსახულებების: 

                      
],0,(]}0,{(,]}ˆ,0{[ 00000   RtsConetRCone   

],0,(]}0,{( 010  RCone  ,]}ˆ,ˆ{(0 RCone   ,]}ˆ,ˆ{(0 RCone    

            },)ˆ;({ 00000 ppVConep   },)ˆ;({ 00   VCone },)ˆ;({ 00 ggVConeg    

                                              },)ˆ;({ 00 uuVConeu   }.)ˆ;({ 00 vvVConev    
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                                               .})ˆ;({ 0000000 pPppVCone                                  (2.4.8) 

მართლაც, ვთქვათ 00 Pp 
 ნებისმიერი ფიქსირებული წერტილია. ყოველი ]1,0[

 

წერტილი 000000 )()( Ppppp    რადგანაც 0P
 სიმრავლე ამოზნექილია.  

საკმარისად მცირე   თვის  გვექნება 

                                                      )ˆ;()( 00  pVp  .  

 ამრიგად,  
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ე. ი. 
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აქედან გამომდინარეობს  (2.4.8) ჩართვა. ანალოგიურად მტკიცდება შემდეგი 

ჩართვების სამართლიანობა 
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თეორემა  2.1.1 დამტკიცებულია. 

ბოლოს აღვნიშნავთ, რომ დანარჩენი თეორემები 2.1.2-2.1.5, შესაბამისი ცვლი-

ლებებით,  მტკიცდება ანალოგიური  სქემით. 
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დასკვნა 

   არაწრფივი ფუნქციონალურ-დიფერენციალური განტოლებისთვის შერეული სა-

წყისი პირობით და ორი ტიპის მართვით დამტკიცებულია ამონახსნის წარმოდგენის 

ლოკალური ფორმულები. დადგენილია: ამონახსნის პირველი ვარიაციის   ანალიზუ-

რი  სახე; ამონახსნის ნაზდის რიგი საწყისი მონაცემების შეშფოთების მიმართ; სახე 

წრფივი ფუნქციონალურ-დიფერენციალური განტოლებისა ვარიაციებში. მიღებული 

შედეგები დაკონკრეტებულია წრფივი ფუნქციონალურ-დიფერენციალური განტო-

ლებისთვის. ფორმულებში გამოვლენილია საწყისი მონაცემების შეშფოთებისა და 

შერეული  საწყისი პირობის ეფექტები. ანალიზურად, აგებულია შეშფოთებული 

განტოლების მიახლოებითი ამონახსნი.   

     ოპტიმიზაციის ამოცანისთის შერეული საწყისი პირობით, ზოგადი სასაზღვრო 

პირობებითა და ფუნქციონალით დამტკიცებულია საწყისი და საბოლოო მომენტების, 

დაგვიანების  პარამეტრების, საწყისი ვექტორის, საწყისი და მართვის ფუნქციების 

ოპტიმალურობის აუცილებელი პირობები. მიღებული შედეგები დაკონკრეტებულია 

ოპტიმალური ამოცანისთვის დამაგრებული ბოლოებით და ინტეგრალური ფუნქცი-

ონალით, სწრაფქმედების და წრფივი ამოცანებისთვის. საბაზრო ურთიერთობის 

მოდელის შესაბამისი ოპტიმალური ამოცანისთვის მიღებულია ოპტიმალურობის 

აუცილებელი პირობები.   
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